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Introducción 

 
 

Las ecuaciones diferenciales ordinarias constituyen una herramienta 

fundamental en el estudio de fenómenos naturales, procesos físicos, 

modelos económicos y un sinfín de aplicaciones en la ciencia y la 

ingeniería. Su comprensión y correcta aplicación permite describir, 

predecir y controlar la evolución de sistemas dinámicos en el tiempo. 

 

Este libro ha sido concebido con el propósito de brindar una base sólida y 

accesible sobre el estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias, 

dirigido tanto a estudiantes universitarios que se inician en esta disciplina, 

como a docentes que buscan una referencia clara y estructurada para su 

labor académica. A través de un enfoque progresivo y acompañado de 

numerosos ejemplos y ejercicios, se pretende facilitar el aprendizaje de los 

conceptos clave, así como el desarrollo de habilidades analíticas y de 

resolución de problemas. 

 

La obra se organiza en tres capítulos principales: 

 Capítulo I: Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer 

Orden. Se introduce el concepto de ecuación diferencial y se 

estudian los métodos clásicos de resolución para ecuaciones de 

primer orden. Se discuten también aplicaciones relevantes en 

diversas áreas del conocimiento. 

 Capítulo II: Ecuaciones Diferenciales de Orden Superior. Se 

abordan las ecuaciones de segundo y mayor orden, especialmente 

aquellas lineales con coeficientes constantes y variables. Se 

presentan métodos analíticos de solución, así como técnicas para 

resolver problemas con condiciones iniciales. 

 Capítulo III: Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales. Se 

desarrolla el estudio de sistemas de EDO lineales, tanto 

homogéneos como no homogéneos. 

 

Cada capítulo ha sido diseñado para desarrollar los temas de manera clara 

y rigurosa, incorporando ejercicios que promueven el aprendizaje activo. 

Al final de cada sección, se incluyen actividades de refuerzo y problemas 

propuestos que permiten consolidar los conocimientos adquiridos. 
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Capítulo 
 

 

 

ECUACIONES DIFERENCIALES 

 

1.1.Introducción 

Las ecuaciones diferenciales juegan un papel muy importante en todas 

las ciencias, pues existen conceptos de Física, Química, Economía, entre 

otros, en los cuales se relacionan variables dependientes con 

independientes, es decir se habla de ecuaciones diferenciales. Una 

ecuación diferencial es aquella que relaciona una o varias variables 

independientes, una función de dichas variables (que es la función 

incógnita) y las derivadas de dicha función hasta un cierto orden. A 

diferencia de las ecuaciones algebraicas, en una ecuación diferencial la 

incógnita es una función (en ocasiones del tiempo), no un número.  El 

objetivo de resolver una ecuación diferencial es encontrar una solución 

que la satisfaga y esta pueda ser interpretada en términos físicos [1].  

 

1.2.Definiciones básicas 

Ecuaciones diferenciales ordinarias 

Se presentan varias definiciones: 

- Es una igualdad que existe entre variables dependientes con sus 

variables independientes agregando sus respectivas derivadas. 

(Espinoza, 2012) 

- Es una ecuación que contiene derivadas de una o más variables 

respecto a una o más variables independientes. (Ramírez, 2022) 

1 
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Forma general de una ecuación diferencial ordinaria 

Si y es la función desconocida de una sola variable independiente x, una 

ecuación diferencial ordinaria de orden n se puede expresar 

matemáticamente de un modo conciso mediante la relación (Ricardo, 

2018). 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, 𝑦′′′, …… , 𝑦(𝑛−1), 𝑦(𝑛)) = 0 

 

Grado de una ecuación diferencial 

El grado es el exponente mayor que tiene una de las derivadas en la 

ecuación. (Becerril & Elizarraraz, 2004) 

(𝑦′)2 + 2𝑦 = 𝑥  → 𝐺𝑟𝑎𝑑𝑜 2       

 

Orden de una ecuación diferencial 

Se denomina orden de una ecuación diferencial al orden de la derivada 

que lo tenga más alto entre todas las que figuran en dicha ecuación 

(Ross, 2021). 

𝑦𝐼𝑉 + 𝑦4 + 2(𝑦′)3 + 𝑦 − 𝑥 = 0 →  𝑂𝑟𝑑𝑒𝑛 4      𝐺𝑟𝑎𝑑𝑜 3 

 

1.3. Clasificación de las ecuaciones diferenciales 

Existe varias clases de ecuaciones diferenciales, para su estudio se las 

clasifica de acuerdo con dos parámetros:  

- De acuerdo con el tipo 

- De acuerdo con el orden 
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1.3.1. Ecuaciones diferenciales de acuerdo con el tipo 

Las ecuaciones diferenciales de acuerdo con el tipo pueden ser: 

ecuaciones diferenciales ordinarias o ecuaciones diferenciales con 

derivadas parciales. 

 

1.3.1.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) 

La relación es que la variable dependiente depende de una sola variable 

independiente es decir la variable 𝑦 depende solo de 𝑥. 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, 𝑦′′′, …… , 𝑦𝑛) = 0 

Ejemplos:  

 𝑦´ = 𝑥 + 5 

 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝑥 − 35 

 𝑦´´´ + 2(𝑦´´)2 = 𝑥 

 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 3

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −2𝑦 

Cada una de estas ecuaciones serán estudiadas en los capítulos 

siguientes. 

 

1.3.1.2. Ecuaciones diferenciales con derivadas parciales 

Aquellas que la variable dependiente depende de 2 o más independientes 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+
𝑑𝑣

𝑑𝑢
+
𝑑𝑧

𝑑𝑤
= 0 

Ejemplos: 
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1.3.2. Ecuaciones diferenciales de acuerdo con el orden 

Las ecuaciones diferenciales de acuerdo con el orden se clasifican en: 

 ordinarias o de enésimo orden (Espinoza, 2012). 

 

1.3.2.1. Ecuaciones diferenciales de primer orden u ordinarias 

Son aquellas ecuaciones diferenciales en las que existe solo la primera 

derivada. 

Ejemplos: 

 𝑦′ + 𝑦 − 𝑥 = 0 

 

 

Tipos  

Las ecuaciones diferenciales ordinarias se clasifican en: 

 

 Ecuaciones diferenciales de variables separables.  

 Ecuaciones diferenciales convertibles en variables separables. 

 Ecuaciones diferenciales homogéneas.  

 Ecuaciones diferenciales convertibles en homogéneas. 

 Ecuaciones diferenciales lineales. 

 Ecuaciones diferenciales convertibles en lineales. 

 Ecuaciones diferenciales exactas.  

 Ecuaciones diferenciales convertibles en exactas. 
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1.3.2.2. Ecuaciones diferenciales de enésimo orden 

Aquellas ecuaciones diferenciales en las que se tiene un orden 2,3, 4,…, 

n 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, 𝑦′′′, 𝑦𝐼𝑉, … , 𝑦𝑛) = 0 

Ejemplos: 

 

 

 

1.4. Solución de una ecuación diferencial 

Se dice que la función ∅ definida en el intervalo 𝐼 es solución de la 

ecuación 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, ⋯ , 𝑦(𝑛)) = 0 , si al reemplazar 

∅, ∅′, ⋯ , ∅(𝑛) en la ecuación diferencial, esta se reduce a la identidad, es 

decir que: 

𝐹 = (𝑥, ∅, ∅′, ⋯ , ∅(𝑛)) = 0 

Obsérvese que  

a) La función ∅  está definida en un intervalo 𝐼. 

b) La función ∅ es 𝑛 veces diferenciable. 

La función 𝑦 = 𝑥𝑒𝑥 es solución de la ecuación diferencial 𝑦′′ =

−2𝑦 + 𝑦 = 0 en el intervalo 𝐼 = (−∞,∞).  
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Se pueden obtener varios tipos de soluciones que se indican a 

continuación: 

 

 Solución general 

 

La solución general de una ecuación diferencial es el conjunto de todas 

las funciones que verifican la ecuación diferencial. Además, la solución 

general de una ecuación diferencial consiste en una familia n-

paramétrica de funciones (parámetros que son las constantes que 

aparecen al realizar la operación de integrar n-veces, siendo n el orden 

de la ecuación) (Moya & Rojas, 2022). 

 

En este caso la solución viene dado por la ecuación: y = f(x) + c. Donde 

c es una constante arbitraria. La solución general puede tener una o más 

constates arbitrarias.  

 

Ejemplo:  

Resolver la ecuación diferencial  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥 

∫𝑑𝑦 = ∫2𝑥 𝑑𝑥 

𝑦 = 𝑥2 + 𝐶 
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Figura 1 

 

Familia de curvas 𝑦 = 𝑥2 + 𝐶 

 

 

 Solución particular 

Se llama solución particular de la ecuación diferencial a cualquier 

función que la satisfaga; esto es, a cualquier elemento del conjunto 

solución general. Una solución particular se puede obtener fijando 

valores a los parámetros de la familia de funciones que son solución de 

la ecuación (Moya & Rojas, 2022). 

Ejemplo:  

Resolver la ecuación diferencial  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥; 𝑦(1) = 4 

∫𝑑𝑦 = ∫2𝑥 𝑑𝑥 

𝑦 = 𝑥2 + 𝐶 

Para 𝑦(1) = 4 

4 = (1)2 + 𝐶 
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𝐶 = 3 

∴  𝑦 = 𝑥2 + 3 

 

Figura 2 

Curva 𝑦 = 𝑥2 + 3 

 

 

 Solución especial o singular 

Es una solución que no está incluida en la solución general; es decir, no 

se puede obtener a partir de ella asignando un valor conveniente a la 

constante o que no pertenece a la familia de funciones resultantes (Moya 

& Rojas, 2022).  

 

1.5.Comprobación de soluciones en ecuación diferencial ordinaria 

Procedimiento de solución  

 Derivar cuantas veces sean necesarias la solución dada.  
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 Reemplazar la solución y las derivadas en la Ecuación 

Diferencial. 

 Verificar; si es solución: se dará una igualdad de 0, y si no es 

solución: la igualdad será diferente de 0. (Vergel, et al., 2022) 

 

Ejemplos 

 

1. Dado: 𝒚 = 𝑪𝒆𝟐𝒙, comprobar que es solución de  𝒚′ − 𝟐𝒚 = 𝟎 

Solución: 

Se deriva la solución dada según la ecuación: 

          Sol. General                                                                         E.D 

𝑦 = 𝐶𝑒2𝑥                                                                𝑦′ − 2𝑦 = 0 

           𝑦′ = 2𝐶𝑒2𝑥 

            Se reemplaza en la E.D 

              𝑦′ − 2𝑦 = 0 

             2𝐶𝑒2𝑥 − 2(𝐶𝑒2𝑥) = 0 

             2𝐶𝑒2𝑥 − 2𝐶𝑒2𝑥 = 0 

Se verifica si es o no solución:  

             𝟎 = 𝟎                 (Si es una solución) 

 

2. Dado: 𝒚 = 𝑪𝒆−𝟐𝒙 +
𝒆𝒙

𝟑
, comprobar que es solución de                                               

𝒚′ + 𝟐𝒚 =
𝟐

𝟑
𝒆𝒙 

Solución: 

Se deriva la solución dada según la ecuación: 



 

 

 

 
 

23 

 
 

          Sol. General                                                                         E.D 

𝑦 = 𝐶𝑒−2𝑥 +
𝑒𝑥

3
                                                     𝑦′ + 2𝑦 =

2

3
𝑒𝑥 

              𝑦′ = −2𝐶𝑒−2𝑥 +
1

3
𝑒𝑥 

Se reemplaza en la E.D 

          𝑦′ + 2𝑦 =
2

3
𝑒𝑥 

             −2𝐶𝑒−2𝑥 +
1

3
𝑒𝑥 + 2(𝐶𝑒−2𝑥 +

𝑒𝑥

3
) =

2

3
𝑒𝑥 

              −2𝐶𝑒−2𝑥 +
1

3
𝑒𝑥 + 2𝐶𝑒−2𝑥 +

2

3
𝑒𝑥 =

2

3
𝑒𝑥 

Se verifica si es o no solución: 

                 𝟏 =
𝟐

𝟑
      (No es una solución) 

 

3. Dado: 𝒚 =
𝑪𝒆𝒕

𝟏+𝑪𝒆𝒕
 , comprobar que es solución de 𝒚′ = 𝒚(𝟏 − 𝒚) 

 Solución: 

 

Se deriva la solución dada según la ecuación: 

          Sol. General                                                                         E.D 

𝑦 =
𝐶𝑒𝑡

1+𝐶𝑒𝑡
                                                                   𝑦′ = 𝑦(1 − 𝑦) 

              𝑦′ =
𝐶1𝑒𝑡(1+𝐶𝑒𝑡)−𝐶𝑒𝑡(𝐶𝑒𝑡)

(1+𝐶𝑒𝑡)2
 

              𝑦′ =
𝐶𝑒𝑡+𝐶2𝑒2𝑡−𝐶2𝑒2𝑡

(1+𝐶𝑒𝑡)2
        

              𝑦′ =
𝐶𝑒𝑡

(1 + 𝐶𝑒𝑡)2
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Se reemplaza en la E.D 

               𝑦′ = 𝑦(1 − 𝑦) 

             
𝐶𝑒𝑡

(1+𝐶𝑒𝑡)2
=

𝐶𝑒𝑡

1+𝐶𝑒𝑡
(1 −

𝐶𝑒𝑡

1+𝐶𝑒𝑡
 ) 

             
𝐶𝑒𝑡

(1+𝐶𝑒𝑡)2
=

𝐶𝑒𝑡

1+𝐶𝑒𝑡
(
1+𝐶𝑒𝑡−𝐶𝑒𝑡

1+𝐶𝑒𝑡
) 

             
𝐶𝑒𝑡

(1+𝐶𝑒𝑡)2
=

𝐶𝑒𝑡

1+𝐶𝑒𝑡
(

1

1+𝐶𝑒𝑡
) 

 Se verifica si es o no solución: 

           
𝑪𝒆𝒕

(𝟏+𝑪𝒆𝒕)𝟐
=

𝑪𝒆𝒕

(𝟏+𝑪𝒆𝒕)𝟐
               (Si es una solución) 

 

4. Dado: 𝒗 = 𝒕(𝑪 − 𝑰𝒏𝒕), comprobar que es solución de 𝒗′ =

𝒗

𝒕
− 𝟏 

Solución: 

Se deriva la solución dada según la ecuación: 

          Sol. General                                                                         E.D 

              𝑣 = 𝑡(𝐶 − 𝐼𝑛𝑡)                                                        𝑣′ =
𝑣

𝑡
− 1 

              𝑣 = 𝑡𝐶 − 𝑡𝐼𝑛𝑡 

              𝑣′ = 𝐶 − (𝐼𝑛𝑡 +
1

𝑡
𝑡) 

              𝑣′ = 𝐶 − 𝐼𝑛𝑡 − 1 

Se reemplaza en la E.D 

                           𝑣′ =
𝑣

𝑡
− 1 

             𝐶 − 𝐼𝑛𝑡 − 1 =
𝑡𝐶−𝑡𝐼𝑛𝑡

𝑡
− 1 

             𝐶 − 𝐼𝑛𝑡 − 1 =
𝑡(𝐶−𝐼𝑛𝑡)

𝑡
− 1 
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            Se verifica si es o no solución: 

             𝑪 − 𝑰𝒏𝒕 − 𝟏 = 𝑪 − 𝑰𝒏𝒕 − 𝟏       (Si es una solución) 

 

 

 

Ejercicios propuestos 

 

a. Dadas las siguientes ecuaciones indicar el grado y orden de la 

ecuación 

1) (1 − 𝑥)𝑦´´ − 4𝑥𝑦´ + 5𝑦 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 

2) 𝑥𝑦´´´ − 𝑦4 + 𝑦 = 0 

3) 𝑡5𝑦(4) − 𝑡3𝑦´´ + 6𝑦 = 0 

4) 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= √1 + (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

 

 

b. Comprobar si las soluciones dadas corresponden a cada 

ecuación diferencial. 

1) 2y´ + y = 0; y = e
−x

2⁄  

2) 
dy

dx
+ 20y = 24; y =

6

5
−
6

5
e−20t 

3) y´´ − 6y´ + 13y = 0;   y = e3xcos2x 
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Capítulo 

 

 

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 

 

2.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias de variables separables 

Una ecuación diferencial ordinaria de primer orden  𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦´)=0 que 

puede escribirse en la forma:  

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑔(𝑦)𝑑𝑦 = 0 

 

Se llama ecuación diferencial en variables separadas. [16] 

 

Procedimiento de solución 

 Separar las variables con sus respectivos diferenciales 

 Integrar 

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫𝑔(𝑦)𝑑𝑦 = 0 [17] 

 

 Ejemplos 

 

1. (𝒙𝟐 − 𝟏)𝒚′ + 𝟐𝒙𝒚 = 𝟎   ;    𝒙 = 𝟐   𝒚 = 𝟏 

[(𝑥2 − 1)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑥𝑦 = 0]

𝑑𝑥

(𝑥2 − 1). 𝑦
 

𝑑𝑦

𝑦
+

2𝑥

(𝑥2 − 1)
𝑑𝑥 = 0                                                  

                                                     𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊𝒐𝒏 𝑷𝒂𝒓𝒕𝒊𝒄𝒖𝒍𝒂𝒓       𝑥 = 2, 𝑦 = 1 

2 
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∫
𝑑𝑦

𝑦
+ ∫

2𝑥

(𝑥2 − 1)
𝑑𝑥 = 𝐶                                         𝑦. (𝑥2 − 1) = 𝐶  

ln(𝑦) + ln(𝑥2 − 1) = ln(𝐶)                                       1. (22 − 1) = 𝐶 

ln[𝑦. (𝑥2 − 1)] = ln(𝐶)                                                𝐶 = 3 

𝑦. (𝑥2 − 1) = 𝐶                                                              𝑦 =
3

(𝑥2 − 1)
 

𝑦 =
𝐶

(𝑥2 − 1)
 

 

Figura 3 

Familia de curvas y =
𝐶

𝑥2−1
 

 

 
 

2.      (𝒏𝒈𝟐 + 𝒏)𝒅𝒏 + (𝒏𝟐𝒈 − 𝒈)𝒅𝒈 = 𝟎           𝒏 = 𝟎 ; 𝒈 = 𝟏 

Separar variables 

𝑛𝑔2𝑑𝑛 + 𝑛𝑑𝑛 + 𝑛2𝑔𝑑𝑔 − 𝑔𝑑𝑔 = 0                                                     

𝑛𝑑𝑛(𝑔2 + 1) + 𝑔𝑑𝑔(𝑛2 − 1) = 0        
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Integrar                                          

∫
𝑛𝑑𝑛(𝑔2 + 1)

(𝑛2 − 1)(𝑔2 + 1)
+ ∫

𝑔𝑑𝑔(𝑛2 − 1)

(𝑛2 − 1)(𝑔2 + 1)
= 𝐶 

∫
𝑛𝑑𝑛

(𝑛2 − 1)
+ ∫

𝑔𝑑𝑔

(𝑔2 + 1)
= 𝐶 

1

2
ln(𝑛2 − 1) +

1

2
ln(𝑔2 + 1) =

1

2
ln (𝐶)        

 

Solución General                                                                               

(𝑛2 − 1)(𝑔2 + 1) = 𝐶      

Solución Particular          

(02 − 1)(12 + 1) = 𝐶 

C=-2 

(𝑛2 − 1)(𝑔2 + 1) = −2 

 

3.  𝒚(𝒙𝟑𝒅𝒚 + 𝒚𝟑𝒅𝒙) = 𝒙𝟑𝒅𝒚 

Separar variables 

𝑦𝑥3𝑑𝑦 + 𝑦4𝑑𝑥 = 𝑥3𝑑𝑦 

𝑦𝑥3𝑑𝑦 − 𝑥3𝑑𝑦 = −𝑦4𝑑𝑥 

𝑥3𝑑𝑦(𝑦 − 1) = −𝑦4𝑑𝑥 

Integrar 

∫
(𝑦 − 1)𝑑𝑦

−𝑦4
= ∫

𝑑𝑥

𝑥3
+ 𝐶 

−∫(𝑦 − 1)𝑦−4𝑑𝑦 = ∫𝑥−3𝑑𝑥 + 𝐶 

−∫𝑦−3𝑑𝑦 + ∫𝑦−4𝑑𝑦 = −
1

2𝑥2
+ 𝐶 
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1

2𝑦2
−

1

3𝑦3
+

1

2𝑥2
= 𝐶 

3𝑥2𝑦 − 2𝑥2 + 3𝑦2 = 𝐶𝑥2𝑦3 

4.  𝒆𝒘𝒒𝒅𝒒 − (𝒆−𝒒 + 𝒆−𝟐𝒘−𝒒)𝒅𝒘 = 𝟎 

Separar variables 

𝑒𝑤𝑞𝑑𝑞 − [𝑒−𝑞(1 + 𝑒−2𝑤)]𝑑𝑤 = 0 

𝑒𝑤𝑞𝑑𝑞 = 𝑒−𝑞(1 + 𝑒−2𝑤)𝑑𝑤 

 

Integrar 

∫
𝑒𝑤𝑞𝑑𝑞

𝑒−𝑞(𝑒𝑤)
= ∫

𝑒−𝑞(1 + 𝑒−2𝑤)𝑑𝑤

𝑒−𝑞(𝑒𝑤)
 

∫
𝑞𝑑𝑞

𝑒−𝑞
−∫

(1 + 𝑒−2𝑤)𝑑𝑤

(𝑒𝑤)
= 𝐶 

∫ 𝑒𝑞𝑞𝑑𝑞 − ∫𝑒−𝑤𝑑𝑤 − ∫ 𝑒−3𝑤𝑑𝑤 = 𝐶                

𝑢 = 𝑞      𝑣 = 𝑒𝑞 

𝑑𝑢 = 𝑑𝑞      𝑑𝑣 = 𝑒𝑞𝑑𝑞 

𝑞𝑒𝑞 −∫𝑒𝑞𝑑𝑞 + 𝑒−𝑤 +
1

3
𝑒−3𝑤 = 𝐶 

𝑞𝑒𝑞 − 𝑒𝑞 + 𝑒−𝑤 +
1

3
𝑒−3𝑤 = 𝐶 

𝑒𝑞(𝑝 − 1) + 𝑒−𝑤(1 +
1

3
𝑒−2𝑤) = 𝐶 

 

5. 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= (

𝟐𝒚+𝟑

𝟒𝒙+𝟓
)𝟐  
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Separar variables 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
(2𝑦 + 3)2

(4𝑥 + 5)2
 

𝑑𝑦

(2𝑦 + 3)2
=

𝑑𝑥

(4𝑥 + 5)2
 

Integrar 

∫(2𝑦 + 3)−2𝑑𝑦 − ∫(4𝑥 + 5)−2𝑑𝑥 = 𝐶 

𝑢 = 2𝑦 + 3                   𝑡 = 4𝑥 + 5 

𝑑𝑢 = 2𝑑𝑦                     𝑑𝑡 = 4𝑑𝑥 

1

2
∫𝑢−2𝑑𝑢 −

1

4
∫𝑡−2𝑑𝑡 = 𝐶 

−
1

2
𝑢−1 +

1

4
𝑡−1 = 𝐶 

−
1

2
(2𝑦 + 3)−1 +

1

4
(4𝑥 + 5)−1 = 𝐶 

−
1

2(2𝑦 + 3)
+

1

4(4𝑥 + 5)
= 𝐶 

 

2.1.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias convertibles en 

variables separables 

 

Una ecuación diferencial ordinaria convertible en variables separables 

es aquella que tiene la forma:  

𝑓(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦……) = 0 

Si se da esto, interviene un cambio de variable: 𝑧 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 [23] 
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Procedimiento de solución 

1) Se realiza el cambio de variable: 𝑧 = 𝑥 + 𝑦 

2) Se deriva: 𝑧′ = 𝑎 + 𝑏𝑦′ 

3) A la ecuación diferencial original se la deja en términos de “y” 

y de “z”: 𝑦′ = 𝑓(𝑧) 

4) Del paso 2 se despeja 𝑦′ y se reemplaza en 3: 
𝑧′−𝑎

𝑏
= 𝑓(𝑧) 

5) Integrar 𝑧 en function de 𝑥 

6) Reemplazar 𝑧 en 𝑓(𝑥, 𝑦) 

 

Ejercicios 

 

1. 𝒚′ = (𝒙 + 𝒚 + 𝟏)𝟐 − (𝒙 + 𝒚 − 𝟏)𝟐 

𝑧 = 𝑥 + 𝑦 

𝑧′ = 1 + 𝑦 

𝑦′ = 𝑧′ − 1 

𝑦′ = (𝑧 + 1)2 − (𝑧 − 1)2 

𝑧′ − 1 = 𝑧2 + 2𝑧 + 1 − 𝑧2 + 2𝑧 − 1 

𝑧′ = 4𝑧 + 1 

[
𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 4𝑧 + 1] 𝑑𝑥 

𝑑𝑧

4𝑧 + 1
= 𝑑𝑥 

∫
𝑑𝑧

4𝑧 + 1
= ∫𝑑𝑥 + 𝐶 

1

4
ln(4𝑧 + 1) − 𝑥 = 𝐶 
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ln (4𝑧 + 1)
1
4 = 𝑒𝑐+𝑥 

4𝑧 + 1 = 𝑒4(𝑐+𝑥) 

𝑧 =
𝑒4(𝑐+𝑥) − 1

4
 

𝑥 + 𝑦 =
𝑒4(𝑐+𝑥) − 1

4
 

𝑦 =
𝑒4(𝑐+𝑥) − 1

4
− 𝑥 

 

Figura 4.  

 Familia de curvas 𝑦 =
𝑒4(𝑐+𝑥)−1

4
− 𝑥 

 
 

 

2. 𝒚′ = (𝒙 + 𝒚)𝟐 

1. 𝑧 = 𝑥 + 𝑦 

𝑧′ = 1 + 𝑦′ 

2. 𝑦′ = 𝑧′ − 1 
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Remplazando 1 y 2 en la ecuación original  

𝑧′ − 1 = 𝑧2 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 𝑧2 + 1 

∫
𝑑𝑧

𝑧2 + 1
= ∫𝑑𝑥 + 𝐶 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑧) = 𝑥 + 𝐶 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥 + 𝑦) = 𝑥 + 𝐶 

3. 𝒚′ = (𝟐𝒙 + 𝒚) ∗ 𝐥𝐧(𝟐𝒙 + 𝒚) − 𝟐 

1. 𝑧 = 2𝑥 + 𝑦 

𝑧′ = 2 + 𝑦′ 

2. 𝑦′ = 𝑧′ − 2 

1 y 2 en la ecuación original  

𝑧′ − 2 = 𝑧𝑙𝑛(𝑧) − 2 

∫
𝑑𝑧

𝑧𝑙𝑛(𝑧)
= ∫𝑑𝑥 + 𝐶 

𝑢 = ln(𝑧) 

𝑑𝑢 =
1𝑑𝑧

𝑧
 

∫
𝑑𝑢

𝑢
= 𝑥 + 𝑐 

ln(ln(𝑧)) = 𝑥 + 𝐶 

ln(ln(2𝑥 + 𝑦)) = 𝑥 + 𝐶 
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4. (𝟏 − (𝒙𝒚) ∗ 𝒄𝒐𝒔(𝒙𝒚))𝒅𝒙 − 𝒙𝟐𝒄𝒐𝒔(𝒙𝒚)𝒅𝒚 = 𝟎 

𝑦′ =
1 − 𝑥𝑦 ∗ cos (𝑥𝑦)

𝑥2 ∗ cos (𝑥𝑦)
 

1. 𝑧 = 𝑥𝑦 

𝑧′ = 𝑦 + 𝑥𝑦′ 

𝑦′ =
𝑧′ − 𝑦

𝑥
 

𝑦′ =
𝑧′ −

𝑧
𝑥

𝑥
 

2. 𝑦′ =
𝑧′𝑥−𝑧

𝑥2
 

 

Remplazando 1 y 2 en la ecuación original  

𝑧′𝑥 − 𝑧

𝑥2
=
1 − 𝑧𝑐𝑜𝑠𝑧

𝑥2 ∗ 𝑐𝑜𝑠𝑧
 

𝑧′𝑥 =
1 − 𝑧𝑐𝑜𝑠𝑧

𝑐𝑜𝑠𝑧
+ 𝑧 

𝑧′ =
1 − 𝑧𝑐𝑜𝑠𝑧 + 𝑧𝑐𝑜𝑠𝑧

𝑥 ∗ 𝑐𝑜𝑠𝑧
 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

1

𝑥 ∗ 𝑐𝑜𝑠𝑧
 

∫𝑐𝑜𝑠𝑧 𝑑𝑧 = ∫
𝑑𝑥

𝑥
+𝐶 

3. 𝑠𝑒𝑛𝑧 = 𝑙𝑛𝑥 + 𝐶 

 

Remplazando 1 y 2 en 3 

sin(𝑥𝑦) = 𝑙𝑛𝑥 + 𝐶 
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2.1.2. Ejemplos Varios  

 

 Ejercicio 1 

𝒔𝒆𝒄𝟐𝒙 𝒅𝒚 + 𝒄𝒔𝒄𝒚 𝒅𝒚 = 𝟎 

Solución:  

𝑠𝑒𝑐2𝑥 𝑑𝑦 = −𝑐𝑠𝑐𝑦 𝑑𝑥 

𝑑𝑦

𝑐𝑠𝑐𝑦
= −

𝑑𝑥

𝑠𝑒𝑐2𝑥 
  

𝑠𝑒𝑛𝑦𝑑𝑦 = − 𝑐𝑜𝑠2𝑥 𝑑𝑥       

∫𝑠𝑒𝑛𝑦 𝑑𝑦 = −∫𝑐𝑜𝑠2𝑥 𝑑𝑥  

−cos 𝑦 = −∫𝑐𝑜𝑠2𝑥 𝑑𝑥 

𝑐𝑜𝑠𝑦 = ∫𝑐𝑜𝑠2𝑥 𝑑𝑥  

𝑐𝑜𝑠𝑦 =
𝑐𝑜𝑠𝑥. 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥

2
+ 𝑐 

2𝑐𝑜𝑠𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥 + 𝑐 

4𝑐𝑜𝑠𝑦 = 2𝑠𝑒𝑛𝑥. 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑥 + 𝑐 

4𝑐𝑜𝑠𝑦 = 𝑠𝑒𝑛2𝑥 + 2𝑥 + 𝑐             (Solución General) 

 

 Ejercicio 2 

 𝒔𝒆𝒏𝟐𝒚 𝒅𝒙 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 𝒅𝒚 = 𝟎;     𝒚( 𝝅 ∕ 𝟒) = 𝝅
𝟒⁄  

Solución:  
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𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥
−

𝑑𝑦

𝑠𝑒𝑛2𝑦 
= 0 

𝑠𝑒𝑐2𝑥 𝑑𝑥 + 𝑐𝑠𝑐2𝑦 𝑑𝑦 = 0 

∫𝑠𝑒𝑐2𝑥 𝑑𝑥 + ∫𝑐𝑠𝑐2𝑦 𝑑𝑦 = 𝑐 

𝑡𝑎𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑡𝑦 = 𝑐             (1) 

𝑥 = 𝜋 ∕ 4, 𝑦 = 𝜋 ∕ 4    (2) 

Reemplazando  (2) 𝑒𝑛 (1) 

tan(𝜋 4⁄ ) − cot(𝜋 4⁄ ) = 𝑐 

1 − 1 = 𝑐 

𝑐 = 0       (3) 

Sustituyendo (3) en (1), se obtiene: 

𝑡𝑎𝑛𝑥 − cot 𝑦 = 0 

𝑡𝑎𝑛𝑥 = cot 𝑦 

𝑡𝑎𝑛𝑥 =
1

𝑡𝑎𝑛𝑦
 

𝑡𝑎𝑛𝑥. 𝑡𝑎𝑛𝑦 = 1    (Solución Particular) 

 

 Ejercicio 3 

𝒙√𝟏 + 𝒚𝟐𝒅𝒙 = 𝒚√𝟏 + 𝒙𝟐𝒅𝒚 

Solución:  

𝑥

√1 + 𝑥2
𝑑𝑥 −

𝑦

√1 + 𝑦2 
𝑑𝑦 = 0           
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∫
𝑥

√1 + 𝑥2
𝑑𝑥 − ∫

𝑦

√1 + 𝑦2 
𝑑𝑦 = 𝑐1                             

1

2
∫

2𝑥

√1 + 𝑥2
𝑑𝑥 −

1

2
∫

2𝑦

√1 + 𝑦2 
𝑑𝑦 = 𝑐1 

∫
2𝑥

√1 + 𝑥2
𝑑𝑥 − ∫

2𝑦

√1 + 𝑦2 
𝑑𝑦 = 2𝑐1                         (1)                         

 

Sea: 

𝑢 = 1 + 𝑥2 → 𝑑𝑢 = 2𝑥𝑑𝑥
𝑣 = 1 + 𝑦2 → 𝑑𝑣 = 2𝑦𝑑𝑦

                                                                                 (2) 

 

Al sustituir la 

(2) 𝑒𝑛 (1) 𝑛𝑜𝑠 𝑞𝑢𝑒𝑑𝑎𝑛 𝑑𝑜𝑠 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑙𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑒𝑣𝑎𝑙𝑢𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎: 

∫
𝑑𝑢

√𝑢
− ∫

𝑑𝑣

√𝑣
= 2𝑐1  

∫𝑢−
1
2⁄ 𝑑𝑢 − ∫𝑣−

1
2⁄ 𝑑𝑣 = 𝑐2  

2𝑢
1
2⁄  − 2𝑦

1
2⁄ = 𝑐2            {𝑐2 = 2𝑐1}     (3)      

2(1 + 𝑥2)
1
2⁄ − 2(1 + 𝑦2)

1
2⁄ = 𝑐2 

√1 + 𝑥2 −√1 + 𝑦2 =
1

2
𝑐2     {(2) 𝑒𝑛 (3)}     

√1 + 𝑥2 −√1 + 𝑦2 = 𝑐          {𝑐2 =
𝑐2
2⁄ }      
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Ejercicio 4 

𝒆𝒙𝒚
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒆−𝒚 + 𝒆−𝟐𝒚−𝒚 

Solución:  

𝑒𝑥𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒−𝑦 + 𝑒−2𝑦𝑒−𝑦 

𝑒𝑥𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒−𝑦(1 + 𝑒−2𝑥) 

𝑦𝑒𝑦𝑑𝑦 = 𝑒−𝑥(1 + 𝑒−2𝑥)𝑑𝑥 

𝑦𝑒𝑦𝑑𝑦 = (𝑒−𝑥 + 𝑒−3𝑥)𝑑𝑥 

∫𝑦𝑒𝑦𝑑𝑦 = ∫(𝑒−𝑥 + 𝑒−3𝑥)𝑑𝑥              

∫𝑦𝑒𝑦𝑑𝑦 =  −𝑒−𝑥 −
1

3
𝑒−3𝑥 + 𝐶              (1) 

∫𝑦𝑒𝑦𝑑𝑦            (2) 

Sea:    

𝑢 = 𝑦 → 𝑑𝑢 = 𝑑𝑦
𝑑𝑣 = 𝑒𝑦𝑑𝑦 → 𝑣 = 𝑒𝑦

                                                                                 (3) 

 

Sustituyendo los valores dados en (3) en la fórmula de integración por 

partes, la integral (2) queda: 

∫𝑦𝑒𝑦𝑑𝑦 = 𝑦𝑒𝑦 −∫𝑒𝑦𝑑𝑦  

∫𝑦𝑒𝑦𝑑𝑦 = 𝑦𝑒𝑦 − 𝑒𝑦                                       (4) 
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 𝑦𝑒𝑦 − 𝑒𝑦 = −𝑒−𝑥 −
1

3
𝑒−3𝑥 + 𝐶                                     {(4) 𝑒𝑛 (1)} 

𝑦𝑒𝑦 − 𝑒𝑦 + 𝑒−𝑥 +
1

3
𝑒−3𝑥 = 𝐶 (Solución General) 

 

 Ejercicio 5 

𝒅𝒕

𝒅𝒔
=  

𝟔𝒔𝟐

𝟐𝒕 + 𝒄𝒐𝒔𝒕
 

Solución:  

(2𝑡 + 𝑐𝑜𝑠𝑡)𝑑𝑡 =  6𝑠2𝑑𝑠  

2∫ 𝑡 𝑑𝑡 + ∫𝑐𝑜𝑠𝑡 𝑑𝑡 = 6∫𝑠2 𝑑𝑠 

2 ∗
𝑡2

2
+ 𝑠𝑒𝑛𝑡 = 6 ∗

𝑠3

3
+ 𝑐 

𝑡2 + 𝑠𝑒𝑛𝑦 = 2𝑠3 + 𝑐 (Solución General) 

 

 Ejercicio 6 

(𝟔𝒘 − 𝒔𝒆𝒄𝟐𝒘)𝒅𝒘− (𝟏 + 𝒔𝒆𝒏𝒛)𝒅𝒛 = 𝟎 

Solución:  

6∫𝑤 𝑑𝑤 −∫𝑠𝑒𝑐2𝑤 𝑑𝑤 = ∫𝑑𝑧 + ∫ 𝑠𝑒𝑛𝑧 𝑑𝑧 

6 ∗
𝑤2

𝑤
− 𝑡𝑎𝑛𝑤 = 𝑧 − 𝑐𝑜𝑠𝑧 + 𝑐 

3𝑤2 − 𝑡𝑎𝑛𝑤 = 𝑧 − 𝑐𝑜𝑠𝑧 + 𝑐  (Solución General) 
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Ejercicios propuestos 

 

1) 
𝑑𝑡

𝑑𝑠
= 

𝑒2𝑠

𝑡
 

2) 
𝑑𝑟

𝑑𝑎
= 

𝑟2

1+𝑟
∗ 𝑎2 

3) 
𝑑𝑡

𝑑𝑠
= 𝑠𝑒𝑛 5𝑠 

4) 
𝑑𝑧

𝑑𝑤
= (𝑤 + 1)2 

5) 𝑑𝑠 + 𝑒3𝑠𝑑𝑡 = 0 

6) (𝑤 + 1)
𝑑𝑧

𝑑𝑤
= 𝑤 + 6 

7) 
𝑑𝑡

𝑑𝑠
+ 2𝑠𝑡 = 0 

8) 
𝑑𝑡

𝑑𝑠
= 

𝑡+1

𝑠
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2.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden 

homogéneas 

Una ecuación diferencial ordinaria de primer orden homogénea es una 

ecuación de la forma 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0, donde 𝑃(𝑥, 𝑦) y 

𝑄(𝑥, 𝑦) son funciones homogéneas del mismo grado y no hay términos 

independientes de 𝑦 o 𝑑𝑦. (Zuleta, 2018) 

 

Condición necesaria y suficiente 

Que cada término de la ecuación tenga el mismo grado 

𝑎𝑥2𝑦′ + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 = 0 → Grado 2 

 

Procedimiento de solución 

 Cambios de variable: 

𝑦 = 𝑢𝑥 

𝑦′ = 𝑢′𝑥 + 𝑢 

 Integrar en función de u y x (variables separables) 

 Solución en f(x,y) reemplazar u(x,y) 

 

Ejercicios 

 

1. (𝒙𝟐 + 𝒚𝟐)𝒅𝒙 − 𝟐𝒙𝒚𝒅𝒚 = 𝟎 

Reemplazar: 

𝑦 = 𝑢𝑥 

𝑦′ = 𝑢′𝑥 + 𝑢 

[(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥 − 2𝑥𝑦𝑑𝑦 = 0]/𝑑𝑥 



 

 

 

 
 

43 

 
 

(𝑥2 + 𝑦2) − 2𝑥𝑦𝑦′ = 0 

(𝑥2 + 𝑢2𝑥2) − 2𝑥2𝑢(𝑢′𝑥 + 𝑢) = 0 

𝑥2 + 𝑢2𝑥2 − 2𝑥3𝑢𝑢′ − 2𝑥2𝑢2 = 0 

−2𝑥3𝑢𝑢′ − 𝑥2𝑢2 + 𝑥2 = 0 

−2𝑥3𝑢𝑢′ + 𝑥2(−𝑢2 + 1) = 0 

∫
−2𝑥3𝑢

(−𝑢2 + 1)𝑥3
𝑑𝑢 + ∫

𝑥2(−𝑢2 + 1)

𝑥3(−𝑢2 + 1)
𝑑𝑥 = 𝐶 

2∫
𝑢

𝑢2 − 1
+∫

𝑑𝑥

𝑥
= 𝐶 

ln(𝑢2 − 1) + ln(𝑥) = 𝐶 

ln (
𝑦2

𝑥2
− 1) + ln(𝑥) = 𝐶 

ln (
𝑦2 − 𝑥2

𝑥2
) + ln(𝑥) = 𝐶 

𝑦2 − 𝑥2

𝑥
= 𝐶 

𝑦2 = 𝐶𝑥 + 𝑥2 

𝑦 = √𝐶𝑥 + 𝑥2 
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Figura 5 

Familia de curvas y = √Cx + x2 

 

 
 

 𝟐.  𝒉(𝒈𝟐 + 𝒈𝒉 − 𝟐𝒉𝟐)𝒅𝒈 + 𝒈(𝟑𝒉𝟐 −𝒈𝒉 − 𝒈𝟐)𝒅𝒉 = 𝟎 

 

Reemplazar: 

ℎ = 𝑢𝑔 

ℎ` = 𝑢`𝑔 + 𝑢 

𝑢𝑔(𝑔2 + 𝑔(𝑢𝑔) − 2(𝑢𝑔)2)𝑑𝑔 + 𝑔(3(𝑢𝑔)2 − 𝑔(𝑢𝑔) − 𝑔2)𝑑ℎ = 0 

𝑢(1 + 𝑢 − 2𝑢2) + (3𝑢2 − 𝑢 − 1)(𝑢`𝑔) + (3𝑢2 − 𝑢 − 1)(𝑢) = 0 

(3𝑢2 − 𝑢 − 1)(𝑢`𝑔) + (𝑢2)(𝑢) = 0 

(3𝑢2 − 𝑢 − 1)(𝑔𝑑𝑢) + (𝑢2)(𝑢𝑑𝑔) = 0 

Integrar en función de u ^ g (variables separables) 

∫
(3𝑢2 − 𝑢 − 1)𝑑𝑢

𝑢3
= −∫

𝑑𝑔

𝑔
 

3 ln(𝑢) +
1

𝑢
+

1

2𝑢2
+ ln𝑔 = 𝐶 

Solución en f(u,g) reemplazar u: 

ln (
ℎ3

𝑔3
) +

𝑔

ℎ
+
𝑔2

2ℎ2
+ ln 𝑔 = 𝐶 



 

 

 

 
 

45 

 
 

ln (
ℎ3

𝑔2
) +

𝑔

ℎ
+
𝑔2

2ℎ2
= 𝐶 

 

3.  𝒚 𝒅𝒙 = (𝒙 + √𝒚𝟐 − 𝒙𝟐)𝒅𝒚 

Reemplazar: 

𝑦 = 𝑢𝑥 

𝑦` = 𝑢𝑥 + 𝑢 

(𝑢`𝑥 + 𝑢) =
𝑢𝑥

(𝑥 + √(𝑢𝑥)2 − 𝑥2
 

(𝑢`𝑥 + 𝑢) =
𝑢𝑥

𝑥 + 𝑥√𝑢2 − 1
 

𝑢`𝑥 =
𝑢𝑥

𝑥(1 + √𝑢2 − 1)
− 𝑢 

𝑢`𝑥 =
𝑢

1 + √𝑢2 − 1
− 𝑢 

𝑢`𝑥 =
𝑢 − 𝑢 − 𝑢√𝑢2 − 1

1 + √𝑢2 − 1
 

Integrar en función de u ^ x (variables separables) 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
𝑥 = −

𝑢√𝑢2 − 1

1 + √𝑢2 − 1
 

∫
𝑑𝑥

𝑥
= (

1 + √𝑢2 − 1

𝑢√𝑢2 − 1
)𝑑𝑢 

ln(𝑥) = ∫−
𝑑𝑢

𝑢√𝑢2 − 1
−∫

√𝑢2 − 1

𝑢√𝑢2 − 1
𝑑𝑢 

ln 𝑥 = −arcsec(𝑢) − ln 𝑢 

Solución en  f(u,x) reemplazar u: 
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ln 𝑥 = −arcsec
𝑦

𝑥
− ln

𝑦

𝑥
+ ln𝐶 

−arcsec
𝑦

𝑥
= ln

𝑦

𝐶
 

 

4.   
𝒅𝒓

𝒅𝒕
=

𝒓

𝒕
+√

𝒓𝟐

𝒕𝟐
− 𝟏 

 𝑟`𝑡 = 𝑟 + √𝑟2 − 𝑡2 

Reemplazar: 

𝑟 = 𝑢𝑡 

𝑟` = 𝑢`𝑡 + 𝑢 

(𝑢`𝑡 + 𝑢)𝑡 = 𝑢𝑡 + √(𝑢𝑡)2 − 𝑡2 

(𝑢`𝑡 + 𝑢) = 𝑢 + √𝑢2 − 1 

Integrar en función de u ^ t (variables separables) 

𝑡𝑑𝑢 = (√𝑢2 − 1)𝑑𝑡 

∫
𝑑𝑢

√𝑢2 − 1
−∫

𝑑𝑡

𝑡
= ∫0 

ln (𝑢 + √𝑢2 − 1) − ln 𝑡 = ln𝐶 

Solución en  f(u,t) reemplazar u: 

ln(
𝑟

𝑡
+ √

𝑟2

𝑡2
− 1) − ln 𝑡 = ln 𝐶 

𝑟 + √𝑟2 − 𝑡2

𝑡2
= 𝐶 

𝑟 + √𝑟2 − 𝑡2 = 𝐶𝑡2  
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5. 𝒑
𝒅𝒒

𝒅𝒑
= 𝒒 − √𝒑𝟐 + 𝒒𝟐 

𝑞` =
𝑞 − √𝑝2 + 𝑞2

𝑝
 

Reemplazar: 

𝑞 = 𝑢𝑝 

𝑞` = 𝑢`𝑝 + 𝑢 

(𝑢`𝑝 + 𝑢) =
𝑢𝑝 − √𝑝2 − (𝑢𝑝)2

𝑝
 

𝑢`𝑝 = −√1 − 𝑢2 

 

Integrar en función de u ^ p (variables separables) 

∫
𝑑𝑢

√1 − 𝑢2
+∫

𝑑𝑝

𝑝
= ∫0 

ln (𝑢 + √1 + 𝑢2) + ln(𝑝) = ln 𝐶 

Solución en f(u,p) reemplazar u: 

ln ( 
𝑞

𝑝
+ √1 +

𝑞2

𝑝2
 ) + ln(𝑝) = ln𝐶 

ln ((
𝑞 + √𝑝2 + 𝑞2

𝑝
)𝑝) = ln  𝐶 

𝑞 + √𝑝2 + 𝑞2 = 𝐶 
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2.2.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias convertibles en homogéneas 

(CASO 1) 

Estas ecuaciones tienen la forma: 

(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐)𝑑𝑥 + (𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑑)𝑑𝑦 = 0 

Pero para verificar que es Convertible en Homogénea Caso 1, los 

valores de sus coeficientes deben ser diferentes, es decir:  
𝑎

𝑏
≠

𝑎1

𝑏1
 

 

Procedimiento de solución  

- Dejar el ejercicio en la forma: 𝑦′ =
𝑎𝑥+𝑏𝑦+𝑐

𝑎1𝑥+𝑏1𝑦+𝑑
 

- En la ecuación se debe realizar el siguiente reemplazo:  

{

𝑥 = 𝑥1 + ℎ
𝑦 = 𝑦1 + 𝑘

𝑦′ = 𝑦1′
} 

- Se determina los valores de h y k mediante un sistema de 

ecuaciones. 

- Sustituir el valor de h y k en la ecuación diferencial. 

- Convertir en Ecuación Diferencial Homogénea, y resolverla 

como tal. 

 

Ejercicios 

 

1. (𝒙 − 𝟒𝒚 − 𝟗)𝒅𝒙 + (𝟒𝒙 + 𝒚 − 𝟐)𝒅𝒚 = 𝟎 

𝑦′ =
−𝑥 + 4𝑦 + 9

4𝑥 + 𝑦 − 2
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𝑥 = 𝑥1 + ℎ
𝑦 = 𝑦1 + 𝑘

𝑦′ = 𝑦1′
 

𝑦1′ =
−𝑥1 − ℎ + 4𝑦1 + 4𝑘 + 9

4𝑥1 + 4ℎ + 𝑦1 + 𝑘 − 2
                   

(𝐴)[(−ℎ + 4𝑘 + 9). 4]

(𝐵)4ℎ + 𝑘 − 2
 

𝑦1′

=
−𝑥1 + 4𝑦1 + (−ℎ + 4𝑘 + 9)(𝐴)

4𝑥1 + 𝑦1 + (4ℎ + 𝑘 − 2)(𝐵)
                       

−4ℎ + 16𝑘 + 36

4ℎ + 𝑘 − 2
 

𝑦1′ =
−𝑥1 + 4𝑦1

4𝑥1 + 𝑦1
                                                         𝑘 = −2      ℎ = 1 

𝑦1 = 𝑢. 𝑥1 

𝑦1′ = 𝑢′𝑥1 + 𝑢 

(𝑢′𝑥1 + 𝑢)(4𝑥1 + 𝑢𝑥1) = −𝑥1 + 4𝑢𝑥1 

4𝑢′𝑥12 + 𝑥12𝑢𝑢′ + 4𝑢𝑥1 + 𝑥1𝑢2 + 𝑥1 − 4𝑢𝑥1 = 0 

4𝑢′𝑥12 + 𝑥12𝑢𝑢′ + 𝑥1𝑢2 + 𝑥1 = 0 

𝑥12𝑢′(4 + 𝑢) + 𝑥1(𝑢2 + 1) = 0 

∫
𝑥12(4 + 𝑢)

(𝑢2 + 1). 𝑥12
𝑑𝑢 + ∫

𝑥1(𝑢2 + 1)

(𝑢2 + 1). 𝑥12
𝑑𝑥1 = 𝐶 

∫
𝑢 + 4

𝑢2 + 1
𝑑𝑢 + ∫

𝑑𝑥1

𝑥1
= 𝐶 

∫
𝑢

𝑢2 + 1
𝑑𝑢 + ∫

4

𝑢2 + 1
𝑑𝑢 + ln(𝑥1) = 𝐶 

1

2
ln(𝑢2 + 1) + 4𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑢) + ln(𝑥1) = 𝐶 

ln (𝑢2 + 1)
1
2. 𝑥1 + 4𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑢) = 𝐶 

ln (
𝑦12

𝑥12
+ 1)

1
2. 𝑥1 + 4𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (

𝑦1

𝑥1
) = 𝐶 
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ln (𝑦12 + 𝑥12)
1
2 + 4𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (

𝑦1

𝑥1
) = 𝐶 

ln ((𝑦 + 2)2 + (𝑥 − 1)2)
1
2 + 4𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (

𝑦 + 2

𝑥 − 1
) = 𝐶 

 

2. 
𝒅𝒗

𝒅𝒕
=

𝒕+𝒗−𝟏

𝒕−𝒗+𝟏
 

𝑣′ =
𝑡+𝑣−1

𝑡−𝑣+1
  

 {
𝑡 = 𝑡1 + ℎ      𝑡 = 𝑡1 + 0              𝑡1 = 𝑡
𝑣 = 𝑣1 + 𝑘     𝑣 = 𝑣1 + 1    𝑣1 = 𝑣 − 1

𝑣′ = 𝑣1′
} 

𝑣′ =
𝑡1+ℎ+𝑣1+𝑘−1

𝑡1+ℎ−𝑣1−𝑘+1
=

𝑡1+𝑣1+(ℎ+𝑘−1)

𝑡1−𝑣1+(ℎ−𝑘+1)
 {
ℎ + 𝑘 − 1
ℎ − 𝑘 + 1

|
ℎ = 0
𝑘 = 1

} 

𝑣1′ =
𝑡1+𝑣1

𝑡1−𝑣1
   {

𝑣1 = 𝑢𝑡1
𝑣1′ = 𝑢′𝑡1 + 𝑢

} 

(𝑢′𝑡1 + 𝑢) =
𝑡1 + 𝑢𝑡1

𝑡1 − 𝑢𝑡1
 

(𝑢′𝑡1 + 𝑢)(𝑡1 − 𝑢𝑡1) = (𝑡1 + 𝑢𝑡1) 

𝑢′𝑡12 − 𝑢′𝑢𝑡12 + 𝑢𝑡1 − 𝑡1𝑢2 − 𝑡1 − 𝑢𝑡1 = 0 

𝑢′𝑡12(1 − 𝑢) − 𝑡1(𝑢2 + 1) = 0 

∫
𝑡12(1 − 𝑢)𝑑𝑢

(𝑢2 + 1)𝑡12
−∫

𝑡1(𝑢2 + 1)𝑑𝑡1

(𝑢2 + 1)𝑡12
= ∫0 

∫
(1 − 𝑢)𝑑𝑢

(𝑢2 + 1)
− ∫

𝑑𝑡1

𝑡1
=∫0 

∫
𝑑𝑢

𝑢2 + 1
−∫

𝑢𝑑𝑢

𝑢2 + 1
−∫

𝑑𝑡1

𝑡1
=∫0 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑢 −
1

2
𝐼𝑛(𝑢2 + 1) − 𝐼𝑛𝑡1 = 𝐶 



 

 

 

 
 

51 

 
 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝑣1

𝑡1
− [𝐼𝑛 (

𝑣12

𝑡12
+ 1)

1
2

𝑡1] = 𝐶 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝑣 − 1

𝑡
− [𝐼𝑛 (

𝑣12 + 𝑡12

𝑡12
)

1
2

𝑡1] = 𝐶 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝑣 − 1

𝑡
− [𝐼𝑛 (

(𝑣 − 1)2 + 𝑡2

𝑡2
)

1
2

𝑡] = 𝐶 

𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈
𝒗 − 𝟏

𝒕
= 𝑰𝒏√(𝒗 − 𝟏)𝟐 + 𝒕𝟐 + 𝑪 

 

3. (𝟐𝒕 + 𝟑𝒔)𝒅𝒕 + (𝒔 + 𝟐)𝒅𝒔 = 𝟎 

𝑠′ =
−2𝑡−3𝑠

𝑠+2
   {

𝑡 = 𝑡1 + ℎ    𝑡 = 𝑡1 + 3    𝑡1 = 𝑡 − 3
𝑠 = 𝑠1 + 𝑘    𝑠 = 𝑠1 − 2    𝑠1 = 𝑠 + 2

𝑠′ = 𝑠1′
} 

𝑠1′ =
−2𝑡1−2ℎ−3𝑠1−3𝑘

𝑠1+𝑘+2
=

−2𝑡1−3𝑠1+(−2ℎ−3𝑘)

𝑠1+(𝑘+2)
     

{
−2ℎ − 3𝑘
𝑘 + 2

|
𝑘 = −2
ℎ = 3

} 

𝑠1′ =
−2𝑡1−3𝑠1

𝑠1
  {

𝑠1 = 𝑢𝑡1
𝑠1′ = 𝑢′𝑡1 + 𝑢

} 

(𝑢′𝑡1 + 𝑢)(𝑢𝑡1) = −2𝑡1 − 3𝑢𝑡1 

𝑢′𝑢𝑡12 + 𝑢2𝑡1 + 2𝑡1 + 3𝑢𝑡1 = 0 

𝑢′𝑢𝑡12 + 𝑡1(𝑢2 + 3𝑢 + 2) = 0 

∫
𝑢𝑡12

(𝑢2 + 3𝑢 + 2)𝑡12
+∫

𝑡1(𝑢2 + 3𝑢 + 2)

(𝑢2 + 3𝑢 + 2)𝑡12
 

∫
𝑢𝑑𝑢

(𝑢+2)(𝑢+1)
+ ∫

𝑑𝑡1

𝑡1
= ∫0   
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Fracciones Parciales:∫
𝒖𝒅𝒖

(𝒖+𝟐)(𝒖+𝟏)
 

∫
2𝑑𝑢

(𝑢+2)
+ ∫

−𝑑𝑢

(𝑢+1)
+ 𝐼𝑛𝑡1 = ∫0     

𝐴

(𝑢+2)
+

𝐵

(𝑢+1)
=

𝐴(𝑢+1)+𝐵(𝑢+2)

(𝑢+2)(𝑢+1)
 

2𝐼𝑛(𝑢 + 2) − 𝐼𝑛(𝑢 + 1) + 𝐼𝑛𝑡1 = 𝐼𝑛𝐶   𝑢 = 𝐴𝑢 + 𝐴 + 𝑏𝑢 + 2𝐵 

(
𝑠1

𝑡1
+2)

2
𝑡1

(
𝑠1

𝑡1
+1)

= 𝐶    {
1 = 𝐴 + 𝐵
0 = 𝐴 + 2𝐵

|
𝐴 = 2
𝐵 = −1

} 

(
𝑠1+2𝑡1

𝑡1
)
2
𝑡1

(
𝑠1+𝑡1

𝑡1
)
= 𝐶  

(𝑠 + 2 + 2𝑡 − 6)2

(𝑠 + 2 + 𝑡 − 3)
= 𝐶 

(𝒔 + 𝟐𝒕 − 𝟒)𝟐

(𝒔 + 𝒕 − 𝟏)
= 𝑪 

 

4. 
𝒅𝑻

𝒅𝒕
=

𝟐𝒕+𝟑𝑻+𝟏

𝟑𝒕−𝟐𝑻−𝟓
                  

{
𝑡 = 𝑡1 + ℎ    𝑡 = 𝑡1 + 1    𝑡1 = 𝑡 − 1
𝑇 = 𝑇1 + 𝑘    𝑇 = 𝑇1 − 1    𝑇1 = 𝑇 + 1

𝑇′ = 𝑇1′
} 

𝑇′ =
2𝑡 + 3𝑇 + 1

3𝑡 − 2𝑇 − 5
 

𝑇1′ =
2𝑡1+2ℎ+3𝑇1+3𝑘+1

3𝑡1+3ℎ−2𝑇1−2𝑘−5
=

2𝑡1+3𝑇1+(2ℎ+3𝑘+1)

3𝑡1−2𝑇1+(3ℎ−2𝑘−5)
 

 {
2ℎ + 3𝑘 + 1
3ℎ − 2𝑘 − 5

|
ℎ = 1
𝑘 = −1

} 

𝑇1′ =
2𝑡1+3𝑇1

3𝑡1−2𝑇1
  {

𝑇1 = 𝑢𝑡1
𝑇1′ = 𝑢′𝑡1 + 𝑢

} 

(𝑢′𝑡1 + 𝑢)(3𝑡1 − 2𝑢𝑡1) = 2𝑡1 + 3𝑢𝑡1 

𝑢′𝑡12 − 2𝑢′𝑢𝑡12 + 3𝑢𝑡1 − 2𝑢2𝑡1 − 2𝑡1 − 3𝑢𝑡1 = 0 

𝑢′𝑡12(1 − 2𝑢) − 2𝑡1(𝑢2 + 1) = 0 
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∫
𝑡12(1 − 2𝑢)𝑑𝑢

𝑡12(𝑢2 + 1)
− ∫

2𝑡1(𝑢2 + 1)𝑑𝑡1

𝑡12(𝑢2 + 1)
= ∫0 

∫
1 − 2𝑢

𝑢2 + 1
𝑑𝑢 − 2∫

𝑑𝑡1

𝑡1
= ∫0 

∫
𝑑𝑢

𝑢2 + 1
− 2∫

𝑢𝑑𝑢

𝑢2 + 1
− 2∫

𝑑𝑡1

𝑡1
= ∫0 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑢 − 𝐼𝑛(𝑢2 + 1) − 2𝐼𝑛 𝑡1 = 𝐶 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑢 − [𝐼𝑛(𝑢2 + 1) + 2𝐼𝑛 𝑡1] = 𝐶 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝑇1

𝑡1
− 𝐼𝑛 (

𝑇12

𝑡12
+ 1) 𝑡12 = 𝐶 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝑇1

𝑡1
− 𝐼𝑛 (

𝑇12 + 𝑡12

𝑡12
) 𝑡12 = 𝐶 

𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈
(𝑻 + 𝟏)

(𝒕 − 𝟏)
− 𝑰𝒏[(𝑻 + 𝟏)𝟐 + (𝒕 − 𝟏)𝟐] = 𝑪 

 

2.2.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias convertibles en 

homogéneas (CASO 2) 

Estas ecuaciones tienen la forma: 

Mdx+Ndy=0 

Donde M y N son funciones (x,y) de diferente grado 

 

Procedimiento de solución 

- Realizar el cambio de variable: 

𝑦 = 𝑍𝛼 

𝑦′ = 𝛼𝑍𝛼−1𝑍′ 

- Igualar exponente de cada término para hallar 𝛼. 
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- Reemplazar el valor de 𝛼 en la ecuación diferencial. 

- Comprobar si la ecuación se convertirá en homogénea. 

- Resolver como EDO homogénea. 

 

Ejercicios 

 

1. (𝒚𝟐 − 𝟑𝒙𝟐𝒚)𝒅𝒙 + 𝒙𝟑𝒅𝒚 = 𝟎 

Reemplazar: 

𝑦 = 𝑍∝ 

𝑦′ = 𝛼𝑍∝−1𝑍′ 

(𝑦2 − 3𝑥2𝑦) + 𝑥3𝑦′ = 0 

(𝑍2∝ − 3𝑥2𝑍∝) + 𝑥3(𝛼𝑍∝−1𝑍′) = 0 

Igualar exponentes: 

2𝛼 = 2 + 𝛼 = 3 + 𝛼 − 1 

𝛼 = 2 

Reemplazar 𝛼 

(𝑍4 − 3𝑥2𝑍2) + 2𝑥3𝑍𝑍′ = 0 

𝑍 = 𝑢𝑥 

𝑍′ = 𝑢′𝑥 + 𝑢 

(𝑢4𝑥4 − 3𝑥2𝑢2𝑥2) + 2𝑥3𝑢𝑥(𝑢′𝑥 + 𝑢) = 0 

(𝑢4𝑥4 − 3𝑥4𝑢2) + 2𝑥4𝑢(𝑢′𝑥 + 𝑢) = 0 

𝑢4𝑥4 − 3𝑥4𝑢2 + 2𝑥5𝑢𝑢′ + 2𝑥4𝑢2 = 0 

2𝑥5𝑢𝑢′ + 𝑢4𝑥4 − 𝑥4𝑢2 = 0 

2𝑥5𝑢𝑢′ + 𝑢2𝑥4(𝑢2 − 1) = 0 
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Integrar 

∫
2𝑥5𝑢

𝑢2(𝑢2 − 1). 𝑥5
𝑑𝑢 + ∫

𝑢2𝑥4(𝑢2 − 1)

𝑢2(𝑢2 − 1). 𝑥5
𝑑𝑥 = 𝐶 

∫
2

𝑢(𝑢2 − 1)
𝑑𝑢 + ∫

1

𝑥
𝑑𝑥 = 𝐶 

Integración parcial 

2

𝑢(𝑢2 − 1)
=
𝐴

𝑢
+

𝐵

(𝑢2 − 1)
 

2 = 𝐴(𝑢2 − 1) + 𝐵(𝑢) 

𝐴 =  −2                 𝐵 = 2 

∫
𝐴

𝑢
+∫

𝐵

(𝑢2 − 1)
+∫

1

𝑥
𝑑𝑥 = 𝐶 

∫
−2

𝑢
𝑑𝑢 + ∫

2

(𝑢2 − 1)
𝑑𝑢 + ∫

1

𝑥
𝑑𝑥 = 𝐶 

−2 ln(𝑢) + 2 [
1

2
ln (

𝑢 − 1

𝑢 + 1
)] + ln(𝑥) = 𝐶 

 −2 ln(𝑢) + ln (
𝑢−1

𝑢+1
) + ln(𝑥) = 𝐶  

(
𝑢 − 1
𝑢 + 1) . 𝑥

𝑢2
= 𝐶 

Reemplazar el valor de u y de Z 

𝑢 =
𝑍

𝑥
 

𝑦 = 𝑍𝛼 

𝑦 = 𝑍2 

𝑦
1
2 = 𝑍 
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(

𝑍
𝑥
−1

𝑍
𝑥
+1
).𝑥

(
𝑍

𝑥
)2 

= 𝐶     ;    (

 
 
𝑦
1
2
𝑥
−1

𝑦
1
2
𝑥
+1
)

 
 
.𝑥

(
𝑦
1
2

𝑥
)2 

= 𝐶 

 

2. 𝟐(𝒇𝒈𝟐 + 𝟏)𝒅𝒈 + 𝒈𝟑𝒅𝒇 = 𝟎 

Remplazar: 

𝑔 = 𝑧𝛼 

𝑔` = 𝛼𝑧𝛼−1𝑧` 

2(𝑓𝑧2𝛼 + 1)(𝛼𝑧𝛼−1) + 𝑧3𝛼 = 0 

2𝛼(𝑧3𝛼−1𝑓 + 𝑧𝛼−1) + 𝑧3𝛼 = 0 

 

Igualar exponentes: 

𝛼 − 1 = 𝛼 − 1 = 3𝛼 

 𝛼 = −
1

2
  

 −(𝑓𝑧−
5

2 + 𝑧−
3

2
 )𝑑𝑧 + 𝑧

−3

2 𝑑𝑥 = 0 

Resolver la ecuación como homogénea: 

𝑧 = 𝑢𝑓 

𝑧` = 𝑢`𝑓 + 𝑢 

(−𝑢−
5
2𝑓−

5
2𝑓 − (𝑢𝑓)−

3
2
 ) (𝑢`𝑓 + 𝑢) + (𝑢𝑓)

−3
2 = 0 

(𝑢`𝑓 + 𝑢) =
−(𝑢𝑓)

−3
2

(−𝑢−
5
2𝑓−

3
2 − (𝑢𝑓)−

3
2
 )
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(𝑢`𝑓 + 𝑢) =
−(𝑢𝑓)

−3
2

−(𝑢𝑓)−
3
2
 (𝑢−

1
2 + 1)

 

(𝑢`𝑓 + 𝑢) =
1

(𝑢−
1
2 + 1)

 

(𝑢`𝑓) =
1

(𝑢−
1
2 + 1)

− 𝑢 

(𝑢`𝑓) =
(𝑢

1
2 + 𝑢)

(𝑢−
1
2 + 1)

 

(𝑓)𝑑𝑢 =
(𝑢

1
2 + 𝑢)

(𝑢−
1
2 + 1)

𝑑𝑓 

(𝑢−
1
2 + 1)

(𝑢
1
2 + 𝑢)

𝑑𝑢 =
𝑑𝑓

𝑓
 

∫
(𝑢−

1
2)

(𝑢
1
2 + 𝑢)

𝑑𝑢 + ∫
(𝑑𝑢)

(𝑢
1
2 + 𝑢)

= ∫
𝑑𝑓

𝑓
 

𝑣 = 𝑢
1
2 

𝑣` =
1

2𝑣
 

∫
(2)

(𝑣2 + 𝑣)
𝑑𝑢 + ∫

(𝑑𝑢)

(𝑢
1
2 + 𝑢)

= ∫
𝑑𝑓

𝑓
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2((ln√𝑢) − ln(√𝑢 − 1)) + 2ln (√𝑢 − 1) = ln(f) + ln 𝐶 

2 ln √𝑢 = ln (𝑓) ln 𝐶 

𝑢

𝑓
= 𝐶 

𝑧

𝑓2
= 𝐶 

 

3. 𝟒𝒙𝒚𝟐𝒅𝒙 + (𝟑𝒙𝟐𝒚 − 𝟏)𝒅𝒚 = 𝟎 

Remplazar: 

𝑦 = 𝑧𝛼 

𝑦` = 𝛼𝑧𝛼−1𝑧` 

4𝑥𝑧2𝛼 + (3𝑥2𝑧∝ − 1)(𝛼𝑧𝛼−1𝑧`) = 0 

4𝑥𝑧2𝛼 + 3 ∝ 𝑥2𝑧2∝−1𝑧′ − 𝛼𝑧𝛼−1𝑧` = 0 

Igualar exponentes: 

1 + 2 ∝= 2 ∝ +1 =∝ −1 

∝ −1 = 2 ∝+1 

∝= −2 

4𝑥𝑧−4 − 6𝑥2𝑧−5𝑧′ − 𝛼𝑧−3𝑧` = 0 

Resolver la ecuación como homogénea: 

4𝑥𝑧−4 − 6𝑥2𝑧−5𝑧′ − 𝛼𝑧−3𝑧` = 0 

𝑧 = 𝑢𝑥 

𝑧` = 𝑢`𝑥 + 𝑢 

4𝑥(𝑢𝑥)−4 − 6𝑥2(𝑢𝑥)−5(𝑢′𝑥 + 𝑢) + 2(𝑢𝑥)−3(𝑢′𝑥 + 𝑢) = 0 

4𝑥𝑢−4𝑥−4 − 6𝑥2𝑢−5𝑥−5(𝑢′𝑥 + 𝑢) + 2𝑢−3𝑥−3(𝑢′𝑥 + 𝑢) = 0 
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4𝑢−4𝑥−3 − 6𝑥−2𝑢−5𝑢′ − 6𝑥−3𝑢−4 + 2𝑢−3𝑥−2𝑢′ + 2𝑢−2𝑥−3 = 0         

/2𝑢−2𝑥−2 

2𝑢−2𝑥−1 − 3𝑢−3𝑢′ − 3𝑢−2 + 𝑢−1𝑢′ + 𝑥−1 = 0 

𝑢′(𝑢−1 − 3𝑢−3) = −2𝑥−1(𝑢−2 + 0.5) 

𝑢′(𝑢−1 − 3𝑢−3) = −2𝑥−1(𝑢−2 + 0.5) 

∫
(𝑢−1 − 3𝑢−3)𝑑𝑢

𝑢−2 +
1
2

+ 2∫
𝑑𝑥

𝑥
= 𝐶 

∫

1
𝑢 −

3
𝑢3

1
𝑢2
+
1
2

𝑑𝑢 + 2𝑙𝑛𝑥 = 𝐶 

∫

𝑢2 − 3
𝑢3

2 + 𝑢2

2𝑢2

𝑑𝑢 + 2𝑙𝑛𝑥 = 𝐶 

∫

𝑢2 − 3
𝑢3

2 + 𝑢2

2𝑢2

𝑑𝑢 + 2𝑙𝑛𝑥 = 𝐶 

∫2
(𝑢2 − 3)𝑢2

(2 + 𝑢2)𝑢3
𝑑𝑢 + 2𝑙𝑛𝑥 = 𝐶 

2∫
(𝑢2 − 3)

(2 + 𝑢2)𝑢
𝑑𝑢 + 2𝑙𝑛𝑥 = 𝐶 

2∫
𝑢𝑑𝑢

(2 + 𝑢2)
− ∫

3𝑑𝑢

(2 + 𝑢2)𝑢
+ 2𝑙𝑛𝑥 = 𝐶 

 

𝑣 = 𝑢2 + 2 

𝑑𝑣 = 2𝑢𝑑𝑢 
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ln(2 + 𝑢2) − 6∫
𝑑𝑣

𝑣(𝑣 − 2)
+ 2𝑙𝑛𝑥 = 𝐶 

ln(2 + 𝑢2) − 6∫
𝑑𝑣

𝑣2 − 2𝑣 + 1 − 1
+ 2𝑙𝑛𝑥 = 𝐶 

ln(2 + 𝑢2) − 6∫
𝑑𝑣

(𝑣 − 1)2 − 1
+ 2𝑙𝑛𝑥 = 𝐶 

ln(2 + 𝑢2) − 3ln (
𝑣 − 1 + 1

𝑣 − 1 − 1
) + 2𝑙𝑛𝑥 = 𝐶 

ln(2 + 𝑢2) − 3ln (
𝑢2 + 2

𝑢2
) + 2𝑙𝑛𝑥 = 𝑙𝑛𝐶 

ln (2 +
𝑧

𝑥2

2

) − 3ln (

𝑧
𝑥2

2
+ 2

𝑧
𝑥2

2 ) + 2𝑙𝑛𝑥 = 𝑙𝑛𝐶 

ln (2 +
1

𝑥2𝑦
) − 3ln (

1
𝑥2𝑦

+ 2

1
𝑥2𝑦

) + 2𝑙𝑛𝑥 = 𝑙𝑛𝐶 

ln (2 +
1

𝑥2𝑦
) − 3ln (

1 + 2𝑥2𝑦
𝑥2𝑦
1
𝑥2𝑦

) + 2𝑙𝑛𝑥 = 𝑙𝑛𝐶 

ln (2 +
1

𝑥2𝑦
) − 3ln (1 + 2𝑥2𝑦) + 2𝑙𝑛𝑥 = 𝑙𝑛𝐶 

 

2.2.3. Ejercicios varios 

Ejercicio 1 

(𝒙𝟐 + 𝒚𝟐)𝒅𝒙 + (𝒙𝟐 − 𝒙𝒚)𝒅𝒚 = 𝟎 

Solución: 

𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 𝑁(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑥𝑦 
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𝑦 = 𝑢𝑥 

𝑑𝑦 = 𝑢𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑢 

(𝑥2 + 𝑢2𝑥2)𝑑𝑥 + (𝑥′ − 𝑢𝑥2)[𝑢 𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑢] = 0 

𝑥2(1 + 𝑢)𝑑𝑥 + 𝑥3(1 − 𝑢)𝑑𝑢 = 0 

1 − 𝑢

1 + 𝑢
𝑑𝑢 +

𝑑𝑥

𝑥
= 0 

[−1 +
2

1 + 𝑢
] 𝑑𝑢 +

𝑑𝑥

𝑥
= 0 

−𝑢 + 2𝑙𝑛|1 + 𝑢| + 𝑙𝑛|𝑥| = 𝑙𝑛|𝑐|: 𝑝𝑒𝑟𝑜 𝑢 =
𝑦

𝑥
 

−
𝑦

𝑥
+ 2𝑙𝑛|1 +

𝑦

𝑥
| + 𝑙𝑛|𝑥| = 𝑙𝑛|𝑐| 

𝑙𝑛|
(𝑥 + 𝑦)2

𝑐𝑥
| =

𝑦

𝑥
 0 

(𝑥 + 𝑦)2 = 𝑐𝑥𝑒𝑦/𝑥 

Ejercicio 2 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=
𝒙 − 𝒚

𝒙 + 𝒚
 

Solución: 

𝑦 = 𝑢𝑥 =>  𝑑𝑦 = 𝑢𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑢 

𝑑𝑦(𝑥 + 𝑦) = (𝑥 − 𝑦)𝑑𝑥 => (𝑥 + 𝑢𝑥)(𝑢𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑢) = (𝑥 − 𝑢𝑥)𝑑𝑥 

𝑢𝑥𝑑𝑥 + 𝑥2𝑑𝑢 + 𝑢2𝑥𝑑𝑥 + 𝑢𝑥2𝑑𝑢 = 𝑥𝑑𝑥 − 𝑢𝑥𝑑𝑥 

(𝑢𝑥 − 𝑢2𝑥 − 𝑥 + 𝑢𝑥)𝑑𝑥 = −(𝑥2 + 𝑢𝑥2)𝑑𝑢 

(𝑢2 + 2𝑢 − 1)𝑑𝑥 = −𝑥(1 + 𝑢)𝑑𝑢 

𝑑𝑥

𝑥
= −

(1 + 𝑢)𝑑𝑢

(𝑢2 + 2𝑢 − 1)
 



 

 

 

 
 

62 

 
 

𝑙𝑛𝑥 = −
1

2
ln(1 − 2𝑢 − 𝑢2) + 𝐶1 

ln[𝑥2(1 − 2𝑢 − 𝑢2)] = 𝐶1 

𝑥2(1 − 2𝑢 − 𝑢2) = 𝑐 

𝑥2 − 2𝑥𝑦 − 𝑦2 = 𝑐 

 

 

 

 

Ejercicio 3 

(𝒚𝟐 + 𝒚𝒙)𝒅𝒙 − 𝒙𝟐𝒅𝒚 = 𝟎 

 

Solución: 

𝑦2 + 𝑦𝑥 − 𝑥2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑦2 + 𝑦𝑥

𝑥2
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= (

𝑦

𝑥
)
2

+
𝑦

𝑥
 

𝑣 =
𝑦

𝑥
=> 𝑦 = 𝑣𝑥 => 𝑑𝑦 = 𝑥𝑑𝑣 + 𝑣𝑑𝑥 =>

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑣 + 𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

𝑣 + 𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 𝑣2 + 𝑣 

𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 𝑣2 ↔ 𝑣−2𝑑𝑣 = 𝑥−1𝑑𝑥 

∫𝑣−2𝑑𝑣 = ∫𝑥−1𝑑𝑥 ↔ −𝑣−1 = 𝑙𝑛|𝑥| + 𝑐 
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−(
𝑦

𝑥
)
−1

= 𝑙𝑛|𝑥| + 𝑐 

−
𝑥

𝑦
= 𝑙𝑛|𝑥| + 𝑐 

−𝑥 = (𝑙𝑛|𝑥| + 𝑐)𝑦 

𝑦 = −
𝑥

𝑙𝑛|𝑥| + 𝑐
 

 

 

 

 

Ejercicio 4 

  𝒚
𝒅𝒙

𝒅𝒚
= 𝒙 + 𝟒𝒚𝒆

−
𝟐𝒙
𝒚   

Solución: 

𝑦𝑑𝑥 = (𝑥 + 4𝑦𝑒
−
2𝑥
𝑦 )𝑑𝑦  

𝑦(𝑣𝑑𝑦 + 𝑦𝑑𝑣) = (𝑣𝑦 + 4𝑦𝑒−2𝑣)𝑑𝑦 

𝑑𝑣

𝑒−2𝑣
=
4 𝑑𝑦

𝑦
 

1

2
𝑒2𝑣 = 4𝑙𝑛|𝑦| + 𝑐 

1

2
𝑒
2𝑥
𝑦 = 4𝑙𝑛|𝑦| + 𝑐 

𝑒
2𝑥
𝑦 = 8𝑙𝑛|𝑦| + 𝑐 
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Ejercicios propuestos 

1) 𝑦
𝑑𝑥

𝑑𝑦
= 𝑥 + 4𝑦𝑒

−
2𝑥

𝑦   

2) (𝑦 + 𝑥𝑐𝑜𝑡
𝑦

𝑥
)𝑑𝑥 − 𝑥𝑑𝑦 = 0 

3) 2𝑥2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 3𝑥𝑦 + 𝑦2 

4) (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑦 = 0  

5) 𝑥𝑑𝑥 + (𝑦 − 2𝑥)𝑑𝑦 = 0 

6) −𝑦𝑑𝑥 + (𝑥 + √𝑥𝑦)𝑑𝑦 = 0 

7) (2𝑛 − 3𝑚 + 4)𝑑𝑛 + (3𝑛 − 2𝑚 + 1)𝑑𝑚 = 0 
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2.3. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales 

Estas ecuaciones tienen la forma: 

y′ + P(x)y = Q(x) 

Donde P y Q son funciones de x. 

Las EDO Lineales se clasifican en: Homogéneas y Heterogéneas (No 

Homogéneas). 

 

2.3.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales homogéneas 

Las EDO lineales homogéneas son aquellas en las que 𝑄(𝑥) = 0, por la 

tanto la EDO se reduce a: 

𝑦′ + 𝑃(𝑥)𝑦 = 0 

Se las resuelve como ecuaciones diferenciales ordinarias variables 

separables.  

 

Ejercicios 

1. 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+

𝒙𝟑

𝒙𝟒+𝟑
𝒚 = 𝟎 

∫
𝑑𝑦

𝑦
+ ∫

𝑥3𝑑𝑥

𝑥4 + 3
= 0 

𝑢 = 𝑥4 + 3                   

𝑑𝑢 = 4𝑥3𝑑𝑥  

∫
𝑑𝑦

𝑦
+
1

4
∫
𝑑𝑢

𝑢
= 0 

𝐼𝑛 𝑦 +
1

4
𝐼𝑛 (𝑥4 + 3) = 𝐼𝑛 𝐶 

𝑦(𝑥4 + 3)1/4 = 𝐶 
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𝑦 =
𝐶

(𝑥4 + 3)
1
4

 

 

Figura 6.  

Familia de curvas 𝑦 =
𝐶

(𝑥4+3)
1
4

 

 

 
 

2. 𝒚′𝒔𝒆𝒏(𝒙) − 𝐜𝐨𝐬(𝒙)𝒚 = 𝟎 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
𝑠𝑒𝑛(𝑥) − cos(𝑥) 𝑦 = 0 

∫
𝑑𝑦

𝑦
− ∫

cos(𝑥)𝑑𝑥

𝑠𝑒𝑛(𝑥)
= 0 

∫
𝑑𝑦

𝑦
− ∫𝑐𝑡𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 0 

ln(𝑦) − ln(𝑠𝑒𝑛(𝑥)) = ln (𝐶) 

𝑦

sec (𝑥)
= 𝐶 

𝑦 = sec (𝑥)𝐶 

 

3. 
𝒚𝟐√𝒙𝟒+𝟏𝟔𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒚 = 𝟎 
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𝑑𝑦

𝑦
+

𝑑𝑥

√𝑥4 + 16
= 0 

𝑑𝑦

𝑦
+

𝑑𝑥

√(𝑥2)2 + 42
= 0 

ln(𝑦) + ln (4 + √(𝑥2)2 + 42) = ln (𝐶) 

𝑦 (4 + √(𝑥2)2 + 42) = C 

𝑦 =
C

(4 + √(𝑥2)2 + 42)
 

 

4. 
𝒄𝒐𝒔(𝒙)𝒚′

𝒚
− 𝒔𝒆𝒏(𝒙) = 𝟎 

𝑐𝑜𝑠(𝑥)𝑑𝑦

𝑦𝑑𝑥
− 𝑠𝑒𝑛(𝑥) = 0 

𝑑𝑦

𝑦
−
𝑠𝑒𝑛(𝑥)𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠(𝑥)
= 0 

∫
𝑑𝑦

𝑦
− ∫𝑡𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 0 

ln(𝑦) − ln(sec(𝑥)) = ln (𝐶) 

𝑦

sec (𝑥)
= 𝐶 

𝑦 = sec (𝑥)𝐶 

 

2.3.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales heterogéneas 

Las EDO lineales heterogéneas son aquellas ecuaciones en las que 

𝑄(𝑥) ≠ 0. 
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Por lo tanto, la forma de la ecuación es: 

𝑦′ + 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥) 

  

MÉTODOS DE SOLUCIÓN 

Los métodos para resolver EDO lineales son:  

- Fórmula general. 

- Método de Lagrange. 

- Método de sustitución. 

 

A. Fórmula general  

Este método consiste en reemplazar los componentes de la EDO lineal 

heterogénea:  

𝑦′ + 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥) 

En la fórmula:  

𝑦 = 𝑒−∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥 [∫(𝑄(𝑥). 𝑒∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥)𝑑𝑥 + 𝐶] 

 

Ejemplo 

𝒙′ − 𝒕𝒈(𝒚)𝒙 =
𝒕𝒈(𝒚)

𝒄𝒐𝒔 (𝒚)
 

𝑥 = 𝑒−∫−𝑡𝑔(𝑦)𝑑𝑦 [∫(
𝑡𝑔(𝑦)

𝑐𝑜𝑠 (𝑦)
. 𝑒
∫−

sin (𝑦)
cos (𝑦)

𝑑𝑦
)𝑑𝑦 + 𝐶] 

𝑢 = cos(𝑦)       𝑑𝑢 = −𝑠𝑒𝑛(𝑦)𝑑𝑦 

𝑥 = 𝑒𝐼𝑛(sec(𝑦)) [∫(
𝑡𝑔(𝑦)

𝑐𝑜𝑠 (𝑦)
. 𝑒∫

𝑑𝑢
𝑢 )𝑑𝑦 + 𝐶] 
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𝑥 = 𝑒𝐼𝑛(sec(𝑦)) [∫(
𝑡𝑔(𝑦)

𝑐𝑜𝑠 (𝑦)
. 𝑒𝐼𝑛(cos (𝑢))𝑑𝑦 + 𝐶] 

𝑥 = sec (𝑦) [∫(
𝑡𝑔(𝑦)

𝑐𝑜𝑠 (𝑦)
. cos (𝑦)) 𝑑𝑦 + 𝐶] 

𝑥 = sec (𝑦) [∫(𝑡𝑔(𝑦))𝑑𝑦 + 𝐶] 

𝑥 = sec (𝑦)[𝐼𝑛(sec(𝑦)) + 𝐶] 

 

B. Método de Lagrange 

Dada la EDO lineal heterogénea:   

𝑦′ + 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥) 

Para aplicar el Método de Lagrange se debe:  

1. Resolver como EDO. Homogénea 

𝑦′ + 𝑃(𝑥)𝑦 = 0 

𝑎) 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

2. Derivar la solución anterior a), con lo cual se obtiene: 

𝑏) 𝑦′ = [𝑓(𝑥)]′  

3. Reemplazar a) y b) en la EDO original.  

[𝑓(𝑥)]′ + 𝑃(𝑥)𝑓(𝑥)  = 𝑄(𝑥) 𝑐) 𝑦 = 𝑓(𝑥) ± 𝐶  

4. Integrar la solución anterior.  

5. Y finalmente reemplazar ese resultado en a).  

 

Ejemplo 

𝒙′ − 𝒕𝒈(𝒚)𝒙 =
𝒕𝒈(𝒚)

𝒄𝒐𝒔 (𝒚)
 

 𝑥′ − 𝑡𝑔(𝑦)𝑥 = 0  



 

 

 

 
 

70 

 
 

∫
𝑑𝑥

𝑥
− ∫ 𝑡𝑔(𝑦)𝑑𝑦 = ∫ 0 

 𝑙𝑛(𝑥) − 𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑐(𝑦)) = 𝑙𝑛𝐶  

𝑥 = 𝑠𝑒𝑐(𝑦)𝐶(𝑦)  

𝑥′ = 𝐶′(𝑦)𝑠𝑒𝑐(𝑦) + 𝑠𝑒𝑐(𝑦)𝑡𝑔(𝑦)𝐶(𝑦) 

 𝐶′(𝑦)𝑠𝑒𝑐(𝑦) + 𝑠𝑒𝑐(𝑦)𝑡𝑔(𝑦)𝐶(𝑦) − 𝑠𝑒𝑐(𝑦)𝑡𝑔(𝑦)𝐶(𝑦) =
𝑡𝑔(𝑦)

𝑐𝑜𝑠(𝑦) 
 

𝐶′(𝑦)𝑠𝑒𝑐(𝑦) =
𝑡𝑔(𝑦)

𝑐𝑜𝑠(𝑦)
 

𝑑𝐶(𝑦)

𝑑𝑦
𝑠𝑒𝑐(𝑦) =

𝑡𝑔(𝑦)

𝑐𝑜𝑠(𝑦)
 

 𝑑𝐶(𝑦) =
𝑡𝑔(𝑦)

𝑐𝑜𝑠 (𝑦)
1

𝑐𝑜𝑠 (𝑦)

𝑑𝑦  

∫ 𝑑𝐶(𝑦) = ∫ 𝑡𝑔(𝑦)𝑑𝑦 + 𝐶1 

 𝐶(𝑦) = 𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑐 (𝑦)) + 𝐶1 

 𝑥 = 𝑠𝑒𝑐 (𝑦)[𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑐(𝑦)) + 𝐶] 

 

C. Método de sustitución  

Al aplicar esto método, el procedimiento a seguir es: 

 

1. Ubicar la E.D.O en la forma: 

𝑦′ + 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥) 

 𝑦 = 𝑢𝑣 

𝑦′ = 𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′ 

 𝑦′ + 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥) 



 

 

 

 
 

71 

 
 

 𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′ + 𝑃(𝑥)𝑢𝑣 = 𝑄(𝑥)  

𝑢′𝑣 + 𝑢(𝑣′ + 𝑃(𝑥)𝑣) = 𝑄(𝑥) 

2. Dividir en dos partes a) y b) 

𝑎)𝑣′ + 𝑃(𝑥)𝑣 = 0 

𝑏) 𝑢′𝑣 = 𝑄(𝑥) 

3. Resolver la ecuación a) 

𝑣′ + 𝑃(𝑥)𝑣 = 0  

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑣′ + 𝑃(𝑥)𝑣 = 0  

∫
𝑑𝑣

𝑣
+ ∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥 = 0 

 𝑙𝑛𝑣 = −∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥  

𝑣 = 𝑒−∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥  

4. Resolver la ecuación b) 

𝑢′𝑣 = 𝑄(𝑥)  

5. Reemplazar el v obtenido anteriormente 

 𝑢′𝑒−∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑄(𝑥)  

𝑑𝑢

𝑑𝑥
=

𝑄(𝑥)

𝑒−∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥 
 

∫ 𝑑𝑢 = ∫ 𝑄(𝑥)𝑒∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶  

𝑢 = ∫ 𝑄(𝑥)𝑒∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶 

6. Finalmente remplazar lo obtenido.  

𝑦 = 𝑢𝑣  

𝑦 = 𝑒−∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥 [∫ 𝑄(𝑥)𝑒∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥 𝑥 + 𝐶]  
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Ejemplo 

𝒙′ − 𝒕𝒈(𝒚)𝒙 =
𝒕𝒈(𝒚)

𝒄𝒐𝒔 (𝒚)
 

 𝑦 = 𝑢𝑣 

𝑦′ = 𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′ 

𝑥′ − 𝑡𝑔(𝑦)𝑥 =
𝑡𝑔(𝑦)

𝑐𝑜𝑠 (𝑦)
  

𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′ − 𝑢𝑣𝑡𝑔(𝑦) =
𝑡𝑔(𝑦)

𝑐𝑜𝑠 (𝑦)
  

𝑢′𝑣 + 𝑢(𝑣′ − 𝑣𝑡𝑔(𝑦)) =
𝑡𝑔(𝑦)

𝑐𝑜𝑠 (𝑦)
  

 𝑣′ − 𝑣𝑡𝑔(𝑦) = 0 

𝑢′𝑣 =
𝑡𝑔(𝑦)

𝑐𝑜𝑠 (𝑦)
   

𝑑𝑣

𝑑𝑦
− 𝑣𝑡𝑔(𝑦) = 0  

∫
𝑑𝑣

𝑣
− ∫ 𝑡𝑔(𝑦)𝑑𝑦 = 0 

 𝑙𝑛𝑣 − 𝑙𝑛 (𝑠𝑒𝑐(𝑦)) = 0 

𝑣 = 𝑠𝑒𝑐(𝑦) 

𝑢′𝑣 =
𝑡𝑔(𝑦)

𝑐𝑜𝑠 (𝑦)
   

∫ 𝑑𝑢 = ∫
𝑡𝑔(𝑦)

𝑐𝑜𝑠 (𝑦)
  𝑑𝑦 

𝑢 = ∫ 𝑡𝑔(𝑦)𝑑𝑦 

𝑢 = 𝐼𝑛(sec(𝑦)) + 𝐶 
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𝑦 = 𝑢𝑣 

𝑦 = sec (𝑦)(𝐼𝑛(sec(𝑦)) + 𝐶) 

 

 

Ejercicios 

 

1. 𝐜𝐨𝐬 𝒚𝒅𝒙 = (𝒙𝒔𝒆𝒏𝒚 + 𝒕𝒈𝒚)𝒅𝒚 

𝑑𝑥

𝑑𝑦
=
𝑥 𝑠𝑒𝑛(𝑦)

cos (𝑦)
+
𝑡𝑔(𝑦)

cos (𝑦)
 

𝑥′ =
𝑠𝑒𝑛(𝑦)

cos (𝑦)
𝑥 +

𝑡𝑔(𝑦)

cos (𝑦)
 

𝑠𝑒𝑛(𝑦)

cos (𝑦)
= 𝑡𝑔(𝑦)   

𝑥′ − 𝑡𝑔(𝑦)𝑥 =
𝑡𝑔(𝑦)

cos (𝑦)
 

Fórmula General 

𝑦 = 𝑒−∫𝑃(𝑦)𝑑𝑦 [∫𝑄(𝑦)𝑒∫𝑃(𝑦)𝑑𝑦 𝑑𝑦 + 𝐶] 

𝑦 = 𝑒−∫−𝑡𝑔(𝑦)𝑑𝑦 [∫
𝑡𝑔(𝑦)

cos (𝑦)
  𝑒

∫−
𝑠𝑒𝑛(𝑦)
cos (𝑦)

𝑑𝑦
 𝑑𝑦 + 𝐶] 

𝑢 = cos(𝑦)      ⇒       𝑑𝑢 = −𝑠𝑒𝑛(𝑦)𝑑𝑦  

𝑦 = 𝑒ln (sec (𝑦)) [∫
𝑡𝑔(𝑦)

cos (𝑦)
𝑒∫
𝑑𝑢
u 𝑑𝑦 + 𝐶] 

𝑦 = 𝑒ln (sec (𝑦)) [∫
𝑡𝑔(𝑦)

cos (𝑦)
  𝑒ln (cos(𝑦))𝑑𝑦 + 𝐶] 

𝑦 = sec (𝑦) [∫
𝑡𝑔(𝑦)

cos (𝑦)
  𝑐os(𝑦)𝑑𝑦 + 𝐶] 



 

 

 

 
 

74 

 
 

𝑦 = sec (𝑦) [∫ 𝑡𝑔(𝑦)𝑑𝑦 + 𝐶] 

𝑦 = sec (𝑦)[ln(sec(𝑦)) + 𝐶] 

 

Lagrange 

𝑥′ − 𝑡𝑔(𝑦)𝑥 =
𝑡𝑔(𝑦)

cos (𝑦)
 

𝑥′ − 𝑡𝑔(𝑦)𝑥 = 0 

∫
𝑑𝑥

𝑥
− ∫𝑡𝑔(𝑦)𝑑𝑦 = ∫0 

ln(𝑥) − ln(sec(𝑦)) = 𝑙𝑛𝐶 

𝑥 = sec(𝑦) 𝐶(𝑦) 

𝑥′ = 𝐶′(𝑦) sec(𝑦) + sec(𝑦) 𝑡𝑔(𝑦)𝐶(𝑦) 

𝐶′(𝑦) sec(𝑦) + sec(𝑦) 𝑡𝑔(𝑦)𝐶(𝑦) − sec(𝑦) 𝑡𝑔(𝑦)𝐶(𝑦) =
𝑡𝑔(𝑦)

cos (𝑦)
 

𝐶′(𝑦) sec(𝑦) =
𝑡𝑔(𝑦)

cos (𝑦)
 

𝑑𝐶(𝑦)

𝑑𝑦
sec(𝑦) =

𝑡𝑔(𝑦)

cos (𝑦)
 

𝑑𝐶(𝑦) =
𝑡𝑔(𝑦)

cos (𝑦)
1

cos (𝑦)

𝑑𝑦 

∫𝑑𝐶(𝑦) = ∫ 𝑡𝑔(𝑦)𝑑𝑦 + 𝐶1 

𝐶(𝑦) = ln(sec (𝑦)) + 𝐶1 

𝑦 = sec (𝑦)[ln(sec(𝑦)) + 𝐶] 
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Sustitución 

{
𝑥 = 𝑢𝑣

𝑥′ = 𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′
 

𝑥′ − 𝑡𝑔(𝑦)𝑥 =
𝑡𝑔(𝑦)

cos (𝑦)
 

𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′ − 𝑢𝑣𝑡𝑔(𝑦) =
𝑡𝑔(𝑦)

cos (𝑦)
 

𝑢′𝑣 + 𝑢(𝑣′ − 𝑣𝑡𝑔(𝑦)) =
𝑡𝑔(𝑦)

cos (𝑦)
 

{

𝑣′ − 𝑣𝑡𝑔(𝑦) = 0

𝑢′𝑣 =
𝑡𝑔(𝑦)

cos (𝑦)

 

 

𝑑𝑣

𝑑𝑦
− 𝑣𝑡𝑔(𝑦) = 0 

∫
𝑑𝑣

𝑣
− ∫ 𝑡𝑔(𝑦)𝑑𝑦 = 0 

ln 𝑣 − ln (sec(𝑦)) = 0 

𝑣 = sec(𝑦) 

 

𝑢′𝑣 =
𝑡𝑔(𝑦)

cos (𝑦)
 

∫𝑣𝑑𝑢 = ∫
𝑡𝑔(𝑦) 𝑑𝑦

cos (𝑦)
 

∫𝑑𝑢 = ∫
𝑡𝑔(𝑦) 𝑑𝑦

cos (𝑦)sec (𝑦)
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∫𝑑𝑢 = ∫
𝑡𝑔(𝑦) 𝑑𝑦

cos (𝑦)
1

cos (𝑦)

 

𝑢 = ∫ 𝑡𝑔(𝑦)𝑑𝑦 

𝑢 = ln(sec(𝑦)) + 𝐶 

𝑦 = 𝑢𝑣 

𝑦 = sec(𝑦) (ln(sec(𝑦)) + 𝐶) 

 

2. 𝒚′ 𝐜𝐨𝐬(𝒚) + 𝒔𝒆𝒏(𝒚) = 𝒙 + 𝟏 

𝑦′ cos(𝑦) + 𝑠𝑒𝑛(𝑦) = 𝑥 + 1 

𝑧 = 𝑠𝑒𝑛(𝑦)         𝑧′ = 𝑦′cos (𝑦) 

𝑧′ + 𝑧 = 𝑥 + 1 

Fórmula General 

𝑧 = 𝑒−∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥 [∫𝑄(𝑥)𝑒∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑒−∫𝑑𝑥 [∫(𝑥 + 1)𝑒∫𝑑𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑒−𝑥 [∫(𝑥 + 1)𝑒𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑒−𝑥 [∫𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥 + ∫𝑒𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑢 = 𝑥           𝑣 = 𝑒𝑥 

𝑑𝑢 = 𝑑𝑥        𝑑𝑣 = 𝑒𝑥𝑑𝑥 

𝑥𝑒𝑥 −∫𝑒𝑥𝑑𝑥 

𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 
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𝑧 = 𝑒−𝑥[𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝑒𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑒−𝑥[𝑥𝑒𝑥 + 𝐶] 

𝑠𝑒𝑛(𝑦)  = 𝑒−𝑥[𝑥𝑒𝑥 + 𝐶] 

Lagrange 

𝑦′ cos(𝑦) + 𝑠𝑒𝑛(𝑦) = 𝑥 + 1 

𝑧 = 𝑠𝑒𝑛(𝑦)         𝑧′ = 𝑦′cos (𝑦) 

𝑧′ + 𝑧 = 𝑥 + 1 

𝑧′ + 𝑧 = 0 

∫
𝑑𝑧

𝑧
+ ∫𝑑𝑥 = 0 

ln 𝑧 + x = ln 𝐶 

𝑧 = 𝑒−𝑥𝐶(𝑥) 

𝑧′ = 𝐶′(𝑥)𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥𝐶(𝑥) 

𝐶′(𝑥)𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥𝐶(𝑥) + 𝑒−𝑥𝐶(𝑥) = 𝑥 + 1 

𝐶′(𝑥)𝑒−𝑥 = 𝑥 + 1 

𝐶′(𝑥) =
𝑥 + 1

𝑒−𝑥
 

∫𝑑𝐶(𝑥) = ∫𝑒𝑥(𝑥 + 1) 𝑑𝑥 

∫𝑑𝐶(𝑥) = ∫𝑥𝑒𝑥 𝑑𝑥 + ∫𝑒𝑥 𝑑𝑥 

𝑢 = 𝑥           𝑣 = 𝑒𝑥 

𝑑𝑢 = 𝑑𝑥        𝑑𝑣 = 𝑒𝑥𝑑𝑥 

𝑥𝑒𝑥 −∫𝑒𝑥𝑑𝑥 

𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 
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𝐶(𝑥) = [𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝑒𝑥 + 𝐶] 

𝐶(𝑥) = [𝑥𝑒𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑒−𝑥𝐶(𝑥) 

𝑧 = 𝑒−𝑥[𝑥𝑒𝑥 + 𝐶] 

𝑠𝑒𝑛(𝑦)  = 𝑒−𝑥[𝑥𝑒𝑥 + 𝐶] 

 

Sustitución 

{
𝑧 = 𝑢𝑣

𝑧′ = 𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′
 

𝑦′ cos(𝑦) + 𝑠𝑒𝑛(𝑦) = 𝑥 + 1 

𝑧 = 𝑠𝑒𝑛(𝑦)         𝑧′ = 𝑦′cos (𝑦) 

𝑧′ + 𝑧 = 𝑥 + 1 

𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′ + 𝑢𝑣 = 𝑥 + 1 

𝑢′𝑣 + 𝑢(𝑣′ + 𝑣) = 𝑥 + 1 

{
𝑣′ + 𝑣 = 0
𝑢′𝑣 = 𝑥 + 1

 

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑣 = 0 

∫
𝑑𝑣

𝑣
+∫𝑑𝑥 = 0 

ln 𝑣 = −𝑥 

𝑣 = 𝑒−𝑥 

𝑢′𝑣 = 𝑥 + 1 

𝑢′𝑒−𝑥 = 𝑥 + 1 

𝑢′ =
𝑥 + 1

𝑒−𝑥
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𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝑒𝑥(𝑥 + 1) 

∫𝑑𝑢 = ∫𝑥𝑒𝑥 𝑑𝑥 + ∫𝑒𝑥 𝑑𝑥 

𝑢 = 𝑥           𝑣 = 𝑒𝑥 

𝑑𝑢 = 𝑑𝑥        𝑑𝑣 = 𝑒𝑥𝑑𝑥 

𝑥𝑒𝑥 −∫𝑒𝑥𝑑𝑥 

𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 

𝑢 = [𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝑒𝑥 + 𝐶] 

𝑢 = [𝑥𝑒𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑢𝑣 

𝑧 = 𝑒−𝑥[𝑥𝑒𝑥 + 𝐶] 

𝑠𝑒𝑛(𝑦)  = 𝑒−𝑥[𝑥𝑒𝑥 + 𝐶] 

 

3. [𝒙 + 𝒔𝒆𝒏(𝒚) − 𝟏]𝒅𝒚 + 𝐜𝐨𝐬(𝒚)𝒅𝒙 = 𝟎 

𝑥 + 𝑠𝑒𝑛(𝑦) − 1

cos(𝑦)
+
𝑑𝑥

𝑑𝑦
= 0 

𝑥

cos(𝑦)
+
𝑠𝑒𝑛(𝑦) − 1

cos(𝑦)
+
𝑑𝑥

𝑑𝑦
= 0 

𝑥

cos(𝑦)
+
𝑑𝑥

𝑑𝑦
= −

𝑠𝑒𝑛(𝑦) − 1

cos(𝑦)
 

𝑥′ +
𝑥

cos(𝑦)
=
1 − 𝑠𝑒𝑛(𝑦)

cos(𝑦)
 

Fórmula General 

𝑥 = 𝑒−∫𝑃(𝑦)𝑑𝑦 [∫𝑄(𝑥)𝑒∫𝑃(𝑦)𝑑𝑦 −  𝑑𝑦 + 𝐶] 
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𝑥 = 𝑒
−∫

1
cos(𝑦)

𝑑𝑦
[∫(

1 − 𝑠𝑒𝑛(𝑦)

cos(𝑦)
) 𝑒

∫
1

cos(𝑦)
𝑑𝑦
 𝑑𝑦 + 𝐶] 

𝑥 = 𝑒−∫sec (𝑦)𝑑𝑦 [∫(
1

cos(𝑦)
−
𝑠𝑒𝑛(𝑦)

cos(𝑦)
) 𝑒∫sec (𝑦)𝑑𝑦 𝑑𝑦 + 𝐶] 

𝑥 = 𝑒−ln (sec(𝑦)+𝑡𝑔(𝑦)) [∫(sec (𝑦) − 𝑡𝑔(𝑦))𝑒ln (sec(𝑦)+𝑡𝑔(𝑦)) 𝑑𝑦 + 𝐶] 

𝑥 = (sec(𝑦) + 𝑡𝑔(𝑦))−1 [∫(sec (𝑦) − 𝑡𝑔(𝑦))(sec(𝑦) + 𝑡𝑔(𝑦) )𝑑𝑦

+ 𝐶] 

𝑥 =
1

sec(𝑦) + 𝑡𝑔(𝑦)
[∫(sec 2(𝑦) − 𝑡𝑔2(𝑦))𝑑𝑦 + 𝐶] 

𝑥 =
1

sec(𝑦) + 𝑡𝑔(𝑦)
[∫(sec 2(𝑦) − 𝑡𝑔2(𝑦))𝑑𝑦 + 𝐶] 

𝑥 =
1

sec(𝑦) + 𝑡𝑔(𝑦)
[∫ 𝑠𝑒𝑐2(𝑦)𝑑𝑦 − ∫𝑡𝑔2(𝑦) 𝑑𝑦 + 𝐶] 

𝑥 =
1

sec(𝑦) + 𝑡𝑔(𝑦)
[𝑡𝑔(𝑦) − 𝑡𝑔(𝑦) + 𝑦 + 𝐶] 

𝑥 =
1

sec(𝑦) + 𝑡𝑔(𝑦)
[𝑦 + 𝐶] 

Lagrange 

𝑥′ +
𝑥

cos(𝑦)
=
1 − 𝑠𝑒𝑛(𝑦)

cos(𝑦)
 

𝑑𝑥

𝑑𝑦
+

𝑥

cos(𝑦)
= 0 

∫
𝑑𝑥

𝑥
+ ∫

𝑑𝑦

cos(𝑦)
= 0 
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∫
𝑑𝑥

𝑥
+ ∫sec (𝑦)𝑑𝑦 = 0 

ln 𝑥 + ln (sec(y) + tg(y)) = ln 𝐶 

𝑥 =
𝐶(𝑥)

sec(y) + tg(y)
 

𝑥′ =
𝐶′(𝑥)(sec(y) + tg(y)) − [sec(y)tan(y) + sec2 (y)]𝐶(𝑥)

[sec(y) + tg(y)]2
 

𝑥′ =
𝐶′(𝑥)(sec(y) + tg(y))

[sec(y) + tg(y)]2
−
[sec(y)tan(y) + sec2 (y)]𝐶(𝑥)

[sec(y) + tg(y)]2
 

𝑥′ =
𝐶′(𝑥)(sec(y) + tg(y))

[sec(y) + tg(y)]2
−
sec(y)[tan(y) + sec(y)]𝐶(𝑥)

[sec(y) + tg(y)]2
 

𝑥′ =
𝐶′(𝑥)

sec(y) + tg(y)
−

sec(y)𝐶(𝑥)

sec(y) + tg(y)
 

𝐶′(𝑥)

sec(y) + tg(y)
−

sec(y)

sec(y) + tg(y)
+

𝐶(𝑥)
sec(y) + tg(y)

cos(𝑦)
=
1 − 𝑠𝑒𝑛(𝑦)

cos(𝑦)
 

𝐶′(𝑥)

sec(y) + tg(y)
= sec (𝑦) − 𝑡𝑔(𝑦) 

∫𝑑𝐶(𝑥) = ∫[sec (𝑦) − 𝑡𝑔(𝑦)] [sec(y) + tg(y)]𝑑𝑦 

∫𝑑𝐶(𝑥) = ∫[sec 2(𝑦) − 𝑡𝑔2(𝑦)] 𝑑𝑦 

∫𝑑𝐶(𝑥) = ∫𝑠𝑒𝑐2(𝑦)𝑑𝑦 − ∫ 𝑡𝑔2(𝑦) 𝑑𝑦 + 𝐶 

𝐶(𝑥) = [𝑡𝑔(𝑦) − 𝑡𝑔(𝑦) + 𝑦 + 𝐶] 

𝑥 =
1

sec(𝑦) + 𝑡𝑔(𝑦)
[𝑦 + 𝐶] 
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Sustitución 

{
𝑥 = 𝑢𝑣

𝑥′ = 𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′
 

𝑥′ +
𝑥

cos(𝑦)
=
1 − 𝑠𝑒𝑛(𝑦)

cos(𝑦)
 

𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′ +
𝑢𝑣

cos(𝑦)
=
1 − 𝑠𝑒𝑛(𝑦)

cos(𝑦)
 

𝑢′𝑣 + 𝑢(𝑣′ + sec (𝑦)𝑣) = 𝑥 + 1 

{

𝑣′ + sec (𝑦)𝑣 = 0

𝑢′𝑣 =
1 − 𝑠𝑒𝑛(𝑦)

cos(𝑦)

 

 

𝑑𝑣

𝑑𝑦
+ sec (𝑦)𝑣 = 0 

∫
𝑑𝑣

𝑣
+∫sec (𝑦)𝑑𝑦 = 0 

ln 𝑣 = −ln (sec(𝑦) + 𝑡𝑔(𝑦)) 

𝑣 =
1

sec(𝑦) + 𝑡𝑔(𝑦)
 

𝑢′𝑣 =
1 − 𝑠𝑒𝑛(𝑦)

cos(𝑦)
 

𝑢′
1

sec(𝑦) + 𝑡𝑔(𝑦)
=
1 − 𝑠𝑒𝑛(𝑦)

cos(𝑦)
 

𝑢′
1

sec(𝑦) + 𝑡𝑔(𝑦)
= [sec (𝑦) − 𝑡𝑔(𝑦)] 

𝑢′ = [sec (𝑦) − 𝑡𝑔(𝑦)][sec(𝑦) + 𝑡𝑔(𝑦)] 

𝑑𝑢

𝑑𝑦
= [sec 2(𝑦) − 𝑡𝑔2(𝑦)] 
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∫𝑑𝑢 = ∫𝑠𝑒𝑐2(𝑦)𝑑𝑦 − ∫𝑡𝑔2(𝑦) 𝑑𝑦 + 𝐶 

𝑢 = [𝑡𝑔(𝑦) − 𝑡𝑔(𝑦) + 𝑦 + 𝐶] 

𝑢 = [𝑦 + 𝐶] 

𝑥 = 𝑢𝑣 

𝑥 =
1

sec(𝑦) + 𝑡𝑔(𝑦)
[𝑦 + 𝐶] 

4. 𝒙𝒔𝒆𝒏(𝒙)
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ [𝒔𝒆𝒏(𝒙) + 𝒙 𝐜𝐨𝐬(𝒙)]𝒚 = 𝒙𝒆𝒙 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+
𝑠𝑒𝑛(𝑥)

𝑥𝑠𝑒𝑛(𝑥)
+
𝑥 cos(𝑥)

𝑥𝑠𝑒𝑛(𝑥)
=

𝑥𝑒𝑥

𝑥𝑠𝑒𝑛(𝑥)
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (

1

𝑥
+ 𝑐𝑡𝑔(𝑥)) 𝑦 =

𝑒𝑥

𝑠𝑒𝑛(𝑥)
 

Fórmula General   

𝑦 = 𝑒−∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥 [∫𝑄(𝑥)𝑒∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑦 = 𝑒−∫[
1
𝑥
+𝑐𝑡𝑔(𝑥)]𝑑𝑥 [∫

𝑒𝑥

𝑠𝑒𝑛(𝑥)
𝑒∫[

1
𝑥
+𝑐𝑡𝑔(𝑥)]𝑑𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑦 = 𝑒−∫
1
𝑥
𝑑𝑥−∫𝑐𝑡𝑔(𝑥)𝑑𝑥 [∫

𝑒𝑥

𝑠𝑒𝑛(𝑥)
𝑒∫

1
𝑥
𝑑𝑥+∫𝑐𝑡𝑔(𝑥)𝑑𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑦 = 𝑒−𝑙𝑛𝑥−𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑛𝑥) [∫
𝑒𝑥

𝑠𝑒𝑛(𝑥)
𝑒𝑙𝑛𝑥+𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑛𝑥) 𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑦 = (𝑥𝑠𝑒𝑛𝑥)−1 [∫
𝑒𝑥

𝑠𝑒𝑛(𝑥)
(𝑥𝑠𝑒𝑛𝑥) 𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑦 =
1

𝑥𝑠𝑒𝑛𝑥
[∫𝑥𝑒𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑢 = 𝑥            𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 
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𝑣 = 𝑒𝑥           𝑑𝑣 = 𝑒𝑥𝑑𝑥 

𝑥𝑒𝑥 −∫𝑒𝑥𝑑𝑥 

𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 

𝑦 =
1

𝑥𝑠𝑒𝑛𝑥
[𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝐶] 

 

Lagrange 

𝑦′ + (
1

𝑥
+ 𝑐𝑡𝑔(𝑥)) 𝑦 =

𝑒𝑥

𝑠𝑒𝑛(𝑥)
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (

1

𝑥
+ 𝑐𝑡𝑔(𝑥)) 𝑦 = 0 

∫
𝑑𝑦

𝑦
+ ∫

1

𝑥
𝑑𝑥 + ∫𝑐𝑡𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 0 

𝑢 = 1 + 𝑥2          𝑑𝑢 = 2𝑥𝑑𝑥 

ln 𝑦 + ln(𝑥) + ln (𝑠𝑒𝑛(𝑥)) = ln 𝐶 

𝑦 =
𝐶(𝑥)

𝑥𝑠𝑒𝑛(𝑥)
 

𝑦′ =
𝐶′(𝑥)𝑥𝑠𝑒𝑛(𝑥) − 𝑠𝑒𝑛(𝑥)𝐶(𝑥) − cos(𝑥)𝐶(𝑥)

(𝑥𝑠𝑒𝑛(𝑥))2
 

𝑦′ =
𝐶′(𝑥)𝑥𝑠𝑒𝑛(𝑥)

(𝑥𝑠𝑒𝑛(𝑥))2
−
𝑠𝑒𝑛(𝑥) 𝐶(𝑥)

𝑥2𝑠𝑒𝑛2(𝑥)
−
𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥) 𝐶(𝑥)

𝑥2𝑠𝑒𝑛2(𝑥)
 

𝑦′ =
𝐶′(𝑥)

𝑥𝑠𝑒𝑛(𝑥)
−

 𝐶(𝑥)

𝑥2𝑠𝑒𝑛(𝑥)
−
𝑐𝑜𝑠(𝑥) 𝐶(𝑥)

𝑥𝑠𝑒𝑛2(𝑥)
 

𝐶′(𝑥)

𝑥𝑠𝑒𝑛(𝑥)
−

 𝐶(𝑥)

𝑥2𝑠𝑒𝑛(𝑥)
−
𝑐𝑜𝑠(𝑥) 𝐶(𝑥)

𝑥𝑠𝑒𝑛2(𝑥)
+ (

1

𝑥
+ 𝑐𝑡𝑔(𝑥))

𝐶(𝑥)

𝑥𝑠𝑒𝑛(𝑥)

=
𝑒𝑥

𝑠𝑒𝑛(𝑥)
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𝐶′(𝑥)

𝑥𝑠𝑒𝑛(𝑥)
−

 𝐶(𝑥)

𝑥2𝑠𝑒𝑛(𝑥)
−
𝑐𝑜𝑠(𝑥) 𝐶(𝑥)

𝑥𝑠𝑒𝑛2(𝑥)
+

𝐶(𝑥)

𝑥2𝑠𝑒𝑛(𝑥)
+
𝑐𝑜𝑠(𝑥) 𝐶(𝑥)

𝑥𝑠𝑒𝑛2(𝑥)

=
𝑒𝑥

𝑠𝑒𝑛(𝑥)
 

𝐶′(𝑥)

𝑥𝑠𝑒𝑛(𝑥)
=

𝑒𝑥

𝑠𝑒𝑛(𝑥)
 

𝐶′(𝑥) =
𝑒𝑥𝑥𝑠𝑒𝑛(𝑥)

𝑠𝑒𝑛(𝑥)
 

𝐶′(𝑥) = 𝑒𝑥𝑥 

∫𝑑𝐶(𝑥) = ∫𝑒𝑥𝑥𝑑𝑥  

𝑢 = 𝑥            𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 

𝑣 = 𝑒𝑥           𝑑𝑣 = 𝑒𝑥𝑑𝑥 

𝑥𝑒𝑥 −∫𝑒𝑥𝑑𝑥 

𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 

𝐶(𝑥) = [𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝐶] 

𝑦 =
1

𝑥𝑠𝑒𝑛𝑥
[𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝐶] 

Sustitución 

{
𝑦 = 𝑢𝑣

𝑦′ = 𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′ 

𝑦′ + (
1

𝑥
+ 𝑐𝑡𝑔(𝑥)) 𝑦 =

𝑒𝑥

𝑠𝑒𝑛(𝑥)
 

𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′ + (
1

𝑥
+ 𝑐𝑡𝑔(𝑥))𝑢𝑣 =

𝑒𝑥

𝑠𝑒𝑛(𝑥)
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{
 

 𝑣′ + (
1

𝑥
+ 𝑐𝑡𝑔(𝑥)) 𝑣 = 0

𝑢′𝑣 =
𝑒𝑥

𝑠𝑒𝑛(𝑥)

 

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ (

1

𝑥
+ 𝑐𝑡𝑔(𝑥)) 𝑣 = 0 

∫
𝑑𝑣

𝑣
+ ∫

1

𝑥
𝑑𝑥 +∫𝑐𝑡𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 0 

ln 𝑣 = −ln (𝑥) − ln (𝑠𝑒𝑛𝑥) 

𝑣 =
1

𝑥𝑠𝑒𝑛(𝑥)
 

𝑣 = (𝑥𝑠𝑒𝑛(𝑥))−1 

𝑢′𝑣 =
𝑒𝑥

𝑠𝑒𝑛(𝑥)
 

𝑢′
1

𝑥𝑠𝑒𝑛(𝑥)
=

𝑒𝑥

𝑠𝑒𝑛(𝑥)
 

𝑢′ =
𝑒𝑥𝑥𝑠𝑒𝑛(𝑥)

𝑠𝑒𝑛(𝑥)
 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝑒𝑥𝑥 

∫𝑑𝑢 = ∫𝑒𝑥𝑥𝑑𝑥 

𝑢 = 𝑥            𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 

𝑣 = 𝑒𝑥           𝑑𝑣 = 𝑒𝑥𝑑𝑥 

𝑥𝑒𝑥 −∫𝑒𝑥𝑑𝑥 

𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 

𝑢 = [𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝐶] 
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𝑦 = 𝑢𝑣 

𝑦 =
1

𝑥𝑠𝑒𝑛𝑥
[𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝐶] 

 

 

2.3.3. Ecuaciones diferenciales convertibles en lineales (Ecuación 

de Bernoulli) 

 

Las ecuaciones diferenciales de Bernoulli son aquellas que tienen la 

forma:  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥)𝑦𝑛, 𝑛 ∈ ℝ 

𝑛 ≠ 0,1 

 

Procedimiento 

1. Dividir la ecuación lineal para 𝑦𝑛. 

𝑦′

𝑦𝑛
+
𝑃(𝑥)𝑦

𝑦𝑛
=
𝑄(𝑥)𝑦𝑛

𝑦𝑛
 

𝑦′𝑦−𝑛 + 𝑃(𝑥)𝑦−𝑛 = 𝑄(𝑥) 

2. Realizar un cambio de variable donde: 

𝑧 = 𝑦−𝑛 

𝑧′ = (1 − 𝑛)𝑦−𝑛 ∗ 𝑦′ 

3. Sustituir en la ecuación diferencial. 

(1 − 𝑛)−1𝑧′

(1 − 𝑛)−1
+

𝑃(𝑥)𝑧

(1 − 𝑛)−1
=

𝑄(𝑥)

(1 − 𝑛)−1
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4. Obtener una ecuación diferencial lineal. 

𝑧′ + (1 − 𝑛)−1𝑃(𝑥)𝑧 = (1 − 𝑛)−1𝑄(𝑥) 

(1 − 𝑛)−1 = 𝐶 

5. Se resuelve como ecuación diferencial lineal. 

Ejemplo:  

𝒙𝟐𝒚′ + 𝟐𝒙𝒚 = 𝟓𝒚𝟑 

1. Convertir la ecuación a la forma: 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥)𝑦𝑛 

(𝑥2𝑦′ + 2𝑥𝑦 = 5𝑦3)/𝑥2 

𝑦′ +
2𝑦

𝑥
=
5𝑦3

𝑥2
 

2. Reconocer 𝑦𝑛, y dividirlo o multiplicarlo para toda la ecuación.  

𝑦𝑛 = 𝑦3 

(𝑦′ + 2𝑦𝑥−1 = 5𝑦3𝑥−2)/𝑦3 

𝑦′𝑦−3 + 2𝑦−2𝑥−1 = 5𝑥−2 

3. Realizar un cambio de variable. 

𝑧 = 𝑦−2 

𝑧′ = −2𝑦−3𝑦′ 

𝑦′ = −
𝑧′

2𝑦−3
 

4. Remplazar en la ecuación. 

−
𝑧′𝑦

−3

2𝑦−3
+
2𝑧

𝑥
=
5

𝑥2
 

(−
𝑧′

2
+
2𝑧

𝑥
=
5

𝑥2
)(∗ −2) 

𝑧′ −
4𝑧

𝑥
= −

10

𝑥2
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5. Resolver como EDO lineal. 

Fórmula:  𝑦 = 𝑒−∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥[∫(𝑄(𝑥) 𝑒∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥)𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑒−∫−
4𝑑𝑥
𝑥  [∫(−

10

𝑥2
∗ 𝑒∫−

4𝑑𝑥
𝑥 )𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑒4𝐼𝑛𝑥[∫(−
10

𝑥2
∗ 𝑒−4𝐼𝑛𝑥) 𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑥4[∫(−
10

𝑥2
∗ 𝑥−4 𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑥4[∫−
10

𝑥6
𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑥4[∫−10𝑥−6 𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑥4[
2

𝑥5
+ 𝐶] 

𝑧 = 𝑥4𝐶 +
2

𝑥
 

𝑧 =
𝑥5𝐶 + 2

𝑥
 

𝑧 = 𝑦−2 

1

𝑦2
= 𝑥4𝐶 +

1

𝑥
 

𝑦2 =
1

𝑥5𝐶 + 2
𝑥

 

𝑦2 =
𝑥

𝑥5𝐶 + 2
 

𝑦 = √
𝑥

𝑥5𝐶 + 2
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Figura 7.  

Familia de curvas 𝑦2 =
𝑥

𝑥5𝐶+2
 

 

 

  

Ejercicios 

 

1.  𝒚′ − 𝟒𝒚 = 𝟐𝒆𝒙𝒚
𝟏

𝟐,         𝒚(𝟎) = 𝟐 

𝑦𝑛 = 𝑦
1
2 

(𝑦′ − 4𝑦 = 2𝑒𝑥𝑦
1
2)(

1

𝑦
1
2

) 

𝑦′𝑦−
1
2 − 4𝑦

1
2 = 2𝑒𝑥 

𝑧 = 𝑦
1
2 

𝑧′ =
1

2
𝑦−

1
2𝑦′ 

𝑦′ =
2𝑧′

𝑦 −
1
2
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(
2𝑧′

𝑦 −
1
2

𝑦−
1
2 − 4𝑧 = 2𝑒𝑥)(

1

2
) 

𝑧′ − 2𝑧 = 𝑒𝑥 

 

Fórmula: 𝑦 = 𝑒−∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥[∫(𝑄(𝑥). 𝑒∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥)𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑒−∫−2𝑑𝑥[∫(𝑒𝑥. 𝑒∫−2𝑑𝑥)𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑒2𝑥[∫(
𝑒𝑥

𝑒−2𝑥
)𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑒2𝑥[∫(𝑒−𝑥)𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑒2𝑥[−𝑒−𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑦
1
2 

𝑦
1
2 = [−𝑒𝑥 + 𝐶𝑒2𝑥] 

𝑦(0) = 2 

(2)
1
2 = [−𝑒0 + 𝐶𝑒2(0)] 

√2 = −1 + 𝐶 

√2 + 1 = 𝐶 

𝑦
1
2 = √2𝑒2𝑥 + 𝑒2𝑥 − 𝑒𝑥 

𝑦 = (√2𝑒2𝑥 + 𝑒2𝑥 − 𝑒𝑥)2 

 

2. (𝟏𝟐𝒆𝟐𝒙𝒚𝟐 − 𝒚)𝒅𝒙 = 𝒅𝒚, 𝒚(𝟎) = 𝟏 

(12𝑒2𝑥𝑦2 − 𝑦)𝑑𝑥 = 𝑑𝑦 

𝑦′ = (12𝑒2𝑥𝑦2 − 𝑦) 
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𝑦′ + 𝑦 = 12𝑒2𝑥𝑦2 

𝑦𝑛 = 𝑦2 

(𝑦′ + 𝑦 = 12𝑒2𝑥𝑦2)(
1

𝑦2
) 

𝑦′𝑦−2 + 𝑦−1 = 12𝑒2𝑥 

𝑧 = 𝑦−1 

𝑧′ = −𝑦−2𝑦′ 

𝑦′ = −
𝑧′

𝑦−2
 

(−
𝑧′

𝑦−2
. 𝑦−2 + 𝑧 = 12𝑒2𝑥)(∗ −1) 

𝑧′ − 𝑧 = −12𝑒2𝑥 

Fórmula:  𝑦 = 𝑒−∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥[∫(𝑄(𝑥) 𝑒∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥)𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑒−∫−𝑑𝑥 [∫(−12𝑒2𝑥 . 𝑒∫−𝑑𝑥) 𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑒𝑥 [∫(−12𝑒2𝑥 . 𝑒−𝑥) 𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑒𝑥 [∫(−12𝑒𝑥) 𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑒𝑥[−12∫𝑒𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑒𝑥[𝐶 − 12𝑒𝑥] 

𝑧 = 𝑦−1 

𝑦−1 = 𝑒𝑥[𝐶 − 12𝑒𝑥] 

𝑥 = 0, 𝑦 = 1 

𝐶 = 13 

𝑦−1 = 𝑒𝑥[13 − 12𝑒𝑥] 
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𝑦−1𝑒−𝑥 = 13 − 12𝑒𝑥 

 

3. (𝒙 + 𝟏)𝒅𝒚 = 𝒚[𝒚(𝒙 + 𝟏)𝑰𝒏(𝒙 + 𝟏) − 𝟏]𝒅𝒙,        𝒚 =
𝟏

𝒆
; 𝒙 =

𝟏

𝒆
 

((𝑥 + 1)𝑑𝑦 = 𝑦[𝑦(𝑥 + 1)𝐼𝑛(𝑥 + 1) − 1]𝑑𝑥)(
1

(𝑥 + 1)𝑑𝑥
) 

𝑦′ =
𝑦2(𝑥 + 1)𝐼𝑛(𝑥 + 1) − 𝑦

𝑥 + 1
 

𝑦′ +
𝑦

𝑥 + 1
= 𝑦2𝐼𝑛(𝑥 + 1) 

𝑦𝑛 = 𝑦2 

(𝑦′ +
1

𝑥 + 1
= 𝑦2𝐼𝑛(𝑥 + 1))(

1

𝑦2
) 

𝑦′𝑦−2 +
𝑦−1

𝑥 + 1
= 𝐼𝑛(𝑥 + 1) 

𝑧 = 𝑦−1 

𝑧′ = −𝑦−2𝑦′ 

𝑦′ = −
𝑧′

𝑦 −2
 

(−
𝑧′

𝑦 −2
𝑦−2 +

𝑧

𝑥 + 1
= 𝐼𝑛(𝑥 + 1))(∗ −1) 

𝑧′ −
𝑧

𝑥 + 1
= −𝐼𝑛(𝑥 + 1) 

 

Fórmula: 𝑦 = 𝑒−∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥[∫(𝑄(𝑥). 𝑒∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥)𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑒−∫−
𝑑𝑥
𝑥+1[∫(𝐼𝑛(𝑥 + 1). 𝑒∫−

𝑑𝑥
𝑥+1)𝑑𝑥 + 𝐶] 
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𝑧 = 𝑒−∫−
𝑑𝑥
𝑥+1[∫(𝐼𝑛(𝑥 + 1). 𝑒∫−

𝑑𝑥
𝑥+1)𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑒𝐼𝑛(𝑥+1)[∫(𝐼𝑛(𝑥 + 1). 𝑒−𝐼𝑛(𝑥+1))𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = (𝑥 + 1)[∫(𝐼𝑛(𝑥 + 1).
1

𝑥 + 1
)𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = (𝑥 + 1)[∫(
𝐼𝑛(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
)𝑑𝑥 + 𝐶] 

∫(
𝐼𝑛(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
)𝑑𝑥 

𝑢 = 𝑥 + 1                    𝑑𝑢 = 𝑑𝑥        

∫
𝐼𝑛(𝑢)

𝑢
𝑑𝑢 

𝑣 = 𝐼𝑛(𝑢)                 𝑑𝑣 =
𝑑𝑢

𝑣
 

∫𝑣𝑑𝑣 =
𝑣2

2
=
1

2
𝐼𝑛2(𝑢) =

1

2
𝐼𝑛2(𝑥 + 1) 

𝑧 = (𝑥 + 1)[
1

2
𝐼𝑛2(𝑥 + 1) + 𝐶] 

𝑧 = 𝑦−1 

1

𝑦
= (𝑥 + 1)[

1

2
𝐼𝑛2(𝑥 + 1) + 𝐶] 

𝑦 =
1

𝑒
; 𝑥 =

1

𝑒
 

1

1
𝑒

= (
1

𝑒
+ 1)[

1

2
𝐼𝑛2 (

1

𝑒
+ 1) + 𝐶] 

𝑒 = (
1 + 𝑒

𝑒
)[
1

2
𝐼𝑛2 (

1 + 𝑒

𝑒
) + 𝐶] 



 

 

 

 
 

95 

 
 

𝑒2

1 + 𝑒
=
1

2
𝐼𝑛2 (

1 + 𝑒

𝑒
) + 𝐶 

𝐶 = −3 

2𝑦−1(𝑥 + 1)−1 = 𝐼𝑛2(𝑥 + 1) − 3 

 

 

Ejercicios Propuestos 

 

1. 𝑣′ + 𝑝(𝑤)𝑣 = 𝑞(𝑤) 

2. 𝑤3 𝑑𝑣

𝑑𝑤
+ 3𝑤2𝑣 = 𝑤 

3. 
𝑑𝜈

𝑑𝑤
+ 2𝑣 = 𝑤 

4. 𝑤
𝑑𝜈

𝑑𝑤
+ 3𝑤2 + 4𝑣 = 0 

5. 𝑤
𝑑𝑣

𝑑𝑤
+ 1 = 𝑤 + 𝑣 

6. 3𝑦′ +
𝑥2+𝑎2

𝑥(𝑥2−𝑎2)
𝑦 =

𝑥(3𝑥2−𝑎2)

𝑥2−𝑎2
.
1

𝑦2
 

7. 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑦2 sin(𝑥)−𝑦𝑐𝑜𝑠2(𝑥)

sin(𝑥).cos (𝑥)
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2.4. Ecuaciones diferenciales ordinarias exactas  

Sea F una función de dos variables reales que posee derivadas parciales 

primeras continuas en un dominio D. La diferencial total dF de la 

función F viene definida por la fórmula: 

𝑑𝐹(𝑥, 𝑦) =
𝜕𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
 𝑑𝑥 + 

𝜕𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
 𝑑𝑦 

Para todo (x,y) ϵ D [21]. 

 

La forma general de las EDO exactas es:  

𝑀 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑑𝑦 = 0 

Donde: 

M= f(x) y N= f(y) 

Además, se debe derivar las funciones M y N con sus diferenciales 

respectivos y comprobar que se cumpla la siguiente igualdad:  

𝜕𝑀

𝜕𝑦
=
𝜕𝑁

𝜕𝑥
  

En caso de cumplirse la igualdad, entonces la ecuación diferencial es 

exacta, y se procede a resolverla por cualquiera de sus 3 métodos. 

 

2.4.1. Métodos de solución  

Para resolver ecuaciones diferenciales exactas existen los siguientes 

métodos. 

 

1. Método de integración  

𝑀(𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝜕𝑦 = 0  
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𝑧 =  ∫ 𝑀(𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 + 𝜑(𝑦) 

 𝑧′ = (∫𝑀(𝑥, 𝑦)𝜕𝑥) + 𝜑′(𝑦) 

 𝑧′ =
𝜕𝑧

𝜕𝑦
 

 
𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 𝑁(𝑥, 𝑦)  

𝜑′(𝑦) = 𝑓( 𝑥 ) 

∫ 𝜑′(𝑦) = ∫ 𝑓( 𝑥 ) 

 𝜑(𝑦) =?  

Por último, reemplazar el valor de 𝜑′(𝑦) en z  

 

Ejemplo 

(𝟐𝒙𝒚𝟐 + 𝟐𝒚)𝒅𝒙 + (𝟐𝒙𝟐𝒚 + 𝟐𝒙)𝒅𝒚 = 𝟎 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
=
𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

4𝑥𝑦 + 2 = 4𝑥𝑦 + 2 

𝑧 =  ∫ (2𝑥𝑦2 + 2𝑦)𝑑𝑥 + 𝜑(𝑦) 

𝑧 = 𝑥2𝑦2 + 2𝑥𝑦 + 𝜑(𝑦) 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 2𝑥2𝑦 + 2𝑥 + 𝜑′(𝑦) 

 
𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 𝑁(𝑥, 𝑦)  

2𝑥2𝑦 + 2𝑥 + 𝜑′(𝑦) = 2𝑥2𝑦 + 2𝑥 

𝜑′(𝑦) = 0 

∫𝜑′(𝑦)𝑑𝑦 = ∫0𝑑𝑦 
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𝜑(𝑦) = 𝐶 

𝑧 = 𝑥2𝑦2 + 2𝑥𝑦 + 𝐶 

𝑥2𝑦2 + 2𝑥𝑦 = 𝐶 

 

2. Método integración directa  

Dada la EDO exacta: 𝑀(𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝜕𝑦 = 0, para aplicar el 

método de integración directa se procede a integrar cada componente 

con su diferencial, considerando los límites de integración, así:  

∫ 𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + ∫ 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0
(𝑥,𝑦)

(𝑥,0)

(𝑥,0)

(0,0)

 

 

Ejemplo 

(𝟐𝒙𝒚𝟐 + 𝟐𝒚)𝒅𝒙 + (𝟐𝒙𝟐𝒚 + 𝟐𝒙)𝒅𝒚 = 𝟎 

∫ (2𝑥𝑦2 + 2𝑦)𝑑𝑥 +∫ (2𝑥2𝑦 + 2𝑥)𝑑𝑦 = 0
(𝑥,𝑦)

(𝑥,0)

(𝑥,0)

(0,0)

 

(𝑥2𝑦2 + 2𝑥𝑦)(0,0)
(𝑥,0)

+ (𝑥2𝑦2 + 2𝑥𝑦)(𝑥,0)
(𝑥,𝑦)

= 𝐶 

𝑥2𝑦2 + 2𝑥𝑦 + 𝑥2𝑦2 + 2𝑥𝑦 = 𝐶 

𝑥2𝑦2 + 2𝑥𝑦 = 𝐶 

 

3. Método con sus respectivos diferenciales  

Se integra con sus respectivos diferenciales 

 𝑀(𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝜕𝑦 = 0  

∫ 𝑀(𝑥)𝜕𝑥 + ∫ 𝑁(𝑦)𝜕𝑦 + ∫𝑀(𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 + ∫ 𝑁(𝑥, 𝑦)𝜕𝑦 = 0 
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Ejemplo 

(𝟐𝒙𝒚𝟐 + 𝟐𝒚)𝒅𝒙 + (𝟐𝒙𝟐𝒚 + 𝟐𝒙)𝒅𝒚 = 𝟎 

∫𝑀(𝑥)𝜕𝑥 + ∫ 𝑁(𝑦)𝜕𝑦 + ∫𝑀(𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 + ∫ 𝑁(𝑥, 𝑦)𝜕𝑦 = 0 

∫(2𝑥𝑦2 + 2𝑦)𝑑𝑥 + ∫(2𝑥2𝑦 + 2𝑥)𝑑𝑦 = 0 

𝑥2𝑦2 + 2𝑥𝑦 + 𝑥2𝑦2 + 2𝑥𝑦 = 𝐶 

𝑥2𝑦2 + 2𝑥𝑦 = 𝐶 

 

Ejercicios 

 

1. (𝟐𝒙𝒚 − 𝐭𝐚𝐧𝒚)𝝏𝒙 + (𝒙𝟐 − 𝒙𝐬𝐞𝐜 𝒙𝟐 𝒚)𝝏𝒚 = 𝟎 

M=2𝑥𝑦 − tan𝑦 

N=(𝑥2 − 𝑥 sec 𝑥2 𝑦) 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
=
𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

2𝑥 − sec 𝑥2 𝑦 = 2𝑥 − sec 𝑥2 𝑦                           (EXACTA) 

Método 1 

𝑧 = ∫(2𝑥𝑦 − tan𝑦)𝜕𝑥 +  𝜑(𝑦) 

𝑧′ = 𝑥2𝑦 − 𝑥𝑡𝑎𝑛𝑦 + 𝜑(𝑦) 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 𝑥2 − 𝑥 sec 𝑥2 𝑦𝜑′(𝑦) 

𝑥2 − 𝑥 sec 𝑥2 𝑦𝜑′(𝑦) = (𝑥2 − 𝑥 sec 𝑥2 𝑦) 

𝜑′(𝑦) = 0 

∫𝜑′(𝑦) 𝜕𝑦 = ∫0 𝜕𝑦 
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𝜑′(𝑦) = 𝐶 

𝒙𝟐𝒚 − 𝒙𝒕𝒂𝒏𝒚 = 𝑪 

Método 2 

∫ (2𝑥𝑦 − tan 𝑦)𝜕𝑥+ ∫ (𝑥2 − 𝑥 sec 𝑥2 𝑦)

(𝑋,𝑌)

(𝑋,0)

𝜕𝑦

(𝑋,0)

(0,0)

= 𝐶 

 (𝑥2𝑦 − 𝑥𝑡𝑎𝑛𝑦) |(𝑥,0)
(𝑥,𝑦)

+ (𝑥2𝑦 − 𝑥𝑡𝑎𝑛𝑦) |𝑥,0
𝑥,𝑦

= 𝐶 

𝑥2𝑦 − 𝑥𝑡𝑎𝑛𝑦 = 𝐶 

Método 3 

∫(2𝑥𝑦 − 𝑥𝑡𝑎𝑛𝑦)𝜕𝑥 + ∫(𝑥2 − 𝑥 sec 𝑥2 𝑦)𝜕𝑦 = 0 

𝑥2𝑦 − 𝑥𝑡𝑎𝑛𝑦 + (𝑥2𝑦 − 𝑥𝑡𝑎𝑛𝑦) = 𝐶 

𝑥2𝑦 − 𝑥𝑡𝑎𝑛𝑦 = 𝐶 

 

2. (𝒚𝒙𝒚−𝟏)𝒅𝒙 + (𝒙𝒚𝒍𝒏𝒙)𝒅𝒚 = 𝟎 

𝑀 = 𝑦𝑥𝑦−1         𝑁 = 𝑥𝑦𝑙𝑛𝑥 

𝑑𝑀

𝑑𝑦
=   

𝑑𝑁

𝑑𝑥
 

𝑙𝑛𝑥𝑦𝑥𝑦−1  + 𝑥𝑦−1 = 𝑙𝑛𝑥𝑦𝑥𝑦−1  + 𝑥𝑦−1                     (EXACTA) 

 

Método 1 

𝑧 = ∫𝑦𝑥𝑦−1 𝑑𝑥 + 𝜑(𝑦) 

𝑧 = 𝑥𝑦 

𝑧′ = 𝑥𝑦𝑙𝑛𝑥 + 𝜑′(𝑦) = 𝒙𝒚𝒍𝒏𝒙 

𝑥𝑦 + 𝐶 = 0 
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𝒙𝒚 = 𝑪 

Método 2 

∫ (𝑦𝑥𝑦−1)𝑑𝑥 + ∫ (𝑥𝑦𝑙𝑛𝑥)𝑑𝑦 = 0
𝑥,𝑦

𝑥,𝑜

𝑥,0

0

 

𝑥𝑦∫ +𝑥𝑦∫ = 𝑐
𝑥𝑦

𝑥,0

𝑥,0

0

 

𝑥𝑦 + 𝑥𝑦 = 𝑐 

𝑥𝑦 = 𝑐 

Método 3 

∫(𝑦𝑥𝑦−1)𝑑𝑥 + ∫𝑥𝑦 𝑙𝑛𝑥𝑑𝑦 = 𝑐 

𝑥𝑦 + 𝑥𝑦 = 𝑐 

𝑥𝑦 = 𝑐 

 

Figura 8.  

Familia de curvas 𝑥𝑦 = 𝑐 
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3. (𝒚 + 𝒚𝒄𝒐𝒔(𝒙𝒚))𝒅𝒙 + (𝒙 + 𝒙𝒄𝒐𝒔(𝒙𝒚)𝒅𝒚 = 𝟎 

𝑀 = 𝑦 + 𝑦𝑐𝑜𝑠𝑥 

𝑁 = 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑦 

𝑑𝑀

𝑑𝑌
= 1  + 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑦 − 𝑥𝑦𝑠𝑒𝑛𝑥𝑦 

𝑑𝑁

𝑑𝑋
= 1 + cos(𝑥𝑦) − 𝑥𝑦𝑠𝑒𝑛𝑥𝑦 

𝑑𝑀

𝑑𝑦
=

𝑑𝑁

𝑑𝑥
                                               (EXACTA) 

Método 1 

𝑧 = ∫(𝑦 + 𝑦𝑐𝑜𝑠𝑥𝑦)𝑑𝑥 + 𝜑(𝑦) 

𝑧1 = 𝑥𝑦 + 𝑠𝑒𝑛(𝑥𝑦) + 𝜑(𝑦) 

𝑑𝑍

𝑑𝑦
= 𝑥 + 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥𝑦 + ∫𝜑(𝑦) = 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑦 

∫𝜑(𝑦) = 0 

𝒙𝒚 + 𝒔𝒆𝒏(𝒙𝒚) = 𝑪 

Método 2 

∫ (𝑦 + 𝑦𝑐𝑜𝑠(𝑥𝑦)𝑑𝑦 +∫ (𝑥 + 𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥𝑦)𝑑𝑦 = 0)
𝑥,𝑦

𝑥,0

𝑥,0

0

 

(𝑥𝑦 + 𝑠𝑒𝑛(𝑥𝑦)∫ +(𝑥𝑦 + 𝑠𝑒𝑛(𝑥𝑦)
𝑥,0

0

∫ = 𝑐
𝑥,𝑦

𝑥,0

 

𝒙𝒚 + 𝒔𝒆𝒏(𝒙𝒚) = 𝑪 

Método 3 

∫𝑦 + 𝑦𝑐𝑜𝑠(𝑥𝑦)𝑑𝑥 + ∫(𝑥 + 𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥𝑦)𝑑𝑦 = 0 
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𝑥𝑦 + 𝑠𝑒𝑛(𝑥𝑦) + 𝑥𝑦 + 𝑠𝑒𝑛(𝑥𝑦) = 𝑐 

𝒙𝒚 + 𝒔𝒆𝒏(𝒙𝒚) = 𝑪 

 

2.4.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias convertibles en exactas  

 

2.4.2.1. Factor de integración o factor integrante 

El factor de integración es aquel polinomio por el cual se debe 

multiplicar toda ecuación diferencial que se compruebe que no es exacta 

para poder convertirla a exacta. 

𝑢𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑢𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 

 

Comprobación  

𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
=
𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

Con el factor de integración  

𝑢𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑢𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 

𝑢𝜕𝑀

𝜕𝑦
=
𝑢𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

CASO 1  

 𝒖 = 𝒇(𝒙) 

El valor debe ser solo en función de x o una constante 

𝑓(𝑥) =
1

𝑁
(
𝜕𝑀

𝜕𝑦
−
𝜕𝑁

𝜕𝑥
) 

𝑢 = 𝑒∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 
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Procedimiento de solución 

1. Comprobar que la ecuación tenga la forma de E.D Exacta o 

puede transformarse a esta a base de arreglos algebraicos. 

2. Comprobar por medio de una ecuación si en realidad es una E.D. 

Exacta de lo contrario se procede a aplicar el método con el cual 

se nos convierta en factor integrable. 

3. Se identifica las diferentes derivadas parciales.  

4. Se ingresa las ecuaciones obtenidas de las derivadas parciales y 

de la E.D. 

5. Se calcula la función f(x). 

6. Se procede a integrar, y se encuentra el factor integrable u. 

7. Se resuelve la E.D. Exacta por cualquiera de los métodos 

estudiados anteriormente. 

 

Ejemplo 

(𝟏 − 𝒙𝟐𝒚)𝒅𝒙 + 𝒙𝟐(𝒚 − 𝒙)𝒅𝒚 = 𝟎 

Comprobación 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
=
𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

−𝑥2  ≠ 2𝑥𝑦 − 3𝑥2 

Factor integrante 

𝑓(𝑥) =
1

𝑁
(
𝜕𝑀

𝜕𝑦
−
𝜕𝑁

𝜕𝑥
) 

𝑓(𝑥) = (𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 3𝑥2) 

𝑓(𝑥) =
1

𝑥2(𝑦 − 𝑥)
(2𝑥2 − 2𝑥𝑦) 
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𝑓(𝑥) =
2𝑥(𝑥 − 𝑦)

−𝑥2(𝑦 − 𝑥)
 

𝑓(𝑥) = −
2

𝑥
 

𝑢 = 𝑒∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

𝑢 = 𝑒−∫
2
𝑥
𝑑𝑥

 

𝑢 = 𝑒−2ln (𝑥) 

𝑢 = 𝑥−2 

(𝑥−2 − 𝑦)𝑑𝑥 + (𝑦 − 𝑥)𝑑𝑥 = 0 

Comprobación 

𝑢𝜕𝑀

𝜕𝑦
=
𝑢𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

−1 = −1 

Solución 

(𝑥−2 − 𝑦)𝑑𝑥 + (𝑦 − 𝑥)𝑑𝑥 = 0 

 

Método 3  

−∫𝑥 .−2𝑑𝑥 + ∫𝑦𝑑𝑦 − ∫𝑦𝑑𝑥 − ∫𝑥𝑑𝑦 = 0 

𝑥−1 +
𝑦2

2
− 𝑥𝑦 − 𝑥𝑦 = 𝐶 

1

𝑥
+
𝑦2

2
− 𝑥𝑦 = 𝐶 
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CASO 2 

Método de solución 

1. Comprobar si la ecuación es exacta, derivando 
𝜕𝐴

𝜕𝑠
 y 

𝜕𝐵

𝜕𝑟
 siendo A 

los términos acompañados por dr y B los términos con ds. 

2. Si la ecuación no es exacta se procede a encontrar el factor 

integrante con: 𝜇 = 𝑒−∫ 𝑔(𝑠)    

Donde: 

    𝑔(𝑠) = −
1

𝑅
(
𝜕𝐴

𝜕𝑠
−
𝜕𝐵

𝜕𝑟
) 

3. La ecuación debe quedar solo en términos de s para que se pueda 

resolver por el caso 2. 

4. Luego de obtener el factor de integración se lo multiplica por la 

ecuación inicial. 

5. Se verifica que se haya convertido en exacta y se integra 

utilizando el método más adecuado. 

Ejemplo 

𝒆𝒙𝒅𝒙 + (𝒆𝒙 𝐜𝐨𝐭(𝒚) + 𝟐𝒚𝐜𝐬𝐜(𝒚))𝒅𝒚 = 𝟎 

Comprobación 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
=
𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

0 ≠ 𝑒𝑥
cos (𝑦)

sin (𝑦)
 

Factor integrante 

𝑔(𝑦) = −
1

𝑀
(
𝜕𝑀

𝜕𝑦
−
𝜕𝑁

𝜕𝑥
) 
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𝑔(𝑦) = −
1

𝑒𝑥
(−𝑒𝑥 cot(𝑦)) 

𝑔(𝑦) =
𝑒𝑥cot (𝑦)

𝑒𝑥
 

𝑔(𝑦) = cot(𝑦) 

𝑢 = 𝑒∫𝑔(𝑦)𝑑𝑦 

𝑢 = 𝑒∫cot(𝑦)𝑑𝑦 

𝑢 = 𝑒ln (sin (𝑥)) 

𝑢 = sin (𝑦) 

𝑒𝑥 sin(y) dx + (𝑒𝑥 cos(𝑦) + 2𝑦)𝑑𝑦 = 0 

Comprobación 

𝑢𝜕𝑀

𝜕𝑦
=
𝑢𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

𝑒𝑥cos (𝑦) = 𝑒𝑥cos (𝑦) 

Solución 

𝑒𝑥 sin(y) dx + (𝑒𝑥 cos(𝑦) + 2𝑦)𝑑𝑦 = 0 

 

Método 3  

2∫𝑦𝑑𝑦 + ∫𝑒𝑥 sin(𝑦) 𝑑𝑥 +∫𝑒𝑥 cos(𝑦) 𝑑𝑦 = 0 

𝑦2 + 𝑒𝑥 sin(𝑦) + 𝑒𝑥 sin(𝑦) = 𝐶 

𝑦2 + 𝑒𝑥 sin(𝑦) = 𝐶 

CASO 3 

𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥). 𝑔(𝑦) 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
−
𝜕𝑁

𝜕𝑥
=
𝑁𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
−
𝑀𝑔′(𝑦)

𝑔(𝑦)
 

𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥). 𝑔(𝑦) 
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Procedimiento de solución 

 

1. Comprobamos si la ecuación diferencial ordinaria es exacta. 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
=
𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

2. Luego de ello comprobamos que sea el tercer caso de factor 

integrante. 

𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥). 𝑔(𝑦) 

3. Si es el tercer caso realizamos lo siguiente: 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
−
𝜕𝑁

𝜕𝑥
=
𝑁𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
−
𝑀𝑔′(𝑦)

𝑔(𝑦)
 

 

4. Encontramos nuestro      
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
 𝑦 

𝑔′(𝑦)

𝑔(𝑦)
    que al ser multiplicados 

por N y M respectivamente nos dará una igualdad con   
𝜕𝑀

𝜕𝑦
−

𝜕𝑁

𝜕𝑥
 … 

5. Luego encontramos 𝑓(𝑥) y 𝑔(𝑦) 

6. Obtenemos   𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥). 𝑔(𝑦) 

7. Multiplicamos 𝜇(𝑥, 𝑦) en la ecuación original. 

8. Volvemos a comprobar si la ecuación es exacta. 

9. Finalmente resolvemos la ecuación exacta por cualquier 

método ya estudiado. 

 

 

 



 

 

 

 
 

109 

 
 

Ejemplo 

(
𝟏

𝟑𝒙𝟐𝒚
+

𝟐

𝟑𝒙𝟒𝒚𝟑
)𝒅𝒙 + (

𝟐

𝟑𝒙𝟑𝒚𝟒
−

𝟐

𝟑𝒙𝒚𝟐
)𝒅𝒚 = 𝟎  

Comprobación 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
=
𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

−
1

3𝑥2𝑦2
−

2

𝑥4𝑦4
≠ −

2

𝑥4𝑦4
+

2

3𝑥2𝑦2
 

Factor integrante 

𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥). 𝑔(𝑦) 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
−
𝜕𝑁

𝜕𝑥
=
𝑁𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
−
𝑀𝑔′(𝑦)

𝑔(𝑦)
 

−
1

3𝑥2𝑦2
−

2

𝑥4𝑦4
+

2

𝑥4𝑦4
−

2

3𝑥2𝑦2

= (
2

3𝑥3𝑦4
−

2

3𝑥𝑦2
)
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
− (

1

3𝑥2𝑦
+

2

3𝑥4𝑦3
)
𝑔′(𝑦)

𝑔(𝑦)
 

−
1

3𝑥2𝑦2
−

2

3𝑥2𝑦2

= (
2

3𝑥3𝑦4
−

2

3𝑥𝑦2
)
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
− (

1

3𝑥2𝑦
+

2

3𝑥4𝑦3
)
𝑔′(𝑦)

𝑔(𝑦)
 

𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
=
1

𝑥
 

𝑔′(𝑦)

𝑔(𝑦)
=
1

𝑦
 

−
1

3𝑥2𝑦2
−

2

3𝑥2𝑦2
=

2

3𝑥4𝑦4
−

2

3𝑥2𝑦2
−

1

3𝑥2𝑦2
−

2

3𝑥4𝑦4
 

−
1

3𝑥2𝑦2
−

2

3𝑥2𝑦2
= −

2

3𝑥2𝑦2
−

1

3𝑥2𝑦2
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 Encontramos f(x) y g(y) 

 

𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
=
1

𝑥
                → ∫

𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
= ∫

1

𝑥
𝑑𝑥          → ln(𝑓(𝑥))

= ln(𝑥)           → 𝑓(𝑥) = 𝑥 

𝑔′(𝑦)

𝑔(𝑦)
=
1

𝑦
               → ∫

𝑔′(𝑦)

𝑔(𝑦)
= ∫

1

𝑦
𝑑𝑦          → ln(𝑔(𝑦))

= ln(𝑦)           → 𝑔(𝑦) = 𝑦 

Encontramos:          𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥). 𝑔(𝑦) 

𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥). 𝑔(𝑦) 

𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 

Multiplicamos    𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦       en la ecuación original 

(
1

3𝑥
+

2

3𝑥3𝑦2
) 𝑑𝑥 + (

2

3𝑥2𝑦3
−
2

3𝑦
)𝑑𝑦 = 0  

Comprobación 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
=
𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

−
4

3𝑥3𝑦3
= −

4

3𝑥3𝑦3
 

Solución 

(
1

3𝑥
+

2

3𝑥3𝑦2
) 𝑑𝑥 + (

2

3𝑥2𝑦3
−
2

3𝑦
)𝑑𝑦 = 0  

 

Método 3 

𝑀(𝑥,𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥,𝑦)𝑑𝑦 = 0 
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∫
1

3𝑥
𝑑𝑥 − ∫

2

3𝑦
𝑑𝑦 + ∫

2

3𝑥3𝑦2
𝑑𝑥 + ∫

2

3𝑥2𝑦3
𝑑𝑦 = 𝐶 

1

3
ln(𝑥) −

2

3
ln(𝑦) −

1

3𝑥2𝑦2
−

1

3𝑥2𝑦2
= 𝐶 

1

3
ln(𝑥) −

2

3
ln(𝑦) −

1

3𝑥2𝑦2
= 𝐶 

 

CASO 4 

𝑝𝑣𝑞𝑡[𝑉𝑑𝑝 + 𝑇𝑑𝑞 = 0] 

Método de solución 

1. Multiplicamos la ecuación diferencial por 𝜇, el cual es el factor 

integrante que debemos hallar, donde 𝜇 = 𝑝𝑣𝑞𝑡. 

2. Una vez realizada la multiplicación procedemos a derivar 
𝜕𝑉

𝜕𝑞
 y 

𝜕𝑇

𝜕𝑝
 . 

𝜕𝑉

𝜕𝑞
=
𝜕𝑇

𝜕𝑝
 

3. De la ecuación derivada extraemos  𝑝𝑣𝑞𝑡 similares que exista en 

las mismas para de esta manera plantar una ecuación con los 

coeficientes, formándose un sistema de ecuaciones de dos 

incógnitas.  

4. Hallar la solución del sistema de ecuación por cualquier método, 

reemplazar en 𝑝𝑣𝑞𝑡 y de esta manera se obtendrá una ecuación 

diferencial exacta que se puede resolver por cualquier método.  
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Ejemplo 

𝟐𝒒𝒅𝒑 + (−𝒑 − 𝒑𝒒𝟑)𝒒 = 𝟎 

𝑝𝑣𝑞𝑡[2𝑞𝑑𝑝 + (−𝑝 − 𝑝𝑞)𝑑𝑞] = 0 

2𝑝𝑣𝑞𝑡+1𝑑𝑝 + (−𝑝𝑣+1𝑞𝑡 − 𝑝𝑣+1𝑞𝑡+3)𝑑𝑞] = 0 

𝜕𝑉

𝜕𝑞
= 2(𝑡 + 1)𝑝𝑣𝑞𝑡          

𝜕𝑇

𝜕𝑝
= −(𝑣 + 1)𝑝𝑣𝑞𝑡 − (𝑣 + 1)𝑝𝑣𝑞𝑡+3 

 

𝑝𝑣𝑞𝑡 ⇒ 2(1 + 𝑡) = −(𝑣 + 1) 𝑝𝑣+1𝑞𝑡+2 ⇒ 0 = −(𝑣 + 1) 

𝑡 =
−𝑣 − 1

2
 

𝑣 = −1 

𝑡 =
−1 − 1

2
 

 

𝑡 =
−2

2
⇒ 𝑡 = −1 

 

 

𝜇 = 𝑝𝑣𝑞𝑡 ⇒ 𝑝−1𝑞−1 

𝜇[𝑉𝑑𝑝 + 𝑇𝑑𝑝] 

2𝑝−1𝑑𝑝 + (−𝑞−1 − 𝑞2)𝑑𝑞] = 0 

𝜕𝑉

𝜕𝑞
= 0         

𝜕𝑇

𝜕𝑝
= 0 

Solución: 

2𝑝−1𝑑𝑝 + (−𝑞−1 − 𝑞2)𝑑𝑞] = 0 

 

Método 3 

∫2𝑝−1𝑑𝑝 + ∫(−𝑞−1 − 𝑞2) = 0 
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2𝑙𝑛(𝑝) − 𝑙𝑛(𝑞) −
𝑞3

3
= 𝐶 

 

Ejercicios 

 

1. (𝒙𝒚𝟑 + 𝟏)𝒅𝒙 + 𝒙𝟐𝒚𝟐𝒅𝒚 = 𝟎 

Comprobación 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
=
𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

3𝑥𝑦2  ≠ 2𝑥𝑦2 

Factor integrable 

𝑓(𝑥) =
1

𝑁
(
𝜕𝑀

𝜕𝑦
−
𝜕𝑁

𝜕𝑥
) 

𝑓(𝑥) =
1

𝑥2𝑦2
(3𝑥𝑦2 − 2𝑥𝑦2) 

𝑓(𝑥) =
1

𝑥2𝑦2
(3𝑥𝑦2 − 2𝑥𝑦2) 

𝑓(𝑥) =
1

𝑥2𝑦2
(𝑥𝑦2) 

𝑓(𝑥) =
1

𝑥
 

𝑢 = 𝑒∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

𝑢 = 𝑒∫
1
𝑥
𝑑𝑥

 

𝑢 = 𝑒ln (𝑥) 

𝑢 = 𝑥                                                  (CASO 1) 

x(𝑥𝑦3 + 1)𝑑𝑥 + 𝑥(𝑥2𝑦2)𝑑𝑦 = 0 
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(𝑥2𝑦3 + 𝑥)𝑑𝑥 + 𝑥3𝑦2𝑑𝑦 = 0 

 

Comprobación 

𝑢𝜕𝑀

𝜕𝑦
=
𝑢𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

3𝑥2𝑦2 = 3𝑥2𝑦2 

Solución: 

∫𝑥𝑑𝑥 + ∫𝑥2𝑦3𝑑𝑥 + ∫𝑥3𝑦2𝑑𝑦 = 0 

𝑥2

2
+
𝑥3𝑦3

3
+
𝑥3𝑦3

3
= 𝐶 

𝑥2

2
+
𝑥3𝑦3

3
= 𝐶 

3𝑥2 + 2𝑥3𝑦3

6
= 𝐶 

𝟑𝒙𝟐 + 𝟐𝒙𝟑𝒚𝟑 = 𝑪 

 

2. (𝟐𝒙𝒚𝟐 − 𝟑𝒚𝟑)𝒅𝒙 + (𝟕 − 𝟑𝒙𝒚𝟐)𝒅𝒚 = 𝟎        

Comprobación 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
= (4𝑥𝑦 − 9𝑦2)              

𝜕𝑁

𝜕𝑥
= 0 − 3𝑦2 

Factor integrable 

 𝑔(𝑦) = −
1

𝑀
(
𝜕𝑀

𝜕𝑦
−
𝜕𝑁

𝜕𝑥
) 

𝑔(𝑦) = −
1

2𝑥𝑦2 − 3𝑦3
(4𝑥𝑦 − 9𝑦2 − 3𝑦2) 
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𝑔(𝑦) = −(
4𝑥𝑦 − 6𝑦2

2𝑥𝑦2 − 3𝑦3
) 

𝑔(𝑦) = −(
2𝑦(2𝑥 − 3𝑦)

𝑦2(2𝑥 − 3𝑦)
) = −

2

𝑦
 

𝜇 = 𝑒−∫ 𝑔(𝑦)   =  𝜇 = 𝑒
−∫

2𝑑𝑦

𝑦   = 𝜇 = 𝑒𝑙𝑛𝑦
−2

  = 𝜇 = 𝑦−2  (CASO 2) 

Comprobación 

(2𝑥 − 3𝑦) 𝑑𝑥 + (7𝑦−2 − 3𝑥)𝑑𝑦 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 0 − 3

𝜕𝑁

𝜕𝑥
= 0 − 3 

Solución 

∫ 2𝑥𝑑𝑥 + ∫ 7𝑦−2𝑑𝑦 − ∫ 3𝑦𝑑𝑥 − ∫ 3𝑥𝑑𝑦 = ∫ 0 

𝑥2 − 7𝑦−1 − 3𝑥𝑦 − 3𝑥𝑦 = 𝐶 

𝒙𝟐 −
𝟕

𝟗
− 𝟑𝒙𝒚 = 𝑪 

 

3. (𝒓𝒕 + 𝒓𝟐𝒕 + 𝒕𝟑)𝒅𝒓 + (𝒓𝟐 + 𝟐𝒕𝟐)𝒅𝒕 = 𝟎 

Comprobación 

𝑀(𝑟,𝑡) = (𝑟𝑡 + 𝑟
2𝑡 + 𝑡3)𝑑𝑟 

𝑁(𝑟,𝑡) = (𝑟
2 + 2𝑡2)𝑑𝑡 

𝜕𝑀

𝜕𝑡
=
𝜕𝑁

𝜕𝑟
 

𝑟 + 𝑟2 + 3𝑡2 = 2𝑟 

Factor integrante (CASO 3) 

𝜇(𝑟, 𝑡) = 𝑓(𝑟). 𝑔(𝑡) 

𝜕𝑀

𝜕𝑡
−
𝜕𝑁

𝜕𝑟
=
𝑁𝑓′(𝑟)

𝑓(𝑟)
−
𝑀𝑔′(𝑡)

𝑔(𝑡)
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𝑟 + 𝑟2 + 3𝑡2 − 2𝑟 = (𝑟2 + 2𝑡2)
𝑓′(𝑟)

𝑓(𝑟)
− (𝑟𝑡 + 𝑟2𝑡 + 𝑡3)

𝑔′(𝑡)

𝑔(𝑡)
 

𝑟2 + 3𝑡2 − 𝑟 = (𝑟2 + 2𝑡2)
𝑓′(𝑟)

𝑓(𝑟)
− (𝑟𝑡 + 𝑟2𝑡 + 𝑡3)

𝑔′(𝑡)

𝑔(𝑡)
 

𝑓′(𝑟)

𝑓(𝑟)
= 2 

𝑔′(𝑡)

𝑔(𝑡)
=
1

𝑡
 

𝑟2 + 3𝑡2 − 𝑟 = 2𝑟2 + 4𝑡2 − 𝑟 − 𝑟2 − 𝑡2 

𝑟2 + 3𝑡2 − 𝑟 = 𝑟2 + 3𝑡2 − 𝑟 

𝑓′(𝑟)

𝑓(𝑟)
= 2           → ∫

𝑓′(𝑟)

𝑓(𝑟)
= ∫2𝑑𝑟            → ln(𝑓(𝑟)) = 2𝑟          

→ 𝑓(𝑥) = 𝑒2𝑟 

𝑔′(𝑡)

𝑔(𝑡)
=
1

𝑡
          → ∫

𝑔′(𝑡)

𝑔(𝑡)
= ∫

1

𝑡
 𝑑𝑡           → ln(𝑔(𝑡)) = ln 𝑡             

→ 𝑔(𝑦) = 𝑡 

Encontramos          𝜇(𝑟, 𝑡) = 𝑓(𝑟). 𝑔(𝑡) 

𝜇(𝑟, 𝑡) = 𝑓(𝑟). 𝑔(𝑦) 

𝜇(𝑟, 𝑡) = 𝑒2𝑟𝑡 

Multiplicamos    𝜇(𝑟, 𝑡) = 𝑒2𝑟𝑡    en la ecuación original 

 

(𝑟𝑒2𝑟𝑡2 + 𝑟2𝑒2𝑟𝑡2 + 𝑒2𝑟𝑡4)𝑑𝑟 + (𝑟2𝑒2𝑟𝑡 + 2𝑒2𝑟𝑡3)𝑑𝑡 = 0 

Comprobación 

𝜕𝑀

𝜕𝑡
=
𝜕𝑁

𝜕𝑟
 

2𝑟𝑒2𝑟𝑡 + 2𝑟2𝑒2𝑟𝑡 + 4𝑒2𝑟𝑡3 = 2𝑟𝑒2𝑟𝑡 + 2𝑟2𝑒2𝑟𝑡 + 4𝑒2𝑟𝑡3     
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Solución:           

𝑀(𝑟,𝑡)𝑑𝑟 + 𝑁(𝑟,𝑡)𝑑𝑡 = 0 

∫𝑀(𝑟)𝑑𝑟 +∫𝑁(𝑡) 𝑑𝑡 +∫𝑀(𝑟,𝑡)𝑑𝑟 + ∫𝑁𝑟,𝑡 𝑑𝑡 = 𝑐 

∫(𝑟𝑒2𝑟𝑡2 + 𝑟2𝑒2𝑟𝑡2 + 𝑒2𝑟𝑡4)𝑑𝑟 + ∫(𝑟2𝑒2𝑟𝑡 + 2𝑒2𝑟𝑡3)𝑑𝑡 = 𝑐 

1

2
𝑟𝑒2𝑟𝑡2 −

1

4
𝑒2𝑟𝑡2 +

1

2
𝑟2𝑒2𝑟𝑡2 −

1

2
𝑟𝑒2𝑟𝑡2 +

1

4
𝑒2𝑟𝑡2 +

1

2
𝑒2𝑟𝑡4

+
1

2
𝑟2𝑒2𝑟𝑡2 +

1

2
𝑒2𝑟𝑡4 = 𝑐 

𝟏

𝟐
𝒓𝟐𝒆𝟐𝒓𝒕𝟐 +

𝟏

𝟐
𝒆𝟐𝒓𝒕𝟒 = 𝒄 

4. (
𝟏

𝟐
𝒑𝒒 −

𝟒

𝒒𝟐
)𝒅𝒑 + (

𝟐

𝟑
𝒑𝟐 −

𝟐𝒑

𝒒𝟑
)𝒅𝒒 = 𝟎                        (CASO 4) 

𝑝𝑣𝑞𝑡 ∗ [(
1

2
𝑝𝑞 −

4

𝑞2
) 𝑑𝑝 + (

2

3
𝑝2 −

2𝑝

𝑞3
) 𝑑𝑞 = 0] 

(
1

2
𝑝𝑣+1𝑞𝑡+1 − 4𝑝𝑣𝑞𝑡−2)𝑑𝑝 + (

2

3
𝑝𝑣+2𝑞𝑡 − 2𝑝𝑣+1𝑞𝑡−3)𝑑𝑞 = 0 

𝜕𝑉

𝜕𝑞
=
1

2
(𝑡 + 1)𝑝𝑣+1𝑞𝑡 − 4(𝑡 − 2)𝑝𝑣𝑞𝑡−3       

𝜕𝑇

𝜕𝑝

=
2

3
(𝑣 + 2)𝑝𝑣+1𝑞𝑡 − 2(𝑣 + 1)𝑝𝑣𝑞𝑡−3 

𝑝𝑣+1𝑞𝑡 ⇒
1

2
(𝑡 + 1) =

2

3
(𝑣 + 2) 

𝑝𝑣𝑞𝑡−3 ⇒ −4(𝑡 − 2) = −2(𝑣 + 1) 

∗   𝑡 =
4

3
(𝑣 + 2) − 1 ∗   [−4 (

4(𝑣 + 2) − 9

3
) = −2(𝑣 + 1)] ∗ 3 

𝑡 =
4

3
(1 + 2) − 1 

−16𝑣 − 32 + 36 = −6𝑣 − 6 

𝑡 = 4 − 1 10𝑣 = 10 

𝑡 = 3 𝑣 = 1 
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𝜇 = 𝑝𝑣𝑞𝑡 ⇒ 𝑝𝑞3 

(
1

2
𝑝2𝑞4 − 4𝑝𝑞)𝑑𝑝 + (

2

3
𝑝3𝑞3 − 2𝑝2) 𝑑𝑞 = 0 

𝜕𝑉

𝜕𝑞
= 2𝑝2𝑞3 − 4𝑝                 

𝜕𝑇

𝜕𝑝
= 2𝑝2𝑞3 − 4𝑝 

Solución: 

∫(
1

2
𝑝2𝑞4 − 4𝑝𝑞)𝑑𝑝 + ∫(

2

3
𝑝3𝑞3 − 2𝑝2) 𝑑𝑞 = ∫0 

1

6
𝑝3𝑞4 − 𝑝2𝑞 +

1

6
𝑝3𝑞4 − 𝑝2𝑞 = 𝐶 

𝟏

𝟔
𝒑𝟑𝒒𝟒 − 𝒑𝟐𝒒 = 𝑪 

 

2.4.3. Ejercicios varios 

 

Ejercicio 1 

 

(𝟔𝐚𝐛 − 𝟐𝐛𝟐 + 𝟏)𝛛𝐚 + (𝟑𝐚𝟐 − 𝟒𝐚𝐛)𝛛𝐛 = 𝟎         𝐏𝐚𝐫𝐚:  𝐛(𝟏) = 𝟐 

Se verifica que M=N 

∂F

∂a
= 6ab − 2b2 + 1                       M =

∂F

∂a
= Fa 

∂F = (6ab − 2b2 + 1) ∂a              N =
∂F

∂b
= Fb 

Se aplica el procedimiento de solución 

∫∂F = ∫(6ab − 2b2 + 1) ∂a 

F = 6b
a2

2
− 2b2a + a + φ(b) 
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F = 3a2b − 2ab2 + b + φ(b) 

∂F

∂b
= 3a2 − 2a ∗ 2b + 0 + φ´(b) 

∂F

∂b
= 3a2 − 4ab + φ´(b) 

3a2 − 4ab + φ´(b) = 3a2 − 4ab 

φ(b) = C 

F(a, b) = C 

3a2 − 4ab + a = C    (Solución Particular) 

 

Ejercicio 2 

𝒆𝒂(𝒃𝟑 + 𝒂𝒃𝟑 + 𝟏)𝒅𝒂 + 𝟑𝒃𝟐(𝒂𝒆𝒂 − 𝟔)𝒅𝒃 = 𝟎 

Se verifica que M=N 

𝜕𝑃

𝜕𝑏
= 𝑒𝑎(3𝑏2 + 3𝑏2𝑎) → 𝑒𝑎3𝑏2(1 + 𝑎) 

𝜕𝑄

𝜕𝑏
= 3𝑏2(𝑒𝑎 + 𝑎𝑒𝑎) → 𝑒𝑎3𝑏2(1 + 𝑎) 

𝐷 = 𝑅2 

Se aplica el procedimiento de solución 

𝜕𝐹

𝜕𝑎
= 𝑃(𝑎, 𝑏) = 𝑒𝑎(𝑏3 + 𝑎𝑏3 + 1) → 𝐹(𝑎, 𝑏)

= ∫𝑒𝑎(𝑏3 + 𝑎𝑏3 + 1)𝑑𝑎 = 
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𝑒𝑎(𝑏3 + 𝑎𝑏3 + 1)

− ∫𝑒𝑎𝑏3𝑑𝑎 = 𝑒𝑎(𝑏3 + 𝑎𝑏3 + 1) − 𝑒𝑎𝑏3

= 𝑒𝑎(𝑎𝑏3 + 1)+∝ (𝑏) 

𝜕𝐹

𝜕𝑏
= 3𝑎𝑏2𝑒𝑎 + 𝜑´(𝑏) 

Deberá coincidir con: 

𝑄(𝑎, 𝑏) = 3𝑏2(𝑎𝑒𝑎 − 6)𝑑𝑏 → 𝛼´(𝑏) = −18𝑏2 → 𝛼(𝑏)

= −6𝑏3 + 𝑐𝑡𝑒 

Por tanto: 

𝐹(𝑎, 𝑏) = 𝑒𝑎(𝑎𝑏3 + 1) − 6 

𝑒𝑎(𝑎𝑏3 + 1) − 6𝑏3 = 𝐾        (Solución General) 

 

Ejercicio 3 

(𝟐𝒂𝒃 + 𝒃𝟐)𝒅𝒂 + (𝒂𝟐 + 𝟐𝒂𝒃 − 𝒃)𝒅𝒃 = 𝟎 

Se verifica que M=N 

M=
𝜕𝑃

𝜕𝑏
= 2𝑎 + 2𝑏 

𝑁 =
𝜕𝑄

𝜕𝑎
= 2𝑎 + 2𝑏 

 

Se aplica el procedimiento de solución 

𝐹(𝑎, 𝑏) = ∫(2𝑎𝑏 + 𝑏2)𝑑𝑎 = 𝑎2𝑏 + 𝑏2𝑎 + 𝛼(𝑏) 

𝜕𝐹

𝜕𝑏
= 𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝛼´(𝑏) = 𝑄(𝑎, 𝑏) = 𝑎2 + 2𝑎𝑏 − 𝑏 → 𝜕´(𝑏) = −𝑏 
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𝛼(𝑏) = −
𝑏2

2
+ 𝑐𝑡𝑒 

                                𝑎2𝑏 + 𝑏2𝑎 −
𝑏2

2
= 𝑘    (Solución General) 

 

 

Ejercicio 4 

(𝒂 + 𝒃𝒄𝒐𝒔𝒂)𝒅𝒂 + 𝒔𝒆𝒏𝒂𝒅𝒃 = 𝟎 

Se verifica que M=N 

M=Pb=cos a 

N= Qa=cos a  

Se aplica el procedimiento de solución 

𝐹(𝑎, 𝑏) = ∫𝑠𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎 = 𝑏𝑠𝑒𝑛𝑎 + 𝛼(𝑎) 

𝜕𝐹

𝜕𝑎
= 𝑏𝑐𝑜𝑠𝑎 + 𝛼´(𝑏) = 𝑃(𝑎, 𝑏) = 𝑎 + 𝑏𝑐𝑜𝑠𝑎 

→ 𝛼´(𝑎) = 𝑎 → 𝑎(𝑎) =
𝑎2

2
+ 𝑐𝑡𝑒 

𝑏𝑠𝑒𝑛𝑎 +
𝑎2

2
= 𝑘  (Solución General) 

 

Ejercicio 5 

(𝟐𝒂𝒆𝒃 + 𝒆𝒂)𝒅𝒂 + (𝒂𝟐 + 𝟏)𝒆𝒃 = 𝟎 

 

Se verifica que M=N 
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𝑀 = 𝑃𝑏 = 2𝑎𝑒𝑏 

 𝑁 = 𝑄𝑎 = 2𝑎𝑒𝑏  

Se aplica el procedimiento de solución 

𝐹(𝑎, 𝑏) = ∫(2𝑎𝑒𝑏 + 𝑒𝑎)𝑑𝑎 =𝑎2𝑒𝑏 + 𝑒𝑎 + 𝛼(𝑏) 

𝜕𝐹

𝜕𝑏
= 𝑎2𝑒𝑏 + 𝛼´(𝑏) = 𝑄(𝑎, 𝑏) = (𝑎2 + 1)𝑒𝑏 → 𝛼´(𝑏) = 𝑒𝑏 → 𝛼(𝑏)

= 𝑒  𝑏 + 𝑐𝑡𝑒 

𝑎2𝑒𝑏 + 𝑒𝑎 + 𝑒𝑏 = (𝑎2 + 1)𝑒𝑏 + 𝑒𝑎 = 𝑘  (Solución General) 
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Ejercicios propuestos 

1. 𝑏2 +  2𝑎 + (5𝑏4 +  2𝑎𝑏)𝑏´ =  0, 𝑏(0) =  3 

2. (𝑎3 + 𝑎𝑏2)𝑑𝑎 + (𝑎2𝑏 + 𝑏3)𝑑𝑏 = 0 

3. (2𝑎 − 1)𝑑𝑎 + (3𝑏 + 7)𝑑𝑏 = 0 

4. (5𝑎 + 4𝑏)𝑑𝑎 + (4𝑎 − 8𝑏3)𝑑𝑏 = 0 

5. (𝑠𝑒𝑛𝑏 − 𝑏𝑠𝑒𝑛𝑎)𝑑𝑎 + (𝑐𝑜𝑠𝑎 + 𝑎𝑐𝑜𝑠𝑏 − 𝑏)𝑑𝑏 = 0 

6. (2𝑏2𝑎 − 3)𝑑𝑎 + (2𝑏𝑎2 + 4)𝑑𝑏 = 0 

7. (𝑒𝑎 + 𝑏)𝑑𝑎 + (2 + 𝑎 + 𝑏𝑒𝑏)𝑑𝑏 = 0             𝑏(0) = 1 

8. (4𝑏 + 2𝑎 − 5)𝑑𝑎 + (6𝑏 + 4𝑎 − 1)𝑑𝑏 = 0 ;          𝑏(−1) = 2 

9. 𝑠𝑒𝑐 𝑥(𝑡𝑔𝑥𝑡𝑔𝑦 + 𝑦𝑠𝑒𝑐 𝑥)𝜕𝑥 + (𝑠𝑒𝑐𝑥 𝑠𝑒𝑐2𝑦 + 𝑡𝑔𝑥)𝜕𝑦 = 0 

10. (2𝑥 + 𝑦𝑐𝑜𝑠(𝑥𝑦))𝜕𝑥 + 𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥𝑦)𝜕𝑦 = 0 
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2.5 Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias  

Los diversos problemas que pueden resolverse con la ayuda de 

ecuaciones diferenciales son muchos, vienen dados por las 

interpretaciones de la función derivada. Ejemplos: tasas de variación en 

general, velocidades, tasas de cambio, pendientes, marginal, ente otros. 

 

2.5.1 Trayectorias ortogonales 

Dos familias de curvas, se dice que son ortogonales, si cada miembro de 

la una familia es ortogonal a cada miembro de la otra familia. 

 

Dos curvas son ortogonales entre sí, cuando se intersecan 

ortogonalmente, es decir sus rectas tangentes son ortogonales entre sí, 

en el punto común. 

 

Dos rectas son ortogonales entre sí, cuando el producto de sus 

pendientes es –1. 

Así entonces, si dos familias de curvas están dadas por las ecuaciones: 

  0,, 11 cyxG ,   0,, 22 cyxG  

 

Y si la pendiente de la primera familia está dada por:  yxfy ,  

entonces la pendiente de la segunda familia (la ortogonal) debe ser:  

 yxf
y

,

1
  
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Nota. En la práctica, se da una familia de curvas y lo que se busca es la 

familia ortogonal. 

Para encontrar las ecuaciones de las trayectorias ortogonales se procede 

así: 

1. Inicialmente hallamos la pendiente mA de la ecuación derivando 

con respecto a p y q. 

2. Despejamos la constante de la pendiente, en caso de tenerla. 

3. Reemplazamos la constante en la ecuación original. 

4. Hallamos la inversa de la pendiente mB la cual es igual a: 

𝑚𝐴 .𝑚𝐵 = −1   ; 𝑑𝑒𝑏𝑖𝑑𝑜 𝑎 𝑞𝑢𝑒 𝑒𝑠 𝑜𝑟𝑡𝑜𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙(𝑝𝑒𝑟𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟) 

𝑚𝐵 = −
1

𝑚𝐴
 

5. Identificar qué tipo de ecuación es y resolverla por el método 

adecuado. 

6. No todas las ecuaciones ortogonales son exactamente iguales. 

 

Ejercicios 

 

1. Encontrar la trayectoria ortogonal que pase por (1,2) de la 

familia: 𝒙𝟐 + 𝟑𝒚𝟐 = 𝑪𝒚 

 

𝑚𝐴;  2𝑥 + 6𝑦𝑦′ = 𝐶𝑦′ 

𝑚𝐴; 
2𝑥

𝑦′
+ 6𝑦 = 𝐶 

 

𝑆𝑢𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑦𝑒𝑛𝑑𝑜 𝐶 𝑒𝑛 𝑙𝑎 𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛  𝑜𝑟𝑖𝑔𝑖𝑛𝑎𝑙 
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𝑚𝐴; 𝑥2 + 3𝑦2 = (
2𝑥

𝑦′
+ 6𝑦) 𝑦 

𝑥2

𝑦
+ 3𝑦 =

2𝑥 + 6𝑦𝑦′

𝑦′
 

𝑥2𝑦′

𝑦
+ 3𝑦𝑦′ = 2𝑥 + 6𝑦𝑦′ 

𝑦′ (
𝑥2

𝑦
+ 3𝑦 − 6𝑦) = 2𝑥 

𝑦1 (
𝑥2 − 3𝑦2

𝑦
) = 2𝑥 

𝑚𝐴;   𝑦′ =
2𝑥𝑦

𝑥2 − 3𝑦2
 

𝑚𝐵:− 
1

𝑚𝐴
 

𝑚𝐵; 𝑦′ = −
𝑥2 − 3𝑦2

2𝑥𝑦
 

𝑦′ = −
𝑥

2𝑦
+
3𝑦

2𝑥
 

𝑦′ −
3𝑦

2𝑥
= −

𝑥

2𝑦
     𝐸𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝐵𝑒𝑟𝑛𝑜𝑢𝑙𝑙𝑖 

𝑦′ −
3𝑦

2𝑥
= −

𝑥𝑦−1

2
      

 

 

 

 

𝑦𝑛 = 𝑦−1 

𝑧 = 𝑦2 

𝑧′ = 2𝑦𝑦′ 
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𝑦′𝑦 −
3𝑦2

2𝑥
= −

𝑥

2
 

𝑧′𝑦

2𝑦
−
3𝑧

2𝑥
= −

𝑥

2
 

𝑧′ −
3𝑧

𝑥
= −𝑥 

𝑧 = 𝑒−∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥[∫ 𝑄(𝑥)𝑒∫ 𝑃(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑒3∫
𝑑𝑥
𝑥 [∫ − 𝑥𝑒−3∫

𝑑𝑥
𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑒𝑙𝑛𝑥
3
[∫ − 𝑥𝑒𝑙𝑛𝑥

−3
𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑥3[∫ − 𝑥𝑥−3𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑥3[∫ − 𝑥−2𝑑𝑥 + 𝐶] 

𝑧 = 𝑥3[𝑥−1 + 𝐶] 

𝑦2 = 𝑥2 + 𝐶𝑥3 

𝑅𝑒𝑒𝑚𝑝𝑙𝑎𝑧𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑒𝑙 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 (1,2) 

4 = 1 + 𝐶 

𝐶 = 3 

𝒚𝟐 = 𝒙𝟐 + 𝟑𝒙𝟑 

 

2. Hallar las trayectorias ortogonales de la ecuación    𝒙𝟐 − 𝒙𝒚 +

 𝒚𝟐 = 𝒄 

2𝑥 − 𝑦 + 𝑥 𝑦′ +  2𝑦𝑦′ = 0 

 𝑦′(𝑥 + 2𝑦) = 𝑦 − 2𝑥 

𝑦′ =
𝑦 − 2𝑥

𝑥 + 2𝑦
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 𝑦′ = −
𝑥 + 2𝑦

𝑦 − 2𝑥
 

 𝑦′ = −
𝑥 + 2𝑦

𝑦 − 2𝑥
     𝐸. 𝐷. 𝐻𝑜𝑚𝑜𝑔é𝑛𝑒𝑎 

 

 

 

𝑢′𝑥 + 𝑢 = −
𝑥 + 2𝑢𝑥

𝑢𝑥 − 2𝑥
 

(𝑢′𝑥 + 𝑢)(𝑢𝑥 − 2𝑥) + 𝑥 + 2𝑢𝑥 = 0 

𝑢′𝑢 𝑥2 − 2𝑢′𝑥2 + 𝑢2𝑥 − 2𝑢𝑥 + 𝑥 + 2𝑢𝑥 = 0 

𝑢′ 𝑥2(𝑢 − 2) + 𝑥(𝑢2 + 1) = 0 

𝑥2(𝑢 − 2)

𝑥2(𝑢2 + 1)
𝑑𝑢 +

𝑥(𝑛2 + 1)

𝑥2(𝑢2 + 1)
𝑑𝑥 = 0 

∫
𝑢𝑑𝑢

𝑢2 + 1
+ 2∫

𝑑𝑢

𝑢2 + 1
+ ∫

𝑑𝑥

𝑥
= ∫ 0 

1

2
ln(𝑢2 + 1) + 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑢) + 𝑙𝑛𝑥 = 𝐶 

𝑙𝑛[(𝑢2 + 1)𝑥] + 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑢) = 𝐶 

𝑙𝑛 [(
𝑦2

𝑥2
+ 1)

1
2⁄

𝑥] + 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (
𝑦

𝑥
) = 𝐶 

𝑙𝑛[(𝑦2 + 𝑥2)1/2] + 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (
𝑦

𝑥
) = 𝐶 

 

3. Encontrar las trayectorias ortogonales, que pasan a través del 

punto (-2,3) de la familia de curvas y2=kx 

𝑦 = 𝑢𝑥 

𝑦′ =  𝑢′𝑥 + 𝑢 
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 𝑦2 = 𝑘𝑥 

2𝑦 𝑦′ = 𝑘𝑥 

𝑘 =
2𝑦 𝑦′

𝑥
 

Sustituimos en la ecuación inicial 

 𝑦2 = 𝑘𝑥 

𝑚𝐴;   𝑦2 =
2𝑦 𝑦′𝑥

𝑥
 

 𝑦2 = 2𝑦 𝑦′ 

 𝑚𝐵;  𝑥′ =
𝑦

2
        𝑉𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠 𝑆𝑒𝑝𝑎𝑟𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠 

𝑑𝑥

𝑑𝑦
=
𝑦

2
 

2∫ 𝑑𝑥 = ∫ 𝑦𝑑𝑦 

2∫ 𝑑𝑥 − ∫ 𝑦𝑑𝑦 = ∫ 0 

2𝑥 −
 𝑦2

2
= 𝐶 

Reemplazamos el punto (−2,3) 

2(−2) −
 (3)2

2
= 𝐶 

−4 −
9

2
= 𝐶 

−8 − 9

2
= 𝐶 

𝐶 = −
17

2
 

𝟐𝒙 −
 𝒚𝟐

𝟐
= −

𝟏𝟕

𝟐
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Nota: Si la familia de curvas planas se da por una ecuación en 

coordenadas polares   0,, ar  , (A), donde a es un parámetro. 

Eliminando el parámetro “a” entre la ecuación (A) y  0




d

d
,                  

encontramos    la    ecuación   diferencial   de  la   familia:              

  0,, rrF      (A) 

Sustituyendo en esta r´ por 
r

r




2

 obtenemos    la ecuación diferencial de 

la familia de las trayectorias ortogonales.    .0,,
2













r

r
rF   

 

2.5.2 Aplicaciones geométricas 

Las aplicaciones geométricas están relacionadas con la primera 

derivada, en la Tabla 1 se muestran algunas propiedades de la derivada 

relacionada con las curvas y que sirven para realizar los diversos 

ejemplos. 

Procedimiento de solución 

1. Leer de manera detenida el enunciado. 

2. Realizar un esquema gráfico de acuerdo con el enunciado. 

3. Identificar las fórmulas o ecuaciones que se pueden utilizar para 

la solución de los ejercicios. 

4. Establecer una ecuación que se pueda resolver por ecuaciones 

diferenciales. 

5. Resolver aplicando cualquier método conocido de ecuaciones 

diferenciales. 
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Tabla 1 

Ecuaciones utilizadas para resolver problemas geométricos aplicando 

ecuaciones diferenciales ordinarias. 

1 Ecuación de la recta tangente a la 

curva en el punto (x,y)  

 

𝑌 − 𝑦 = 𝑦′(𝑋 − 𝑥) 
 

2 Ecuación de la recta normal a la 

curva en el punto (x,y) 

 

𝑌 − 𝑦 = 𝑥′(𝑋 − 𝑥) 
 

3 Segmento de la recta tangente entre 

el punto coordenado y el eje de 

coordenadas  

 

Eje X 

𝑋 = 𝑥 + 𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 

 

Eje Y 

𝑌 = 𝑦 + 𝑥
𝑑𝑥

𝑑𝑦
 

4 Segmento de la recta normal entre 

el punto coordenado y el eje de 

coordenadas 

Eje X 

𝑋 = 𝑥 − 𝑦
𝑑𝑥

𝑑𝑦
 

 

Eje Y 

𝑌 = 𝑦 − 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

5 Longitud de la tangente entre el 

P(x,y) y el eje de coordenadas 

Eje X 

𝑦 ∗ √1 + (
𝑑𝑥

𝑑𝑦
)
2

 

 

Eje Y 

𝑥 ∗ √1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

 

6 Longitud de la normal entre el 

P(x,y) y el eje de coordenadas 

 

Eje X 

𝑦 ∗ √1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

 

 

 

Eje Y 

𝑥 ∗ √1 + (
𝑑𝑥

𝑑𝑦
)
2

 

7 Longitud de la sub tangente 
𝑦
𝑑𝑥

𝑑𝑦
 

 

8 Longitud de la sub normal 
𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 

9  Longitud de arco 𝑑𝑠 = √(𝑑𝑥)2 + (𝑑𝑦)2 

 

10 Área (elementos de área) 𝑦𝑑𝑥 𝑜 𝑥𝑑𝑦 
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Ejercicios 

 

1. En cualquier punto de una curva y la recta que une ese punto 

con el origen formando un triángulo isósceles con base en el eje de 

las x. Hallar la ecuación de la curva sabiendo que pasa por el punto 

(2,2). 

 

Ecuaciones a utilizar 

Ecuación de la recta tangente a la curva en 

el punto (x,y)  

𝑌 − 𝑦 = 𝑦′(𝑋 − 𝑥) 

 

Ecuación de la recta normal a la curva en 

el punto (x,y) 

𝑌 − 𝑦 = 𝑥′(𝑋 − 𝑥) 

 

Solución 

Condiciones iniciales: P(2,2) 

Gráfico esquema 

 

 
Figura 9. Esquema gráfico de solución 
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Planteamiento 

𝐿1┴𝐿2 

𝑡𝑎𝑔1 ∗ 𝑡𝑎𝑔2 = −1 

𝑡𝑎𝑔1 = 𝑎𝑟 𝑡𝑎𝑔2 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝑦

𝑥
 

𝑑𝑦

𝑦
+
𝑑𝑥

𝑥
= 0 

 

Solución general 

∫
𝑑𝑦

𝑦
+ ∫

𝑑𝑥

𝑥
= 𝑐 

𝑙𝑛𝑦 + 𝑙𝑛𝑥 = 𝑙𝑛𝑐 

𝑦 ∗ 𝑥 = 𝑐 

 

Solución particular 

C.I.  

𝑥 = 2 

𝑦 = 2 

 𝑦𝑥 = 𝑐 

2 ∗ 2 = 𝑐 

𝑐 = 4 

𝒚𝒙 = 𝟒 
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2. El eje de las X, la tangente y la ordenada en cada punto de la 

curva forman un triángulo de área constante K, Hallar la ecuación 

de la curva obteniendo los valores correspondientes de K y de la 

constante de integración, suponiendo que pasa por los puntos (0,4) 

y (1,2) 

 

Ecuaciones a utilizar 

Longitud de la sub tangente 
𝑦
𝑑𝑥

𝑑𝑦
 

 

Condiciones iniciales 

Po (0,4); P(1,2) 

 

 

Figura 10 

Esquema gráfico de solución. 
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Solución 

2𝐾 = 𝑦2
𝑑𝑥

𝑑𝑦
 

Solución General 

∫
2𝐾𝑑𝑦

𝑦2
= ∫𝑑𝑥 

2𝐾∫
𝑑𝑦

𝑦2
 = 𝑋 + 𝐶 

 

2𝐾

𝑦
= 𝑋 + 𝐶 

Solución particular 

C.I.  

𝑃𝑜 = (0,4) 

−2𝐾

4
= 0 + 𝐶 

−𝐾

2
= 𝐶 

𝑃 = (1,2) 

∆𝑂𝑀𝑁 

𝐴 = 𝐾 

𝐴 =
𝑏 ∗ ℎ

2
 

𝐾 = 𝑂𝑀 ∗ 𝑂𝑁 

2𝐾 = 𝑦
𝑑𝑥

𝑑𝑦
𝑦 
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−2𝐾

2
= 1 + 𝐶 

−𝑘 = −1 −
𝐾

2
 

−𝐾

2
= 1 

𝐾 = −2 

−(−2)

2
= 𝐶 

1 = 𝐶 

2(−2)

𝑦
= 𝑋 + 1 

0 = 4 − 𝑥𝑦 − 𝑦 

 

3. La normal en todo punto de la curva pasa por un punto fijo. 

Hallar la ecuación de la curva. 

Ecuaciones a utilizar 

Ecuación de la recta normal a la curva en el 

punto (x,y) 

𝑌 − 𝑦 = 𝑥′(𝑋 − 𝑥) 

Normal 
𝑚 = −

𝑑𝑥

𝑑𝑦
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Figura 11 

 

Esquema gráfico de solución. 

 

 
 

Solución 

𝑚 = −
𝑑𝑥

𝑑𝑦
=
𝑦 − 𝑘

𝑥 − ℎ
 

∫(𝑦 − 𝑘)𝑑𝑦 = −∫(𝑥 − ℎ)𝑑𝑥 

(𝑦 − 𝑘)2

2
= −

(𝑥 − ℎ)2

2
+ 𝐶 

(𝑦 − 𝑘)2

2
+
(𝑥 − ℎ)2

2
=
𝐶2

2
 

(𝑦 − 𝑘)2 + (𝑥 − ℎ)2 = 𝐶2 

 

4. Encuentre la forma que debe tener un espejo de rotación 

para que un rayo de luz, que parta de una fuente, se refleje siempre 

en forma paralela al eje de rotación. 
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Figura 12 

 

Esquema gráfico de solución. 

 

 

 

Solución: 

Si se ubica la fuente de luz en el origen del plano xy  , y el eje de 

rotación se lo hace coincidir con el eje Ox . De acuerdo con el gráfico, 

si el ángulo SPT es   , entonces el ángulo OPA también es  , puesto 

que el ángulo de incidencia es igual al ángulo de reflexión, de donde el 

triángulo AOP es isósceles, es decir, A O = O P. 

 

Entonces: 𝑡𝑎𝑛(𝜃) = 𝑦 ′ =
𝑃𝑀

𝐴𝑀
 

𝐴𝑀 = 𝐴𝑂 + 𝑂𝑀   

𝐴𝑀 = 𝑂𝑃 + 𝑥      

𝑃𝑀 = 𝑦    

 𝑂𝑃 = √𝑥2 + 𝑦2 
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La ecuación para esta familia de curvas es: y  =  
𝑦

𝑥+√𝑥2+𝑦2
.  (Ecuación 

Homogénea de grado uno)   

Cambio de variable: 𝑧 =
𝑥

𝑦
    y    

𝑑𝑥

𝑑𝑦
= 𝑧 + 𝑦

𝑑𝑧

𝑑𝑦
 

𝑧 + 𝑦
𝑑𝑧

𝑑𝑦
=
𝑧𝑦 + √𝑧2. 𝑦2 + 𝑦2

𝑦
 

𝑧 + 𝑦
𝑑𝑧

𝑑𝑦
= 𝑧 + √𝑧2 + 1 ⇒ 𝑦

𝑑𝑧

𝑑𝑦
= √𝑧2 + 1 

𝑦
𝑑𝑧

𝑑𝑦
= √𝑧2 + 1 ⇒

𝑑𝑧

√𝑧2 + 1
=
𝑑𝑦

𝑦
 

Integrando: 

∫
𝑑𝑧

√𝑧2 + 1
= ∫

𝑑𝑦

𝑦
+ 𝑙𝑛|𝐶| ⇒ 𝑙𝑛 |𝑧 + √𝑧2 + 1| = 𝑙𝑛|𝑦| + 𝑙𝑛|𝐶| 

𝑙𝑛 |𝑧 + √𝑧2 + 1| = 𝑙𝑛|𝑦𝐶| 

𝑧 + √𝑧2 + 1 = 𝑦𝐶 

Regresando a variables x e y, y realizando simplificaciones algebraicas 

se obtiene: cxcy 222  ,   









2
22 c

xcy  Familia de parábolas. 

 

2.6 Aplicaciones físicas 

 

2.6.1.1 Mecánicas 

Las aplicaciones a la mecánica están relacionadas con  la aplicación de 

la segunda ley de Newton la cual dice que:  ,*amF   donde “m” es la 

masa y “a” la aceleración, cabe recordar también que: 
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a)    
2

2

dt

xd

dt

dv
a  , donde “v” es la velocidad, “t” el tiempo y “x” el 

espacio y 

b)   
dt

dx
v  ,  donde “t” es el tiempo y “x” el espacio. 

 

Ejercicios 

 

1. Un paracaidista, está cayendo con una velocidad de 176 

pies/seg = 
.

65,53
seg

m , cuando se abre su paracaídas. Si la 

resistencia del aire es 256
2Wv  lb, donde W es el peso total del 

hombre y del paracaídas, hallar su velocidad como una función del 

tiempo  t  después de abierto el paracaídas. 

Solución: 

Fuerza  neta sobre el sistema  =  peso del sistema  -  resistencia del aire.  

𝑊

𝑔
.
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑊 −

𝑊𝑣2

256
 

Simplificando, separando variables e Integrando entre los límites   t = 0,  

v = 176 y   t = t   y   v = v. Se tiene: 

 

𝑙𝑛.
𝑣 − 16

𝑣 + 16
− 𝑙𝑛.

5

6
= −4𝑡 ⇒

𝑣 − 16

𝑣 + 16
=
5

6
𝑒−4𝑡 ⇒ 𝑣 = 16

6 + 5𝑒−4𝑡

6 − 5𝑒−4𝑡
 










 
tvtv t

v

v
dt

v

dvdt

v

dv

0176
0176 22 816

16
ln

32

1

8

1

2568256



 

 

 

 
 

141 

 
 

 

Como conclusión podemos observar que el paracaidista alcanza 

rápidamente  una velocidad aproximadamente constante. 

 

2. Una bala que se mueve con una velocidad de 400 m/s, 

atraviesa una pared de 20 cm de ancho y sale con una velocidad de 

100 m/s. Si la fuerza de resistencia de la pared es proporcional al 

cuadrado de la velocidad, determine en que tiempo atraviesa la bala 

la pared. 

 

Solución: 

V0 = la velocidad inicial 

Vf  = la velocidad final 

h  = ancho de la pared 

Segunda ley de Newton:  𝑚
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −𝑘𝑣2 (el signo negativo es para 

indicar que es fuerza  de resistencia) 

 

Separando variables e integrando tenemos: 

𝑑𝑣

𝑣2
= −

𝑘

𝑚
𝑑𝑡 ⇒ ∫

𝑑𝑣

𝑣2
= −

𝑘

𝑚
∫𝑑𝑡 + 𝐶 ⇒ −

1

𝑣
= −

𝑘

𝑚
𝑡 + 𝐶 

Con la condición inicial     de v = v0    para  t = 0,  encontramos  𝐶 = −
1

𝑣0
.  

de donde: 

m

k
kdonde

v
tk

v
 1

0

1 ........
11
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Si T es el tiempo necesario para que atraviese la pared, se tiene:  

1

𝑣1
= 𝑘1𝑇 +

1

𝑣0
 

Si x = x (t)  es el desplazamiento recorrido hasta el instante t, se tiene: 

𝑣 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
 entonces: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑣0
𝑘1𝑣0𝑡 + 1

 

𝑑𝑥 =
𝑣0

𝑘1𝑣0𝑡 + 1
𝑑𝑡 

∫𝑑𝑥 = ∫
𝑣0

𝑘1𝑣0𝑡 + 1
𝑑𝑡 + 𝐶1 

𝑥 =
1

𝑘1
𝑙𝑛( 𝑘1𝑣0𝑡 + 1) + 𝐶1 

Con la condición de que para  t = 0,   x = 0,  encontramos  C1 =  0, y  

con   x = h    para   t = T  

Reemplazando se obtiene 𝑇 =
ℎ

𝑙𝑛(
𝑣0
𝑣1
)
(
1

𝑣1
−

1

𝑣0
) 

Reemplazando los datos del problema: v0 = 400, v1 = 100 y  h = 0.2,  se 

obtiene que el tiempo que necesita la bala para cruzar la pared es de: T 

= 0.00108 (seg). 

 

3. Determinar el camino recorrido “S” por un cuerpo durante 

un tiempo “t” si se sabe que su velocidad es directamente 

proporcional al camino recorrido. Además, se sabe que en 10s el 

cuerpo recorre 100m y en 15s el cuerpo recorre 200m. 
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Condición 1    t=10s        S1=100m 

Condición 2    t=15s        S2=200m 

  

𝑣 𝛼 𝑆 

𝑣 = 𝑘𝑆 

𝑑𝑠

𝑑𝑡
= 𝑘𝑆 

∫
𝑑𝑠

𝑠
= ∫𝑘𝑑𝑡 

𝑙𝑛𝑆 = 𝑘𝑡 + 𝐶 

𝑠 = 𝐶. 𝑒𝑘𝑡 

Condición 1 

𝑙𝑛100 = 𝑘(10) + 𝐶 

Condición 2 

𝑙𝑛200 = 𝑘(15) + 𝐶 

Igualar ecuaciones 

𝑙𝑛100 = 𝑘(10) + 𝐶 

[𝑙𝑛200 = 𝑘(15) + 𝐶] (−1) 

− ln(100) = 𝑘(5) 

𝑘 =
− ln 100

5
 

𝑘 = 0,14 

𝐶 = 3,21 

Solución 

𝑆 = 𝑒0,14𝑡. 𝑒3,21 

𝑠 = 25𝑒0,14𝑡 
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2.6.1.2 Aplicaciones termodinámicas 

Las ecuaciones diferenciales pueden ser utilizadas para resolver 

ejercicios de termodinámica en lo referente a cambios de temperatura, 

donde la relación a utilizar es la siguiente: 

 

𝑄 = 𝑚𝐶𝑝. ∆𝑇 

∆𝑇

∆𝑡
𝛼(𝑇 − 𝑇0) 

 

Ley de enfriamiento de Newton.  Establece, que la rapidez de cambio 

de temperatura de un cuerpo en cualquier tiempo t, es proporcional a la 

diferencia de las temperaturas del cuerpo y del medio circundante en el 

tiempo t. 

 

Consideremos: 

 

T    = temperatura del cuerpo en el tiempo t 

Tm = temperatura del medio circundante 

To   = temperatura inicial del cuerpo (t = 0). 

 

Luego la ecuación que gobierna este fenómeno es:  

)( TmTk
dt

dT
 , ya sea que aumente o disminuya la temperatura, con 

k como factor de proporcionalidad. 
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Ejercicios 

 

1. Según la ley de Newton la velocidad de enfriamiento de un 

cuerpo en el aire es proporcional es igual a la diferencia entre 

la temperatura del cuerpo 𝒕 y la temperatura del aire 𝒕𝒐. Si la 

temperatura del aire es 𝟐𝟎℃ y el cuerpo se enfría en 2º min 

desde 𝟏𝟎𝟎℃ hasta 𝟕𝟎℃. Calcular el tiempo que se demora en 

enfriar el cuerpo hasta 𝟑𝟎℃. 

Datos 

𝑇𝑜 = 20℃   → 𝑇𝑒𝑚𝑝𝑒𝑟𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑎𝑖𝑟𝑒 

𝑇 = 100℃                        𝑡 = 0𝑚𝑖𝑛 

𝑇2 = 70℃                         𝑡 = 20𝑚𝑖𝑛                       

𝑇 = 30℃                       𝑡 =? 

∆𝑇

∆𝑡
𝛼(𝑇 − 𝑇0) 

∆𝑇

∆𝑡
= −𝐾(𝑇 − 𝑇0) 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= −𝐾(𝑇 − 𝑇0) 

𝑑𝑇

(𝑇 − 𝑇0)
= −𝐾𝑑𝑡 

∫
𝑑𝑇

(𝑇 − 𝑇0)
= −𝐾∫𝑑𝑡 

𝐼𝑛(𝑇 − 𝑇0) = −𝐾𝑡 + 𝐶 
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𝑡 = 0𝑚𝑖𝑛 

𝐼𝑛(100 − 20) = −𝐾(0) + 𝐶 

𝐶 = 4,38 

𝑡 = 20𝑚𝑖𝑛 

𝐼𝑛(70 − 20) = −𝐾(20) + 4,38 

𝐾 = 0,023 

𝑙𝑛(𝑇 − 𝑇0) = −0,023𝑡 + 4,38 

𝑡 =
𝐼𝑛(𝑇 − 𝑇0) − 4,38

−0,023
→ 𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑙 

𝑇 = 30℃                       𝑡 =? 

𝑡 =
𝐼𝑛(30 − 20) − 4,38

−0,023
 

𝑡 = 90,32 𝑚𝑖𝑛 

 

2. Una taza de café cuya temperatura es 190 ⁰F se coloca en un 

cuarto cuya temperatura es 65 ⁰F. Dos minutos más tarde la 

temperatura del café es 175 ⁰F. ¿Después de cuánto tiempo la 

temperatura del café será 150 ⁰F? 

 

Sea T (t) la temperatura (en ⁰F) del café en el instante t ≥ 0 min. 

Observamos que 

𝑇(0) = 190, 𝑇𝑎 = 65 𝑦 𝑇(2) = 175 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝐾(𝑇 − 65), 𝑐𝑜𝑛  𝑇(0) = 190 𝑦 𝑎𝑑𝑒𝑚á𝑠 𝑡(2) = 175 
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Para determinar la temperatura del café en cualquier instante t ≥ 0 

min. Se sabe que: 

𝑇(𝑡) = 𝑇𝑎 + 𝐶𝑒
𝑘𝑡 ⇒ 𝑇 = 65 + 𝐶𝑒𝑘𝑡 

 

Ahora usamos la segunda condición: 

𝑇(2) = 175 ⇒ 𝑇(2) = 65 + 125𝑒𝐾.2 = 175 ⇒ 𝑒2𝑘 =
110

125
=
22

25
 

⇒ 𝑘 =
1

2
𝑙𝑛 (

22

25
) ≈ −0.0639 ⇒ 𝐾 ≈ −0.0639 

Entonces: 

𝑇(𝑡) = 65 + 125𝑒−0.0639𝑡 

 

Es la temperatura (en ⁰F) del café en el minuto t ≥0. 

Sea 𝑡1 el instante en que 𝑇(𝑡1)=150. Tenemos entonces: 

𝑇(𝑡) = 65 + 125𝑒−0.0639𝑡 = 150 ⇒ 𝑒−0.0639𝑡 = 0.68

⇒ −0.0639𝑡1 = 𝑙𝑛0.68 ⇒ 

⇒ 𝑡1 =
𝑙𝑛0.68

−0.0639
≈ 6.0354 𝑚𝑖𝑛 

Por lo tanto deben transcurrir t1 ≥ 6 min, 2 s para que la temperatura del 

café sea de 150 ⁰F 

2.6.2 Aplicaciones químicas (Descomposición de sustancias) 

 

La rapidez de la descomposición de una sustancia reactiva en un tiempo 

particular P es proporcional a la cantidad de sustancia que existe en ese 

instante. 
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𝑡 = 𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜 

𝑠 = 𝑐𝑎𝑛𝑡𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑠𝑢𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 (𝑚𝑎𝑠𝑎, 𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛) 

+ → 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠𝑖𝑐𝑖ó𝑛 

𝜶𝑺 

𝑑𝑠

𝑑𝑡
= −𝐾𝑠 

Ejercicios 

 

1. Una reacción química se desarrolla con la ley de 

descomposición si la mitad de una sustancia A ha sido 

convertida al final de 10 s. Encuentre en que tiempo se 

transformará 
𝟗

𝟏𝟎
 de la sustancia. 

𝑑𝑠

𝑑𝑡
= −𝐾𝑠 

∫
𝑑𝑠

𝑑𝑡
= −𝐾∫𝑠 

𝐼𝑛 𝑠 = −𝐾𝑡 + 𝐶 

𝑆 = 𝐶𝑒−𝐾𝑡 

Condiciones 

1) 𝑡 = 0𝑠           𝑆 = 𝑆𝑜 

2) 𝑡 = 10𝑠           𝑆 =
𝑆𝑜
2

 

𝑡 = 0𝑠           𝑆 = 𝑆𝑜 

𝐼𝑛 𝑆𝑜 = −𝐾(0) + 𝐶 

𝐶 = 𝐼𝑛 𝑆𝑜 
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𝑡 = 10𝑠           𝑆 =
𝑆𝑜
2

 

𝐼𝑛
𝑆𝑜
2
= −𝐾(10) + 𝐶 

𝐼𝑛
𝑆𝑜
2
= −𝐾(10) + 𝐼𝑛 𝑆𝑜 

𝐼𝑛
𝑆𝑜
2
− 𝐼𝑛 𝑆𝑜 = −𝐾(10) 

𝐼𝑛
1

2
= −10 𝐾 

𝐾 = 0,069 

𝐼𝑛 𝑆 = −0,069𝑡 + 𝐼𝑛 𝑆𝑜 

𝐼𝑛
𝑆

𝑆𝑜
= −0,069𝑡 

𝑆 = 𝑒−0,069𝑡𝑆𝑜 → 𝐸𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑙 

𝑆 =
1

10
𝑆𝑜 

1

10
𝑆𝑜 = 𝑒−0,069𝑡𝑆𝑜 

𝐼𝑛 
1

10
= 𝑒−0,069𝑡 

𝑡 = 33,37 𝑠 

 

2. La conversión de una sustancia B sigue la ley de la 

descomposición. Si solo una cuarta parte de la sustancia ha sido 

convertida después de 10s. Encuéntrese cuánto tarda en 

convertir 9/10 de la sustancia. 
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𝑑𝑠

𝑑𝑡
= −𝑘𝑠 

∫
𝑑𝑠

𝑠
= −𝑘∫𝑑𝑡 + 𝑐 

ln(𝑠) = − 𝑘𝑡 + 𝑐 

 

→ 𝑡 = 0    𝑠 = 𝑠𝑜 

ln(𝑠) = −𝑘𝑡 + 𝑐 

ln(𝑠𝑜) = −𝑘(0) + 𝑐 

𝑐 = ln(𝑠𝑜) 

 

→ 𝑡 = 10𝑠𝑒𝑔    𝑠 =
3

4
𝑠𝑜 

ln(𝑠) = −𝑘𝑡 + 𝑐 

ln (
3

4
𝑠𝑜) = −𝑘(10) + ln(𝑠𝑜) 

ln (

3
4 𝑠𝑜

𝑠𝑜
) = −𝑘(10) 

−0,2877 = −𝑘(10) 

𝑘 = 0,0288 

𝐥𝐧(𝒔) = − 𝟎, 𝟎𝟐𝟖𝟖𝒕 + 𝐥𝐧(𝒔𝒐) 

ln (

1
10 𝑠𝑜

𝑠𝑜
) = − 0.0288𝑡 

−2.3026 = −0,0288𝑡 

𝑡 = 79,9514 𝑠𝑒𝑔 
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2.6.3  Tasas de crecimiento o decrecimiento poblacional 

La rapidez de crecimiento del número de bacterias o de la población es 

proporcional a la población existente. 

 

𝑃 = 𝑝𝑜𝑏𝑙𝑎𝑐𝑖ó𝑛 

𝑡 = 𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜 

 

𝒅𝑷

𝒅𝒕
𝜶𝑷 

𝑑𝑃

𝑑𝑡
= −𝐾𝑃 

 

Ejercicios 

 

1. Una ciudad, aumenta con una razón proporcional a la 

población presente. Si la población en 6 años 3 veces la 

población inicial, ¿en cuánto tiempo crecerá hasta 5 veces la 

población inicial? 

 

Datos: 

𝑃𝑜 = 𝑃                 𝑡 = 0 

𝑃 = 3𝑃𝑜                  𝑡 = 6𝑎ñ𝑜𝑠 

𝑃 = 5𝑃𝑜                  𝑡 =?. 

𝑑𝑃

𝑑𝑡
= 𝐾𝑃 
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∫
𝑑𝑃

𝑃
= 𝐾∫𝑑𝑡 

𝐼𝑛 𝑃 = 𝐾𝑡 + 𝐶 

 𝑃 = 𝐶𝑒𝐾𝑡 

𝑃𝑜 = 𝑃                 𝑡 = 0 

𝑃𝑜 = 𝐶𝑒
𝐾(0) 

𝐶 = 𝑃𝑜 

𝑃 = 3𝑃𝑜                  𝑡 = 6 

3𝑃𝑜 = 𝑃𝑜𝑒
𝐾(6) 

3 = 𝑒𝐾(6) 

𝐼𝑛 3 = 𝐼𝑛 (𝑒𝐾(6)) 

𝐼𝑛 3 = 6𝐾 

𝐾 =
𝐼𝑛 3

6
 

 𝐾 = 0,1831 

𝑃 = 𝑃𝑜𝑒
0,1831𝑡 → 𝐸𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑙 

𝑃 = 5𝑃𝑜                  𝑡 =?. 

5𝑃𝑜   = 𝑃𝑜𝑒
0,1831𝑡 

5  = 𝑒0,1831𝑡 

𝐼𝑛 5 = 𝐼𝑛(𝑒0,1831𝑡) 

𝐼𝑛 5 = 0,1831𝑡 

𝑡 =
𝐼𝑛 5

0,1831
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𝑡 = 8,7899 𝑎ñ𝑜𝑠 

 

2. El crecimiento de una ciudad es proporcional al número de 

habitantes que hay en un instante cualquiera. Si la población 

inicial es de 400.000 y al cabo de 3 años es de 450,000 ¿Cuánto 

tardara en duplicarse?  ¿Qué población habrá en 10 años? 

 

𝑑𝑝

𝑑𝑡
= 𝐾𝑝    → ∫

𝑑𝑝

𝑝
= ∫𝑘𝑑𝑡            →            𝑝(𝑡) = 𝑝𝑜𝑒

𝑘𝑡 

𝑝𝑜 = 400000  𝐻𝐴𝐵𝐼𝑇𝐴𝑁𝑇𝐸𝑆 

𝑡 = 3 𝑎ñ𝑜𝑠       →      𝑝 = 450.000  ℎ𝑎𝑏𝑖𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 

𝑎) 𝑡 =?     →   𝑝 = 800000 ℎ𝑎𝑏𝑖𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 

𝑏) =?      → 𝑡 = 10 𝑎ñ𝑜𝑠 

Calcular K: 

450000

400000
= 𝑒3𝑘   →  

9

8
= 𝑒3𝑘 

ln
9

8
=  ln 𝑒3𝑘       →        ln(1.125) = 3𝑘 

𝑘 =
ln(1.125)

3
= 0,03926 

𝑝(𝑡) = 400000𝑒0,03926𝑡 

𝑎) 800000 = 400000𝑒0,03926𝑡 

ln(2) = 0,03926𝑡         →        𝑡 =
ln(2)        

0,03926 
= 17.655 𝑎ñ𝑜𝑠 

𝑏)𝑡 = 10 𝑎ñ𝑜𝑠  →    𝑝 =? 

𝑝(𝑡) = 400000𝑒0,03926𝑡 =  400000𝑒0,03926(10) 
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𝑝 = 400000𝑒0,3926 = 592330 ℎ𝑎𝑏𝑖𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 

 

Aplicaciones de ecuaciones diferenciales  

 Problemas de crecimiento y decrecimiento.  

 Problemas de transferencia de calor: enfriamiento.  

 Circuitos electrónicos: 

o CIRCUITOS L-R EN SERIE 

o CIRCUITOS R-C EN SERIE 

 Problemas de mezclas 3. 

2.6.4 Ejercicios varios 
 

1) La población de una pequeña ciudad crece en un instante 

cualquiera con una rapidez proporcional a la cantidad de 

habitantes en dicho instante. Si su población inicial de 500 

habitantes aumentó 20% en 10 años, ¿cuál será la población 

dentro de 30 años? 

 

Sea x = número de habitantes en un instante dado. 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑘𝑥 

𝑑𝑥

𝑥
= 𝑘𝑑𝑡 

𝑙𝑛𝑥 = 𝑘𝑡 + 𝑐 

𝑥 = 𝑒𝑘𝑡 𝑒𝑐 => 𝑥 = 𝑐𝑒𝑘𝑡   (1) 
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Las condiciones iniciales son  𝑥(0) = 500  (2) 

𝑥(10) = 500 + 500(0.2) = 600    (3) 

Sustituyendo la condición inicial (2) en (1) se tiene  

500 = 𝑐 

𝑥 = 500𝑒𝑘𝑡     (4) 

Para la constante de proporcionalidad sustituir (3) en (4) 

600 = 500𝑒10𝑘   

600

500
= 𝑒10𝑘  

ln |
600

500
| = 𝑒10𝑘  

Donde k=0.01823 

𝑥 = 500 𝑒0.01823t  (5)  

La cantidad de habitantes se obtiene con (5) reemplazando t =30 años 

𝑥 = 500 𝑒0.01823
(30)  

𝑥 = 864 ℎ𝑎𝑏𝑖𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 

2) Un termómetro indica que la temperatura en una habitación es 

de 80 “E. Si el termómetro se coloca en el exterior donde la 

temperatura es de 10 E, después de medio minuto se nota que 

la temperatura es de 50 9F. ¿Cuál será la temperatura cuando 

£= 1 min? ¿En cuánto tiempo se alcanzarán los 15 9F? 

 

Partiendo de la Ley de Newton: 
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𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑘(𝑇 − 𝑇0)              𝑇0 = 10°𝐹 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑘(𝑇 − 10) 

𝑑𝑇

𝑇 − 10
= 𝑘𝑑𝑡            

 ln|𝑇 − 10| = 𝑘𝑡 + 𝑐 

𝑇 = 𝑐𝑒𝑘𝑡 + 10     (1) 

𝑇(0) = 80         (2) 

80 = 𝑐 + 10 => 𝑐 = 70  

𝑇 = 70𝑒𝑘𝑡 + 10   (3) 

𝑇(0.5) = 50       (4) 

Sustituyendo (4) en (3) 

50 = 70𝑒(0.5)𝑘 + 10 

40

70
= 𝑒(0.5)𝑘  

𝑘 = −1.1192 

𝑇 = 70𝑒−1.1192𝑡 + 10                (5) 

La temperatura 1 en (5) 

T=32.85 °F 

15 = 70𝑒−1.1192𝑡 + 10 

15 − 10

70
= 𝑒−1.1192𝑡  
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𝑡 =
ln |

5
70|

−1.1192
 

𝑡 = 2.358 𝑚𝑖𝑛 

 

3) Se aplica un voltaje de 30V a un circuito en serie, en el cual la 

inductancia es de 0.1 henrios y la resistencia es 50 62. Encontrar 

la intensidad de corriente ¿(£) si (0) =0 y determinar i cuándo t 

>∞ (infinito). 

 

Figura 13 

Circuito. 

 

 

 
 

 

Partiendo de la ecuación que describe el fenómeno: 

𝐿
𝑑𝑖

𝑑𝑡
+ 𝑅𝑖 = 𝐸(𝑡) 

𝑑𝑖

𝑑𝑡
+ 500𝑖 = 300      (1) 

e∫500𝑑𝑡 = 𝑒500𝑡 
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El factor integrante por (1) 

 

𝑒500𝑡
𝑑𝑖

𝑑𝑡
+ 500𝑖𝑒500𝑡 = 300𝑒500𝑡   =>     

𝑑

𝑑𝑡
(𝑖𝑒500𝑡) = 300𝑒500𝑡 

𝑖𝑒500𝑡 = 300∫𝑒500𝑡  𝑑𝑡  

𝑖𝑒500𝑡 =
300

500
𝑖𝑒500𝑡 + 𝐶 

Resolviendo para la intensidad de la corriente  

 

𝑖 = 0.6 + 𝑐𝑖𝑒−500𝑡            𝑖(0) = 0  

𝑐 = −0.6 

Para cualquier tiempo t 

 

𝑖 = 0.6 − 0.6𝑒−500𝑡             

𝑐𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑡 = 0 

𝑖 = 0.6 𝑎𝑚𝑝𝑒𝑟𝑒𝑠 

4) Un tanque contiene 200 litros de un líquido, en el que se disuelven 

30 gramos de sal. Luego, en el tanque se introduce una mezcla de 

agua con sal con una concentración de 1 g de sal por cada litro y 

con un flujo de 4 litros por cada minuto. La solución, 

adecuadamente mezclada, se bombea hacia fuera con la misma 

rapidez de flujo. Encontrar el número de gramos A(t) de sal que 

hay en un instante cualquiera. 
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Datos: 

A(t)= cantidad de sal en el tanque  

𝑑𝐴

𝑑𝑡
= (𝑟𝑎𝑝𝑖𝑑𝑒𝑧 𝑐𝑜𝑛 𝑞𝑢𝑒 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎 𝑙𝑎 𝑠𝑢𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎(𝑅1)) − (𝑟𝑎𝑝𝑖𝑑𝑒𝑧 𝑐𝑜𝑛 𝑞𝑢𝑒 𝑠𝑎𝑙𝑒 𝑙𝑎 𝑠𝑢𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎(𝑅2)) 

𝑅1 =
4𝐿

min
(
1𝑔

𝐿
) = 4

𝑔

𝑚𝑖𝑛
 

𝑅2 = (
4𝐿

min
)(

𝐴

200
 
𝑔

𝐿
) =

𝐴

50
 

𝑑𝐴

𝑑𝑡
= 4 −

𝐴

50
 

𝑑𝐴

𝑑𝑡
+
𝐴

50
= 4 

𝜇(𝑡) = e∫
1
50
𝑑𝑡 = 𝑒

1
50
𝑡
 

𝑒
1
50
𝑡 𝑑𝐴

𝑑𝑡
+
𝑒
1
50
𝑡𝐴

50
= 𝑒

1
50
𝑡4 

𝑑

𝑑𝑡
(𝑒

1
50
𝑡𝐴) = 𝑒

1
50
𝑡4 

𝑒
1
50
𝑡𝐴 = 4∫𝑒

1
50
𝑡 𝑑𝑡  

𝑒
1
50
𝑡𝐴 = 200𝑒

1
50
𝑡 + 𝑐 

𝐴 = 200 + 𝑐𝑒
1
500

𝑡
 

𝐴(0) = 30 

𝑐 = −170 

𝐴(𝑡) = 200 − 170𝑒−
1
500

𝑡
 

 

5) Una solución de salmuera de sal fluye a razón constante de 6 

L/min. Hacia el interior de un depósito que inicialmente 

contiene 50L de solución de salmuera en la cual se disolvieron 

5hg de sal. La solución contenida en el deposito se mantiene 
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bien agitada y fluye hacia el exterior con la misma rapidez. Si 

la concentración de sal en la salmuera que entra en el depósito 

es de 0.5kg/L, determinar la cantidad de sal presente en el 

depósito al cabo de t minutos. ¿Cuándo alcanzará la 

concentración de sal en el depósito el valor de 0,3kg/L? 

 

Figura 14 

Gráfico representativo. 

 

 
 

 

Solución: 

 

𝑥(𝑡) = 𝐾𝑔. 𝑑𝑒 𝑠𝑎𝑙 𝑑𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 𝑑𝑒𝑙 𝑑𝑒𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑜 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑖𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑡  

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= + ∗ 0.5 − 6

𝑥

50
 

𝑥(0) = 5 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=
75 − 3𝑥

25
 

𝑑𝑥

75 − 3𝑥
=
𝑑𝑡

25
 

−
1

3
ln|75 − 3𝑥| =

𝑡

25
+ 𝑐 
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ln|75 − 3𝑥| = −
3𝑡

25
+ 𝐶 

75 − 3𝑥 = 𝐶𝑒−
3𝑡

25⁄  

𝑥(𝑡) = 25 + 𝐶𝑒−
3𝑡

25⁄  

𝑥(0) = 5 => 5 = 25 + 𝐶 => 𝐶 = −20 

𝑥(𝑡) = 25 − 20𝑒−
3𝑡

25⁄  

 

Así la concentración es igual a 

 

𝐶(𝑡) =
𝑥(𝑡)

50
=
1

2
−
2

5
𝑒−

3𝑡
25⁄  

0.3 = 0.5 − 0.4𝑒−
3𝑡

25⁄  

−0.2 = −0.4𝑒−
3𝑡

25⁄  

0.5 = 𝑒−
3𝑡

25⁄  

𝑡 =
25𝑙𝑛2

3
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Ejercicios propuestos 

 

 

1. La corriente sanguínea lleva un medicamento hacia el interior de 

un órgano a razón de 3𝑐𝑚3/𝑠𝑒𝑔 y sale de el a la misma 

velocidad. El órgano tiene un volumen liquido de 125𝑐𝑚3. Si la 

concentración del medicamento en la sangre que entra en el 

órgano es de 0.2 gr/𝑐𝑚3 ¿Cuál es la concentración del 

medicamento en el órgano en el instante t si inicialmente no 

había vestigio alguno del medicamento? ¿Cuándo la 

concentración del medicamento en el órgano será de 0,1gr/𝑐𝑚3? 

2. Inicialmente había 100 miligramos de una sustancia radioactiva. 

después de 6 horas su masa disminuyó a un 3%. Si un instante 

cualquiera la rapidez de desintegración es proporcional a la 

cantidad de sustancia presente, determinar la cantidad que queda 

después de 24 horas. 

3. Siendo la temperatura del aire de 20 °C se enfría una sustancia 

desde 100 °C hasta 60°C en 10 minutos. Halla la temperatura 

después de 40 minutos.  

4. Cuando un objeto absorbe calor del medio que lo rodea sigue la 

ley de Newton. Una pequeña barra de metal cuya temperatura 

inicial es de 20 °C se deja caer en un recipiente con agua 

hirviendo. Calcular el tiempo que dicha barra tardará en alcanzar 

los 90 °C si se sabe que su temperatura aumentó 2 °C en un 

segundo ¿cuánto tardará la barra en alcanzar los 98 °C? 

5. A un circuito en serie en el que la resistencia es 200 Q y la 

capacitancia es de 1 x 107 F se le aplica un voltaje de 100 V. 
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Calcular la carga q(1) en el capacitor si q(0) =0 y obtener la 

corriente. 

6. Una alberca cuyo volumen es de 10.000L contiene agua con el 

0.1% de cloro. Empezando en t=0 desde la ciudad se bombea 

agua que 0.001% de cloro, hacia el interior de la alberca a razón 

de 5L/min, y el agua de la alberca fluye hacia el exterior a la 

misma velocidad ¿Cuál es el porcentaje de cloro en la alberca al 

cabo de una hora? ¿Cuándo tendrá el agua de la alberca 0.002% 

de cloro? 
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Capítulo 
 

 

 

ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN 

SUPERIOR 

 

3.1. Definición 

Las ecuaciones diferenciales de orden superior son aquellas cuyo orden 

es superior a 1. 

Estas ecuaciones son de la forma: 

𝐅(𝐱, 𝐲, 𝐲’, 𝐲’’, 𝐲’’’, ……………… . 𝒚𝒏) 

 

3.2. Independencia lineal de las funciones 

Consideremos un sistema finito de n funciones: f1 (x), f 2 (x),..., fn(x) 

definidas en algún intervalo (a,b), diremos que estas funciones son 

linealmente independientes si existen 1 , 2 …… n escalares tal que: 

1 f1 (x), 2 f 2 (x),..., n fn(x) = 0 entonces a 1 = 2 ……= n =0 

Si alguno de los 1 , 2 …… n es diferente de cero, entonces diremos 

que f1 (x), f 2 (x),..., fn(x) son funciones linealmente dependientes. 

 

Procedimiento 

- Dada la función  𝑦 = 𝑓(𝑥) se deriva tantas veces como sea 

necesario hasta obtener un solo término en la función. 

- Al derivar cada término va acompañado de un 𝛼𝑛 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒  

3 
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- Si 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼𝑛 =

0  𝑠𝑖𝑔𝑛𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎 𝑞𝑢𝑒 𝑙𝑜𝑠 𝑡é𝑟𝑚𝑖𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑜𝑛 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 

- Si  𝛼1 ≠ 𝛼2 = 𝛼𝑛 = 0    esto quiere decir que no exista 

independencia lineal. 

 

Ejercicios 

 

Determinar si en las siguientes funciones existe o no independencia 

lineal. 

1. 𝟑𝒙, 𝟐𝒙𝟐, 𝟓𝒙 

3𝑥, 2𝑥2, 5𝑥 

3𝑥𝛼1 + 2𝑥
2𝛼2 + 5𝑥𝛼3 = 0 

1𝑒𝑟𝑎𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑑𝑎____3𝛼1 + 4𝑥𝛼2 + 5𝛼3 = 0 

2𝑑𝑎𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑑𝑎____0 + 4𝛼2 + 0 = 0 

{
𝛼2 = 0
𝛼1 = −5𝛼3

} 𝑛𝑜_𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒_𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎_𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑙  

 

2. 𝟐𝒆𝒛, 𝒛𝒆𝒛, 𝒛𝟐𝒆𝒛 

2𝑒𝑧 , 𝑧𝑒𝑧 , 𝑧2𝑒𝑧 

2𝑒𝑧𝛼1 + 𝑧𝑒
𝑧𝛼2 + 5𝑧

2𝑒𝑧𝛼3 = 0 

1𝑒𝑟𝑎𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑑𝑎___(2𝑒𝑧𝛼1 + (𝑒
𝑧 + 𝑧𝑒𝑧)𝛼2 + (10𝑧𝑒

𝑡 + 𝑡2𝑒𝑡) = 0)/𝑒𝑧 

𝛼1 + (1 + 𝑧)𝛼2 + (10𝑧 + 𝑧
2)𝛼3 = 0 

2𝑑𝑎𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑑𝑎___0 + 𝛼2 + 10𝛼3 + 2𝑧𝛼3 = 0 

3𝑟𝑎𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑑𝑎___0 + 0 + 0 + 2𝛼3 = 0 
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{
𝛼3 = 0
𝛼2 = 0
𝛼1 = 0

} 𝐸𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒_𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎_𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑙 

 

3. 𝒙, 𝒙𝟐, 𝟒𝒙 − 𝟑𝒙𝟐 

𝑥, 𝑥2, 4𝑥 − 3𝑥2 

𝑥𝛼1 + 𝑥
2𝛼2 + (4𝑥𝛼3 − 3𝑥

2𝛼3) = 0 

1𝑒𝑟𝑎𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑑𝑎____𝛼1 + 2𝑥𝛼2 + (4𝛼3 − 6𝑥𝛼3) = 0 

2𝑑𝑎𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑑𝑎____0 + 2𝛼2 + (0 − 6𝛼3) = 0 

2𝛼2 − 6𝛼3 = 0 

{
𝛼3 =

1

2
𝛼2

𝛼1 = 2𝑥𝛼2 + (2𝛼2 − 3𝑥𝛼2)
𝛼1 = −𝑥𝛼2 + 2𝛼2

}𝑛𝑜_𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒_𝑖𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎_𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑙 

 

4. 𝒆−𝟓𝒚, 𝒆𝟓𝒚 

𝑒−5𝑦, 𝑒5𝑦 

𝑒−5𝑦𝛼1 + 𝑒
5𝑦𝛼2 

1𝑒𝑟𝑎𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑑𝑎___(−5𝑒−5𝑦𝛼1 + 5𝑒
5𝑦𝛼2 = 0)/5𝑒5𝑦 

{
0 + 𝛼2 = 0
𝛼2 = 0

}𝐸𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒_𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎_𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑙 

 

5. 𝟎, 𝒙, 𝒆𝒙  

0, 𝑥, 𝑒𝑥 

0𝛼1 + 𝑥𝛼2 + 𝑒
𝑥𝛼3 = 0 

1𝑒𝑟𝑎𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑑𝑎__0 + 𝛼2 + 𝑒
𝑥𝛼3 = 0 
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2𝑑𝑎𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑑𝑎__0 + 0 + 𝑒𝑥𝛼3 = 0 

{
𝛼3 = 0
𝛼1 = 0
𝛼2 = 0

} 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒_𝑖𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎_𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑙 

 

3.2.1. Método del Wronskiano 

Este método es empleado comprobar si existe o no independencia lineal. 

 

Procedimiento 

1. Se forma una matriz cuadrática con las derivadas respectivas. 

2. Se deriva las veces necesarias para que la matriz se haga cuadrática. 

3. Se calcula su determinante, en el cual: si el determinante es igual a 

0, significa que no existe independencia lineal; si el determinante es 

diferente de 0, quiere decir que sí existe independencia lineal. 

 

Ejercicios 

Determinar si en las siguientes funciones existe o no independencia 

lineal. 

1. 5, 3x   

𝟓, 𝟑𝒙 

= 𝟓∞𝟏 + 𝟑𝒙∞𝟐 

(
𝟓 𝟑𝒙
𝟎 𝟑

) 

= 𝟏𝟓 − 𝟎 = 𝟏𝟓  

Existe Independencia lineal 
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2. 2x+1 , x 

𝟐𝒙 + 𝟏, 𝒙 

= (𝟐𝒙 + 𝟏)∞𝟏 + 𝒙∞𝟐 

(
𝟐𝒙 + 𝟏 𝒙
𝟐 𝟏

) 

= 𝟐𝒙 + 𝟏 − 𝟐𝒙 = 𝟏 

Existe Independencia lineal 

3. Cos 2x , -3 

𝑐𝑜𝑠 2 𝑥, −3 

= 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥∞1 − 3∞2 

(
𝑐𝑜𝑠 2 𝑥 −3
−2𝑠𝑒𝑛2𝑥 0

) 

= 0 + 6𝑠𝑒𝑛2𝑥 = 6𝑠𝑒𝑛2𝑥 

Existe Independencia lineal 

4. 𝒆−𝟑𝒙𝒔𝒆𝒏𝟐𝒙, 𝒆−𝟑𝒙𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 

= 𝑒−3𝑥𝑠𝑒𝑛2𝑥∞1 + 𝑒
−3𝑥 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥∞2 

( 𝑒−3𝑥𝑠𝑒𝑛2𝑥 𝑒−3𝑥 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥
−3𝑒−3𝑥𝑠𝑒𝑛2𝑥 + 2𝑒−3𝑥 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥 −3𝑒−3𝑥 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥 − 2𝑒−3𝑥𝑠𝑒𝑛2𝑥

) 

= 𝑒−3𝑥𝑠𝑒𝑛2𝑥(−3𝑒−3𝑥𝑠𝑒𝑛2𝑥 + 2𝑒−3𝑥 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥)

− 𝑒−3𝑥 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥(−3𝑒−3𝑥 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥 + 2𝑒−3𝑥𝑠𝑒𝑛2𝑥) 

= −3𝑒−6𝑥𝑠𝑒𝑛22𝑥 + 2𝑒−6𝑥 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥𝑠𝑒𝑛2𝑥 + 3𝑒−6𝑥 𝑐𝑜𝑠2 2 𝑥

− 2𝑒−6𝑥𝑠𝑒𝑛2𝑥 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥 

= 3𝑒−6𝑥 𝑐𝑜𝑠2 2 𝑥 − 3𝑒−6𝑥𝑠𝑒𝑛22𝑥 = 3𝑒−6𝑥(𝑐𝑜𝑠2 2 𝑥 − 𝑠𝑒𝑛22𝑥) 

Existe independencia lineal 
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5.       𝒙 ,        𝟐𝒙,        𝒙𝟐 

[
𝑥 2𝑥 𝑥2

1 2 2𝑥
0 0 2

]
𝑥 2𝑥
1 2
0 0

 

4𝑥 + 0 + 0 − 0 − 0 − 4𝑥 = 0 

No existe independencia lineal 

3.3. Comprobación de soluciones 

Procedimiento 

1. Se deriva la solución tantas veces como indique el orden superior 

de la ecuación diferencial. 

2. Se reemplaza las derivadas de la solución en la ecuación diferencial 

original. 

3. Si se obtiene una igualdad o cero, eso quiere decir que es correcta 

la solución de la ecuación, de caso contrario no lo es. 

4. Tener en cuenta que dicha comprobación sólo es válida para 

soluciones generales. 

Ejercicios 

1. 𝐲 = (𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧𝐱)𝟐 + 𝐂𝟏(𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 𝐱) + 𝐂𝟐(𝟏 − 𝐱
𝟐)𝐲″ − 𝐱(𝐲′) = 𝟐 

𝑦′ = 2(𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑥)(1 − 𝑥2)−1/2 + 𝐶1(1 − 𝑥
2)−1/2  

𝑦″ = 2(1 − 𝑥2)−
1
2(1 − 𝑥2)−

1
2 + 2(𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑥) (−

1

2
) (−2𝑥)(1 − 𝑥2)−

3
2

+ 𝐶1 (−
1

2
) (1 − 𝑥2)−

3
2(−2𝑥) 
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𝑦″ = 2(1 − 𝑥2)−1 + 2𝑥(𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑥)(1 − 𝑥2)−
3
2 + 𝐶1 𝑥(1 − 𝑥

2)−
3
2 

Comprobación: 

(1 − 𝑥2)𝑦″ − 𝑥(𝑦′) = 2 

(1 − x2)[2(1 − x2)−1 + 2x(arcsin x)(1 − x2)−
3
2 + C1 x(1 − x

2)−
3
2]

− x[2(arcsin x)(1 − x2)−1/2 + C1(1 − x
2)−1/2 ] = 2  

(2 + 2x(arcsin x)(1 − x2)−
1
2 + C1 x(1 − x

2)−
1
2) − 2x(arcsin x)(1 − x2)−

1
2

− C1 x(1 − x
2)−

1
2) = 2 

2 = 2 

 

2. 𝐲 = 𝐂𝟏𝐱
−𝟏
𝟐 + 𝐂𝟐𝐱

−𝟏 +
𝟏

𝟏𝟓
𝐱𝟐 −

𝟏

𝟔
𝐱𝟐𝐱𝟐𝐲″ + 𝟓𝐱𝐲′ + 𝐲 = 𝐱𝟐 − 𝐱 

y′ = −
1

2
(C1x

−3
2) − C2x

−2 +
2

15
x −

1

6
 

𝑦″ =
3

4
(C1x

−5
2) + 2C2x

−3 +
2

15
 

Comprobación 

2𝑥2𝑦″ + 5𝑥𝑦′ + 𝑦 = 𝑥2 − 𝑥 
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2x2 [
3

4
(C1x

−5
2) + 2C2x

−3 +
2

15
]

+ 5x [−
1

2
(C1x

−3
2) − C2x

−2 +
2

15
x −

1

6
] + [C1x

−1
2

+ C2x
−1 +

1

15
x2 −

1

6
x] = x2 − x 

[
3

2
(C1x

−1
2) + 4C2x

−1 +
4

15
x2]

+ [−
5

2
(C1x

−1
2) − 5C2x

−1 +
2

3
x2 −

5

6
x]

+ [C1x
−1
2 + C2x

−1 +
1

15
x2 −

1

6
x] = x2 − x 

4

15
x2 +

2

3
x2 −

5

6
x +

1

15
x2 −

1

6
x = x2 − x 

x2 − x = x2 − x 

 

3. 𝐲 = 𝐂𝟏𝐞
𝟐𝐱 + 𝐂𝟐𝐱𝐞

𝟐𝐱 + 𝐱𝟐𝐞𝟐𝐱 + 𝐱 − 𝟐𝒚″ − 𝟒𝒚′ + 𝟒𝒚 =

𝟐𝐞𝟐𝐱 + 𝟒𝐱 − 𝟏𝟐 

y′ = 2C1e
2x + C2e

2x + 2C2xe
2x + 2xe2x + 2x2e2x + 1 

y″ = 4C1e
2x + 2C2e

2x + 2C2e
2x + 4C2xe

2x + 2e2x + 4xe2x + 4xe2x

+ 4x2e2x 

y″ = 4C1e
2x + 4C2e

2x + 4C2xe
2x + 2e2x + 8xe2x + 4x2e2x 

Comprobación 

𝑦″ − 4𝑦′ + 4𝑦 = 2𝑒2𝑥 + 4𝑥 − 12 
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(4C1e
2x + 4C2e

2x + 4C2xe
2x + 2e2x + 8xe2x + 4x2e2x)

− 4(2C1e
2x + C2e

2x + 2C2xe
2x + 2xe2x + 2x2e2x + 1)

+ 4(C1e
2x + C2xe

2x + x2e2x + x − 2) = 2𝑒2𝑥 + 4𝑥 − 12 

(4C1e
2x + 4C2e

2x + 4C2xe
2x + 2e2x + 8xe2x + 4x2e2x)

+ (−8C1e
2x − 4C2e

2x − 8C2xe
2x − 8xe2x − 8x2e2x − 4)

+ (4C1e
2x + 4C2xe

2x + 4x2e2x + 4x − 8)

= 2𝑒2𝑥 + 4𝑥 − 12 

2𝑒2𝑥 + 4𝑥 − 12 = 2𝑒2𝑥 + 4𝑥 − 12 

4. 𝐲 = 𝐂𝟏𝐜𝐨𝐬 𝐱 + 𝐂𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝐱 +  𝐱 𝐬𝐢𝐧 𝐱 + (𝐜𝐨𝐬 𝐱) 𝐥𝐧 (𝐜𝐨𝐬 𝐱) 𝒚
″ +

𝒚 = 𝐬𝐞𝐜 𝒙 

y′ = −C1 sin x + C2 cos x + sin x + x cos x

− (sin x) ln (cos x) +
cos x

cos x
(− sin x) 

y′ = −C1 sin x + C2 cos x + x cos x − (sin x) ln (cos x) 

y″ = −C1cos x − C2 sin x + cos x − x sin x − (cos x) ln (cos x)

+
(sin x)2

cos x
 

Comprobación: 

𝒚″ + 𝒚 = 𝐬𝐞𝐜 𝒙 

[−C1cos x − C2 sin x + cos x − x sin x − (cos x) ln (cos x) +
(sin x)2

cos x
]

+ [C1cos x + C2 sin x +  x sin x + (cos x) ln (cos x)]

= sec x 
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cos x +
(sin x)2

cos x
= sec x 

(cos x)2 + (sin x)2

cos x
= sec x 

1

cos x
=

1

cos x
 

 

5. 𝐲 = 𝐂𝟏𝐞
𝟐𝐱 + 𝐂𝟐𝐞

𝟓𝐱 + 𝟔𝐞𝐱𝒚″ − 𝟕𝒚′ + 𝟏𝟎𝒚 = 𝟐𝟒𝐞𝐱 

y′ = 2C1e
2x + 5C2e

5x + 6ex 

y″ = 4C1e
2x + 25C2e

5x + 6ex 

Comprobación 

𝐲″ − 𝟕𝐲′ + 𝟏𝟎𝐲 = 𝟐𝟒𝐞𝐱 

(4C1e
2x + 25C2e

5x + 6ex) − 7(2C1e
2x + 5C2e

5x + 6ex)

+ 10(C1e
2x + C2e

5x + 6ex) = 24x 

(4C1e
2x + 25C2e

5x + 6ex) + (−14C1e
2x − 35C2e

5x − 42ex)

+ (10C1e
2x + 10C2e

5x + 60ex) = 24x 

24x = 24x 
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3.4. Casos de análisis en ecuaciones diferenciales de orden 

superior 

En las ecuaciones diferenciales de orden superior consideraremos tres 

casos: 

 

CASO 1 

Las ecuaciones diferenciales de la forma: 𝑓(𝑥) =
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
 

Se debe derivar la ecuación tantas veces como sea necesario hasta 

encontrar el valor de la variable y. 

𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1
= ∫𝑓(𝑥) + 𝐶 

𝑑𝑛−2𝑦

𝑑𝑥𝑛−2
= ∫(𝑓(𝑥) + 𝐶) + 𝐶1 

Ejemplo 

𝒅𝟑𝒚

𝒅𝒙𝟑
= 𝒙𝒆𝒙 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= ∫𝑥𝑒𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 𝑥𝑒𝑥 + 𝐶 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= ∫(𝑥𝑒𝑥 + 𝐶)𝑑𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝐶𝑥 + 𝐶1 

𝑑𝑦 = ∫(𝑥𝑒𝑥 − 2𝑒𝑥 + 𝐶𝑥 + 𝐶1)𝑑𝑥 + 𝐶2 



 

 

 

 
 

176 

 
 

𝑦 = 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 − 2𝐶𝑥 +
𝐶𝑥2

2
+ 𝐶1𝑥 + 𝐶2 

 

CASO 2 

Las ecuaciones diferenciales que tienen ausencia de (x)  y se resuelven 

de la siguiente forma: 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 𝑔(𝑦) 

𝑑𝑦

𝑑𝑦
.
𝑑′𝑦

𝑑𝑥
= 𝑔(𝑦) 

Donde   

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦′ 

𝑦′
𝑑′𝑦

𝑑𝑦
= 𝑔(𝑦) 

 

Resolvemos como variables separables 

∫𝑦′𝑑𝑦′ = ∫𝑔(𝑦)𝑑𝑦 + 𝐶 

𝑦′2

2
∫𝑔(𝑦) 𝑑𝑦 + 𝐶 

𝑦′ = √2∫𝑔(𝑦)𝑑𝑦 + 𝐶 

 

Resolvemos como homogénea, lineal, etc. 
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Ejemplo 

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
= −𝒂𝟐𝒚 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= ∫−𝑎2𝑦  

𝑦𝑑𝑦′

𝑑𝑦
= ∫−𝑎2𝑦  

∫𝑦′𝑑𝑦′ = −∫𝑎2𝑦𝑑𝑦 + 𝐶 

𝑦′2

2
= 𝑎2

𝑦2

2
+
𝐶2

2
 

𝑦′ = √−𝑎2𝑦2 + 𝐶2 

∫
𝑑𝑦

√−𝑎2𝑦2 + 𝐶2
= ∫𝑑𝑥 + 𝐶1 

1

𝑎
∫

𝑑𝑦

√𝐶
2

𝑎2
− 𝑦2

= 𝑑𝑥 + 𝐶1 

1

𝑎
 𝑎𝑟𝑐 𝑠𝑒𝑛 

𝑎𝑦

𝐶
= 𝑥 + 𝐶1 

𝑦 =
𝐶

𝑎
 𝑠𝑒𝑛(𝑎𝑥 + 𝑎 𝐶1 ) 

 

CASO 3 

Las ecuaciones diferenciales de la siguiente forma:  

𝐹(𝑥, 𝑦𝑘 , 𝑦𝑘+1, …… . . 𝑦𝑛) = 0 
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Se caracteriza porque la ecuación carece de y, y se puede rebajar el orden 

de la ecuación haciendo un cambio de variable, la derivada de orden 

inferior por una nueva variable. 

𝑦𝑘 = 𝑧 

Obteniéndose la ecuación:  

𝐹(𝑥, 𝑧, 𝑧 ′, 𝑧 ′′. . . . . . . . . 𝑧𝑛−𝑘) = 0 

Cuando la ecuación diferencial es homogénea para la función y sus 

derivadas, la sustitución 𝑦′ = 𝑦𝑧 , reduce el orden de una ecuación 

diferencial una unidad. 

 

Ejemplo 

𝒙𝒚′′ + 𝒚′ = 𝟎 

𝑧 = 𝑦′ 

𝑦′′ = 𝑧′ 

𝑥𝑧′ + 𝑧 = 0 

𝑧′ +
𝑧

𝑥
= 0 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
+
𝑧

𝑥
= 0 

∫
𝑑𝑧

𝑧
+ ∫

𝑑𝑥

𝑥
= 0 

𝑙𝑛𝑧 + 𝑙𝑛𝑥 = 𝑙𝑛𝐶 

𝑧 =
𝐶

𝑥
 

𝑦′ =
𝐶

𝑥
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝐶

𝑥
 

∫𝑑𝑦 = ∫
𝐶 𝑑𝑥

𝑥
 

𝑦 = 𝐶  𝑙𝑛𝑥 + 𝐶1 

 

3.4.1. Ejercicios varios 

 

1.  
 𝒅𝟐𝒙

𝒅𝒕𝟐
= 𝒕𝟐                     ;  𝑪𝑨𝑺𝑶 𝟏 

ct
t

x

cdtc
t

dx

c
t

dt

dx

cdtt
dt

dx























 



12

4

1
3

3

3

3

2

 

 

2.  𝒚′′ = −
𝟏

𝟐𝒚𝟑
          ;  𝑪𝑨𝑺𝑶 𝟐 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= −

1

2𝑦3
 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=
𝑑𝑦′

𝑑𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑦
= 𝑦′

𝑑𝑦′

𝑑𝑦
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𝑦′
𝑑𝑦′

𝑑𝑦
= −

1

2𝑦3
 

∫ 𝑦 ′𝑑𝑦 = −
1

2
∫
𝑑𝑦

2𝑦3
+ 𝑐 

(𝑦 ′)2

2
=

1

4𝑦2
+ 𝑐 

𝑦 ′ = √
1

2𝑦2
+ 2𝑐 

𝑦 ′ =
√1 + 4𝑦2𝑐

√2𝑦
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
√1 + 4𝑦2𝑐

√2𝑦
 

∫𝑑𝑥 + 𝑐1 = ∫
√2𝑦𝑑𝑦

√1 + 4𝑦2𝑐
 

𝑢 = 1 + 4𝑦2 

𝑑𝑢 = 8𝑐𝑦𝑑𝑦 

∫𝑑𝑥 + 𝑐1 =
√2

8𝑐
∫𝑢−

1
2⁄ 𝑑𝑢 

𝑥 + 𝑐1 =
√2

8𝑐
√1 + 4𝑐𝑦2 

 

3.  𝒙𝒚′′ + 𝒚′ = 𝟎             ;  𝑪𝑨𝑺𝑶 𝟑 

𝑦′ = 𝑧 

𝑦′′ = 𝑧′ 

𝑥𝑧′ + 𝑧 = 0 
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(𝑥𝑧′ + 𝑧 = 0)
1

𝑥
 

𝑧′ +
𝑧

𝑥
= 0 

𝑧′ = −
𝑧

𝑥
 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= −

𝑧

𝑥
 

−∫
𝑑𝑥

𝑥
+ 𝑐 = ∫

𝑑𝑧

𝑧
 

𝑙𝑛 𝑧 = − 𝑙𝑛 𝑥 + 𝑐 

𝑙𝑛 𝑧 + 𝑙𝑛 𝑥 = 𝑐 

𝑧𝑥 = 𝑐 

𝑧 =
𝑐

𝑥
 

𝑦′ =
𝑐

𝑥
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑐

𝑥
 

∫𝑑𝑦 = 𝑐∫
𝑑𝑥

𝑥
 

𝑦 = 𝑐 𝑙𝑛 𝑥 + 𝑐1 

 

4.   
𝒅𝟑𝒚

𝒅𝒙𝟑
= 𝒙𝒔𝒆𝒏 𝒙  ;  𝒚(𝟎) = 𝟎  ,   𝒚′(𝟎) = 𝟎     ;  𝑪𝑨𝑺𝑶 𝟏 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
≡ ∫(𝑥𝑠𝑒𝑛𝑥) 𝑑𝑥 + 𝑐 

𝑢 = 𝑥 

𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 
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𝑑𝑣 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 

𝑣 = −𝑐𝑜𝑠 𝑥 

∫(𝑥𝑠𝑒𝑛𝑥) 𝑑𝑥 = − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + ∫𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥 = −𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= ∫(−𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝑐) 𝑑𝑥 + 𝑐1 

∫−𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥 = 

𝑢 = 𝑥 

𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 

𝑑𝑣 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 

𝑣 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 

 

∫−𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥 =𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥 − ∫𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑐𝑥 + 𝑐1 

𝑦′(0) = 0 

0 = 0 − 1 − 1 + 0 + 𝑐1 

𝑐1 = 2 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑐𝑥 + 2 

∫𝑑𝑦 ≡ ∫(−𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑐𝑥 + 2) 𝑑𝑥 + 𝑐2 

𝑦 = 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 − 𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 2 𝑠𝑖𝑛 𝑥 +
𝑐𝑥2

2
+ 2𝑥 
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𝑦(0) = 0 

0 = 0 − 0 − 0 + 0 + 0 + 𝑐2 

𝑐2 = 0 

𝑦 = 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 − 3 𝑠𝑖𝑛 𝑥 +
𝑐𝑥2

2
+ 2𝑥 

 

5.  𝒚′′ = 𝒆𝟐𝒚  ;  𝒚(𝟎) = 𝟎  ,   𝒚′(𝟎) = 𝟏  ,   ;  𝑪𝑨𝑺𝑶 𝟐 

∫𝑦 ′𝑑𝑦 = ∫(𝑒2𝑦) 𝑑𝑦 + 𝑐 

(𝑦 ′)2

2
=
1

2
𝑒2𝑦 + 𝑐 

𝑦 ′(0) = 1 

(1)2

2
=
1

2
𝑒2𝑦 + 𝑐 

𝑐 =
1

2
(1 − 𝑒2𝑦) 

(𝑦 ′)2

2
=
1

2
𝑒2𝑦 +

1

2
−
1

2
𝑒2𝑦 

(𝑦 ′)2

2
=
1

2
 

𝑦 ′ = √1 

𝑦 ′ = 1 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1 

∫𝑑𝑦 =∫𝑑𝑥 + 𝑐1 

𝑦 = 𝑥 + 𝑐1 
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𝑦(0) = 0 

0 = 0 + 𝑐1 

𝑐1 = 0 

𝑦 = 𝑥 

 

6.   𝒙𝒚′′ = √𝟏 + (𝒚′)𝟐 ;  𝒚′(𝟎) = 𝟏; 𝒚 = 𝟏 , 𝒙 = 𝒆𝟐         ;  𝑪𝑨𝑺𝑶 𝟑 

𝑦 ′ = 𝑧 

𝑦 ′′ = 𝑧 

𝑥𝑧 ′ = √1 + 𝑧2 

𝑥
𝑑𝑧

𝑑𝑥
= √1 + 𝑧2 

∫
𝑑𝑧

√1 + 𝑧2
= ∫

𝑑𝑥

𝑥
+ 𝑐 

𝑙𝑛 (𝑧 + √1 + 𝑧2) = 𝑙𝑛 𝑥 + 𝑙𝑛 𝑐 

𝑧 + √1 + 𝑧2 = 𝑥𝑐 

𝑦 ′ +√1 + (𝑦 ′)2 = 𝑥𝑐 

𝑦 ′(0) = 1 

 

0 + √1 + 0 = 𝑐 

𝑐 = 1 

 

𝑦 ′ +√1 + (𝑦 ′)2 = 𝑥 

√1 + (𝑦 ′)2 = 𝑥 + 𝑦 ′ 

1 + (𝑦 ′)2 = (𝑥 − 𝑦 ′)2 
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1 + (𝑦 ′)2 = 𝑥2 − 2𝑥𝑦 ′ + (𝑦 ′)2 

1 = 𝑥2 − 2𝑥𝑦 ′ 

1 − 𝑥2 = −2𝑥𝑦 ′ 

 

𝑦 ′ = −
1 − 𝑥2

2𝑥
 

𝑦 ′ =
𝑥2 − 1

2𝑥
 

𝑦 ′ =
1

2
𝑥 −

1

2𝑥
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
1

2
𝑥 −

1

2𝑥
 

∫𝑑𝑦 = ∫(
1

2
𝑥) 𝑑𝑥 − ∫(

1

2𝑥
) 𝑑𝑥 + 𝑐1 

𝑦 =
𝑥2

4
−
1

2
𝑙𝑛 𝑥 + 𝑐1 

 

𝑦 = 1 

𝑥 = 𝑒2 

1 =
𝑒4

4
−
1

2
𝑙𝑛 𝑒2 + 𝑐1 

𝑐1 = 2 −
𝑒4

4
 

 

𝑦 =
𝑥2

4
−
1

2
𝑙𝑛 𝑥 + 2 −

𝑒4

4
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7.  𝒙𝒚𝒚′′ − 𝒙(𝒚′)𝟐 − 𝒚𝒚′ = 𝟎    ;  𝑪𝑨𝑺𝑶 𝑪𝑶𝑴𝑩𝑰𝑵𝑨𝑫𝑶 

𝑦 ′ = 𝑦𝑧 

𝑦 ′′ = 𝑦(𝑧2 + 𝑧 ′) 

𝑥𝑦2(𝑧2 + 𝑧 ′) − 𝑥𝑦2𝑧2 − 𝑦2𝑧 = 0 

𝑥𝑦2𝑧2 + 𝑥𝑦2𝑧 ′ − 𝑥𝑦2𝑧2 − 𝑦2𝑧 = 0 

𝑥𝑦2𝑧 ′ − 𝑦2𝑧 = 0 

(𝑥𝑦2𝑧 ′ − 𝑦2𝑧 = 0)
1

𝑦2
 

 

𝑥𝑧 ′ − 𝑧 = 0 

𝑥𝑧 ′ = 𝑧 

𝑥
𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 𝑧 

 

∫
𝑑𝑧

𝑧
−∫

𝑑𝑥

𝑥
= 0 

𝑙𝑛 𝑧 − 𝑙𝑛 𝑥 = 𝑙𝑛 𝑐 

𝑧

𝑥
= 𝑐 

𝑧 = 𝑥𝑐 

𝑦 ′

𝑦
= 𝑥𝑐 

𝑑𝑦

𝑦𝑑𝑥
= 𝑥𝑐 

∫
𝑑𝑦

𝑦
= ∫(𝑥𝑐) 𝑑𝑥 + 𝑐2 
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𝑙𝑛 𝑦 =
𝑐𝑥2

2
+ 𝑐2 

 

𝑦 = 𝑒
𝑐𝑥2

2 𝑘 

 

8.  𝒙
𝟐𝒚𝒚′′ = (𝒚 − 𝒙𝒚′)𝟐   ;  𝑪𝑨𝑺𝑶 𝑪𝑶𝑴𝑩𝑰𝑵𝑨𝑫𝑶 

 

𝑦 ′ = 𝑦𝑧 

𝑦 ′′ = 𝑦(𝑧2 + 𝑧 ′) 

𝑥2𝑦2(𝑧2 + 𝑧 ′) = (𝑦 − 𝑥𝑦𝑧)2 

𝑥2𝑦2𝑧2 + 𝑥2𝑦2𝑧 ′ = 𝑦2 − 2𝑥𝑦2𝑧 + 𝑥2𝑦2𝑧2 

𝑥2𝑦2𝑧 ′ = 𝑦2 − 2𝑥𝑦2𝑧 

(𝑥2𝑦2𝑧 ′ = 𝑦2 − 2𝑥𝑦2𝑧)
1

𝑥2𝑦2
 

 

𝑧 ′ =
1

𝑥2
−
2𝑧

𝑥
 

𝑧 ′ +
2𝑧

𝑥
=
1

𝑥2
 

𝑦 ′ = 𝑦𝑧 

𝑦 ′′ = 𝑦(𝑧2 + 𝑧 ′) 

𝑥2𝑦2(𝑧2 + 𝑧 ′) = (𝑦 − 𝑥𝑦𝑧)2 

𝑥2𝑦2𝑧2 + 𝑥2𝑦2𝑧 ′ = 𝑦2 − 2𝑥𝑦2𝑧 + 𝑥2𝑦2𝑧2 

𝑥2𝑦2𝑧 ′ = 𝑦2 − 2𝑥𝑦2𝑧 

(𝑥2𝑦2𝑧 ′ = 𝑦2 − 2𝑥𝑦2𝑧)
1

𝑥2𝑦2
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𝑧 ′ =
1

𝑥2
−
2𝑧

𝑥
 

𝑧 ′ +
2𝑧

𝑥
=
1

𝑥2
 

 

𝐹Ó𝑅𝑀𝑈𝐿𝐴 − 𝐷𝐼𝑅𝐸𝐶𝑇𝐴 

𝑧 = 𝑒−∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥 [∫𝑞(𝑥) ⋅ 𝑒∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑥 + 𝑐] 

𝑝(𝑥) =
2

𝑥
 

𝑞(𝑥) =
1

𝑥2
 

𝑧 = 𝑒−∫
2
𝑥
𝑑𝑥 [∫

1

𝑥2
⋅ 𝑒∫

2
𝑥
𝑑𝑥𝑑𝑥 + 𝑐] 

𝑧 = 𝑒−2 𝑙𝑛 𝑥 [∫
1

𝑥2
⋅ 𝑒2 𝑙𝑛 𝑥𝑑𝑥 + 𝑐] 

𝑧 = 𝑥−2 [∫
1

𝑥2
𝑥2𝑑𝑥 + 𝑐] 

 

𝑧 = 𝑥−2 [∫𝑑𝑥 + 𝑐] 

𝑧 = 𝑥−2(𝑥 + 𝑐) 

𝑧 = 𝑥−1 + 𝑐𝑥−2 

𝑦 ′

𝑦
= 𝑥−1 + 𝑐𝑥−2 

𝑑𝑦

𝑦𝑑𝑥
= 𝑥−1 + 𝑐𝑥−2 
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∫
𝑑𝑦

𝑦
= ∫(𝑥−1 + 𝑐𝑥−2) 𝑑𝑥 + 𝑐1 

𝑙𝑛 𝑦 = 𝑙𝑛 𝑥 +
𝑐

𝑥
+ 𝑐1 

𝑦 = 𝑥𝑘𝑒
𝑐
𝑥⁄  

 

3.5. Ecuaciones diferenciales lineales de orden n 

 

Este tipo de ecuaciones tienen la siguiente forma: 

𝑎0(𝑥)𝑦 + 𝑎1(𝑥)𝑦
′ + 𝑎2(𝑥)𝑦

′′… . . 𝑎𝑛(𝑥)𝑦
𝑛 = 𝑓(𝑥) 

Sí: 

𝑓(𝑥) = 0 𝑒𝑠  ℎ𝑜𝑚𝑜𝑔é𝑛𝑒𝑎 

𝑓(𝑥) ≠ 0  𝑒𝑠 𝐻𝑒𝑡𝑒𝑟𝑜𝑔é𝑛𝑒𝑎 

𝑎𝑛(𝑥) 𝑠𝑜𝑛 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑦 

 

Su solución tiene la forma: 

𝑦 = 𝐶1𝑦1 + 𝐶2𝑦2 + 𝐶3𝑦3…… . . +𝐶𝑛𝑦𝑛 

 

 

3.5.1. Ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de coeficientes 

constantes 

 

𝑎𝑛
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
+ 𝑎𝑛−1

𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1
+ 𝑎𝑛−2

𝑑𝑛−2𝑦

𝑑𝑥𝑛−2
…… . . 𝑎1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎0𝑦 = 0 

 

𝑎1, 𝑎2, 𝑎3……𝑎𝑛   𝑠𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 
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Procedimiento 

- Convertir la ecuación en un polinomio  𝑦𝑛 = 𝑝𝑛 

- Resolver el polinomio o ecuación. 

- Análisis de raíces. 

 

Tabla 2 

Forma de las soluciones generales Yg. 

Soluciones Generales yg 

 

Primer 

caso 

 

raíces reales 

y diferentes 

 

𝑟1 ≠ 𝑟2 ≠ 𝑟3 

 

𝑌𝑔 = 𝑐1𝑒
𝑟1𝑥 + 𝑐2𝑒

𝑟2𝑥 +⋯
+ 𝑐𝑛𝑒

𝑟𝑛𝑥 

Segundo 

caso 

raíces reales 

e iguales 
𝑟1 = 𝑟2 = 𝑟3 𝑌𝑔 = 𝑐1𝑒

𝑟𝑥 + 𝑐2 𝑥 𝑒
𝑟𝑥 +⋯

+ 𝑐𝑛 𝑥
𝑛−1𝑒𝑟𝑥 

Tercer 

caso 

raíces 

imaginarias 
𝑟1 = 𝛼1 + 𝑖𝛽1 

𝑟2 = 𝛼1 − 𝑖𝛽1 

𝑌𝑔
= 𝑐1𝑒

𝛼1𝑥. cos 𝛽1𝑥
+ 𝑐2𝑒

𝛼2𝑥 . sen 𝛽1𝑥 

 

Ejemplos 

 

Primer caso 

𝒚′′ − 𝒚 = 𝟎 

𝑝2 − 1 = 0 

𝑝1 = 1      ;      𝑝2 = −1 

𝑌𝑔 = 𝑐1𝑒
𝑥 + 𝑐2𝑒

−𝑥 
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Segundo caso 

𝒚′′ − 𝟒𝒚′ + 𝟒𝒚 = 𝟎 

𝑝2 − 4𝑝 + 4 = 0 

(𝑝 − 2)2 = 0 

𝑝1 = 𝑝2 = 2 

𝑌𝑔 = 𝑐1𝑒
2𝑥 + 𝑐2 𝑥 𝑒

2𝑥 

Tercer caso 

𝒚′′ + 𝒚 = 𝟎 

𝑝2 + 1 = 0 

𝑝1 = 𝑖    ;      𝑝2 = −𝑖 

𝑌𝑔 = 𝑐1𝑒
0 𝑥. cos 𝑥 + 𝑐2𝑒

0.𝑥. sen 𝑥 

𝑌𝑔 = 𝑐1  cos 𝑥 + 𝑐2  sen 𝑥 

Ejercicios 

 

1. 𝒚″ + 𝒚′ + 𝒚 = 𝟎 

(a) Resolvemos como 𝑔(𝑥) = 0 Reemplazando 𝑦𝑛 = 𝑃𝑛 

𝑦″ + 𝑦 ′ + 𝑦 = 0 

𝑝2 + 𝑝 + 1 = 0 

(b) Encontramos los valores de p  de la ecuación.  

Fórmula general 

−1±√12−(4)(1)(1)

2(1)
 =

−1±√3

2
 

Donde los valores de p son: 

𝑝1 =
−1+√3𝑖

2
   𝑝2 =

−1−√3𝑖

2
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(c)  Expresamos la solución final gY según sea el resultado de p

( raíces reales diferentes, raíces reales iguales, raíces 

complejas) en este caso raíces complejas 

𝑌𝑔 = 𝐶1𝑒
−
1
2
𝑥 𝑐𝑜𝑠

√3

2
𝑥 + 𝐶 𝑒2

−
1
2
𝑥𝑠𝑒𝑛

√3

2
𝑥 

 

2. 𝒚𝒊𝒗 − 𝒚 = 𝟎 

(a) Resolvemos como 𝑔(𝑥) = 0 Reemplazando 𝑦𝑛 = 𝑃𝑛 

𝒚𝒊𝒗 − 𝒚 = 𝟎 

𝒑𝟒 − 𝟏 = 𝟎 

(b) Encontramos los valores de p  de la ecuación.  

(𝑝2 − 1)(𝑝2 + 1) = 0  

(𝑝 − 1)(𝑝 + 1)(𝑝2 + 1) = 0 

𝑝1 = −1 𝑝2 = 1 𝑝3 = 𝑖 𝑝4 = −𝑖 

(c) Expresamos la solución final 
gY según sea el resultado de p

(raíces reales diferentes, raíces reales iguales, raíces 

complejas) en este caso raíces complejas y raíces reales 

diferentes. 

𝑌𝑔 = 𝐶1𝑒
𝑥 + 𝐶1𝑒

−𝑥 + 𝐶 𝑒3
(0)𝑥 𝑐𝑜𝑠( 𝑥) + 𝐶4 𝑐𝑜𝑠( 𝑥) 

𝑌𝑔 = 𝐶1𝑒
𝑥 + 𝐶1𝑒

−𝑥 + 𝐶 𝑐𝑜𝑠(3 𝑥) + 𝐶4𝑠𝑒𝑛(𝑥) 

 

3. 𝟏𝟔
𝒅𝟒𝒚

𝒅𝒙𝟒
+ 𝟐𝟒

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
+ 𝟗𝒚 = 𝟎 

(a) Resolvemos como 𝑔(𝑥) = 0 Reemplazando 𝑦𝑛 = 𝑃𝑛 
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16
𝑑4𝑦

𝑑𝑥4
+ 24

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 9𝑦 = 0 

16𝑝4 + 24𝑝2 + 9 = 0 

(b) Encontramos los valores de p  de la ecuación.  

16𝑝4 + 24𝑝2 + 9 = 0  

(4𝑝2 + 3)(4𝑝2 + 3) = 0 

𝑝1 = 𝑝3 =
√3𝑖

2
            𝑝2 = 𝑝4 == −

√3𝑖

2
  

(c) Expresamos la solución final 
gY según sea el resultado de p (raíces 

reales diferentes, raíces reales iguales, raíces complejas) en este caso 

raíces complejas  

(d)  

𝑌𝑔 = 𝐶1𝑒
(0)𝑥 𝑐𝑜𝑠 (

√3𝑥

2
) + 𝐶2𝑒

(0)𝑥𝑠𝑒𝑛 (
√3𝑥

2
) + 𝐶3𝑒

(0)𝑥𝑥 𝑐𝑜𝑠 (
√3𝑥

2
) + 𝐶2𝑒

(0)𝑥𝑥𝑠𝑒𝑛 (
√3𝑥

2
) 

𝑌𝑔 = 𝐶1 𝑐𝑜𝑠 (
√3𝑥

2
) + 𝐶2𝑠𝑒𝑛 (

√3𝑥

2
) + 𝐶3𝑥 𝑐𝑜𝑠 (

√3𝑥

2
) + 𝐶4𝑥𝑠𝑒𝑛 (

√3𝑥

2
) 

 

4. 𝒚𝑽 − 𝟑𝒚𝑰𝑽 + 𝟑𝒚‴ − 𝟑𝒚″ + 𝟐𝒚′ = 𝟎 

(a) Resolvemos como 𝑔(𝑥) = 0 Reemplazando 𝑦𝑛 = 𝑃𝑛 

𝑝𝑉 − 3𝑦𝐼𝑉 + 3𝑦‴ − 3𝑦″ + 2𝑦 ′ = 0 

𝑝5 − 3𝑝4 + 3𝑝3 − 3𝑝2 + 2𝑝 = 0 

(b) Encontramos los valores de p  de la ecuación.  

02333 2345  ppppp   
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1 -3  3 -3  2  0  

  0  0  0  0  0  0 

1 -3  3   -3   2  0 

  1  -2  1 -2 -  1 

1 -2  1 -2  0 

   2  0  2    2 

 1  0  1  0 

(𝑝 + 0)(𝑝 − 1)/(𝑝 − 2)(𝑝2 + 1) 

𝑝1 = 0   𝑝2 = 1 𝑝3 = 2  𝑝4 = 𝑖  𝑝5 = −𝑖 

senxCxCeCeCCY xx

g 54

2

321 cos   

 

3.5.2. Ecuaciones diferenciales lineales heterogéneas de coeficientes 

constantes 

𝑎𝑛𝑦
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑦

𝑛−1…… . . 𝑎1𝑦
′ + 𝑎0𝑦 = 𝑄(𝑥) 

Solución  

𝑌 = 𝑌𝑔 + 𝑌𝑝 

Yp= Una solución de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas 

Yg= Solución que depende de la forma Q(x) 

 

Para  encontrar  la  forma  de  la  solución  Yp se pueden guiar en la 

Tabla 3: 
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Tabla 3 

Forma de las soluciones particulares Yp. 

 

𝑄(𝑥) 
 

Raíces de la 

ecuación 

característica 

 

 

Forma de 𝒚𝒑 

𝑷𝒎(𝒙) a) Si r=0 no es raíz 

de la ecuación 

característica. 

𝑃𝑛(𝑥) 

b) Si r=0 es raíz de 

la ecuación 

característica. 

𝑥𝑠𝑃𝑛(𝑥) 

𝒆𝜶𝒙𝑷𝒎(𝒙) a) Si r=α no es raíz 

de la ecuación 

característica. 

𝑒𝛼𝑥𝑃𝑛(𝑥) 

b) Si r=α es raíz de 

la ecuación 

característica. 

𝑥𝑠𝑒𝛼𝑥𝑃𝑛(𝑥) 

𝑷𝒎(𝒙)𝒄𝒐𝒔𝜷𝒙
+ 𝑸𝒎(𝒙)𝒔𝒆𝒏𝜷𝒙 

a) Si r=±βi no es 

raíz de la ecuación 

característica. 

𝑃𝑛(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥
+ 𝑄𝑛(𝑥)𝑠𝑒𝑛𝛽𝑥 

b) Si r=±βi es raíz 

de la ecuación 

característica. 

𝑥𝑠[𝑃𝑛(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥
+ 𝑄𝑛(𝑥)𝑠𝑒𝑛𝛽𝑥] 

𝒆𝜶𝒙[𝑷𝒎(𝒙)𝒄𝒐𝒔𝜷𝒙
+ 𝑸𝒎(𝒙)𝒔𝒆𝒏𝜷𝒙] 

a) Si r= α±βi no es 

raíz de la ecuación 

característica. 

𝑒𝛼𝑥[𝑃𝑛(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥
+ 𝑄𝑛(𝑥)𝑠𝑒𝑛𝛽𝑥] 

b) Si r= α±βi es 

raíz de la ecuación 

característica. 

𝑒𝛼𝑥𝑥𝑠[𝑃𝑛(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥
+ 𝑄𝑛(𝑥)𝑠𝑒𝑛𝛽𝑥] 
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Ejemplo 

𝒚′′ + 𝟑𝒚′ = 𝟑 

Resolver como E.D.L Homogénea 

𝑝2 + 3𝑝 = 0 

𝑝(𝑝 + 3) = 0 

𝑝1 = 0    ;       𝑝2 = −3 

𝑌𝑔 = 𝐶1 + 𝐶2𝑒
−3𝑥 

Resolver como E.D.L. Heterogénea 

𝑦′′ + 3𝑦′ = 3 

𝑄(𝑥) = 3 

𝑌𝑝 = 𝑥. 𝐴 

Derivamos: 

𝑌′𝑝 = 𝐴 

𝑌′′𝑝 = 0 

 

Reemplazamos en la ecuación original 

𝑦′′ + 3𝑦′ = 3 

0 + 3𝐴 = 3 

𝐴 = 1 

𝑌𝑝 = 𝑥 (1) 

𝑌𝑝 = 𝑥 

Solución final 

𝑌 = 𝑌𝑔 + 𝑌𝑝 

𝑌 = 𝐶1 + 𝐶2𝑒
−3𝑥 + 𝑥 
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Ejercicios 

 

1. 𝒚′′′ − 𝟔𝒚′′ + 𝟏𝟏𝒚′ − 𝟔𝒚 = 𝟑𝒙 

(a) Resolvemos como 𝑔(𝑥) = 0 (E.D.L. Homogénea). Reemplazando 

𝑦𝑛 = 𝑃𝑛. 

 𝑦′′′ − 6𝑦′′ + 11𝑦′ − 6𝑦 = 0 

 𝑃3 − 6𝑃2 + 11𝑃 − 6 = 0 

1 -6 11 -6 1 

1 1 -5 6 

1 -5 6 0 2 

1 2 -6 

1 -3 0  

𝑃1 = 1; 𝑃2 = 2; 𝑃3 = 3 

(b) Determinamos la solución general de la E.D.L. 

𝑦𝑔 = 𝐶1𝑒
𝑥 + 𝐶2𝑒

2𝑥 + 𝐶3𝑒
3𝑥 

(c) Hallamos la forma 𝑦𝑝 según 𝑔(𝑥), derivamos de acuerdo al orden de 

la ecuación diferencial original. 

𝑔(𝑥) = 3𝑥 

 𝑦𝑝 = 𝐴𝑥 + 𝐵 

𝑦′𝑝 = 𝐴 

𝑦′′𝑝 = 𝑦′′′𝑝 = 0 

 

(d) Sustituimos dichas derivadas en la ecuación diferencial original y 

hallamos el valor de las constantes. 
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𝑦′′′ − 6𝑦′′ + 11𝑦′ − 6𝑦 = 3𝑥 

0 − 6(0) + 11𝐴 − 6𝐴𝑥 − 6𝐵 = 3𝑥 

11𝐴 − 6𝐵 − 6𝐴𝑥 = 3𝑥 

𝑥:    − 6𝐴 = 3   𝐴 = −1/2 

𝑥0:    11𝐴 − 6𝐵 = 0   𝐵 = −11/12 

 

(e) Determinamos la solución particular de la E.D.L. 

𝑦𝑝 = −
𝑥

2
−
11

12
 

 

(f) Finalmente sumamos las soluciones parciales. 

𝑦 = 𝑦𝑔 + 𝑦𝑝 

𝑦 = 𝐶1𝑒
𝑥 + 𝐶2𝑒

2𝑥 + 𝐶3𝑒
3𝑥 −

𝑥

2
−
11

12
 

 

2. 𝒚′′ − 𝟑𝒚′ + 𝟒𝒚 = −𝟏𝟔𝒙𝟐 + 𝟐𝟒𝒙 − 𝟖 + 𝟐𝒆𝟐𝒙 + 𝟐𝒙𝒆𝒙 − 𝒆𝒙 

 

(a) Resolvemos como 𝑔(𝑥) = 0 (E.D.L. Homogénea). Reemplazando 

𝑦𝑛 = 𝑃𝑛. 

 𝑦′′ − 3𝑦′ + 4𝑦 = 0 

 𝑃2 − 3𝑃 + 4 = 0 

𝑃 =
−𝑏 ± √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
=
−(−3) ± √(−3)2 − 4(4)

2

=
3 ± √−7

2
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𝑃 =
3

2
±
√7

2
𝑖 

(b) Determinamos la solución general de la E.D.L. 

𝑦𝑔 = 𝐶1𝑒
3
2
𝑥 cos (

√7

2
𝑥) + 𝐶1𝑒

3
2
𝑥sen (

√7

2
𝑥) 

 

(c) Hallamos la forma 𝑦𝑝 según 𝑔(𝑥) y derivamos de acuerdo al orden 

de la ecuación diferencial original. 

𝑔(𝑥) = −16𝑥2 + 24𝑥 − 8 + 2𝑒2𝑥 + 2𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 

 𝑦𝑝 = 𝐴𝑥
2 + 𝐵𝑥 + 𝐶 + 𝐷𝑒2𝑥 + 𝐸𝑥𝑒𝑥 + 𝐹𝑒𝑥  

 𝑦′𝑝 = 2𝐴𝑥 + 𝐵 + 2𝐷𝑒2𝑥 + 𝐸𝑒𝑥 + 𝐸𝑥𝑒𝑥 + 𝐹𝑒𝑥 

 𝑦′′𝑝 = 2𝐴 + 4𝐷𝑒
2𝑥 + 2𝐸𝑒𝑥 + 𝐸𝑥𝑒𝑥 + 𝐹𝑒𝑥 

(d) Sustituimos dichas derivadas en la ecuación diferencial original y 

hallamos el valor de las constantes. 

𝑦′′ − 3𝑦′ + 4𝑦 = −16𝑥2 + 24𝑥 − 8 + 2𝑒2𝑥 + 2𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 

2𝐴 + 4𝐷𝑒2𝑥 + 2𝐸𝑒𝑥 + 𝐸𝑥𝑒𝑥 + 𝐹𝑒𝑥 − 6𝐴𝑥 − 3𝐵 − 6𝐷𝑒2𝑥 − 3𝐸𝑒𝑥

− 3𝐸𝑥𝑒𝑥 − 3𝐹𝑒𝑥 + 4𝐴𝑥2 + 4𝐵𝑥 + 4𝐶 + 4𝐷𝑒2𝑥

+ 4𝐸𝑥𝑒𝑥 + 4𝐹𝑒𝑥

= −16𝑥2 + 24𝑥 − 8 + 2𝑒2𝑥 + 2𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 

 

2𝐴 + 2𝐷𝑒2𝑥 − 𝐸𝑒𝑥 + 2𝐸𝑥𝑒𝑥 + 2𝐹𝑒𝑥 − 6𝐴𝑥 − 3𝐵 + 4𝐴𝑥2 + 4𝐵𝑥

+ 4𝐶 + 4𝐹𝑒𝑥

= −16𝑥2 + 24𝑥 − 8 + 2𝑒2𝑥 + 2𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 

 

 𝑥2:     4𝐴 = −16    𝐴 = −4 
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 𝑥:      − 6𝐴 + 4𝐵 = 24   𝐵 =0 

 𝑥0:     2𝐴 − 3𝐵 + 4𝐶 = −8   𝐶 = 0 

 𝑒2𝑥:    2𝐷 = 2     𝐷 = 1 

 𝑥𝑒𝑥:   2𝐸 = 2     𝐸 = 1 

 𝑒𝑥 :  − 𝐸 + 2𝐹 = −1    𝐹 = 0 

 

(e) Determinamos la solución particular de la E.D.L. 

𝑦𝑝 = −4𝑥
2 + 𝑒2𝑥 + 𝑥𝑒𝑥 

(f) Finalmente sumamos las soluciones parciales: 

𝑦 = 𝑦𝑔 + 𝑦𝑝 

𝑦 = 𝐶1𝑒
3
2
𝑥 cos (

√7

2
𝑥) + 𝐶1𝑒

3
2
𝑥sen (

√7

2
𝑥) − 4𝑥2 + 𝑒2𝑥 + 𝑥𝑒𝑥 

3. 
𝒅𝟐𝒙

𝒅𝒚𝟐
− 𝟕

𝒅𝒙

𝒅𝒚
+ 𝟏𝟎𝒙 = 𝟐𝟒𝒆𝒚 

(a) Resolvemos como 𝑔(𝑦) = 0 (E.D.L. Homogénea). Reemplazando 

𝑥𝑛 = 𝑃𝑛. 

𝑥′′ − 7𝑥′ + 10𝑥 = 0 

 𝑃2 − 7𝑃 + 10 = 0 

 (𝑃 − 5)(𝑃 − 2) = 0 

𝑃1 = 5; 𝑃2 = 2 

(b) Determinamos la solución general de la E.D.L. 

𝑥𝑔 = 𝐶1𝑒
5𝑦 + 𝐶2𝑒

2𝑦 

(c) Hallamos la forma 𝑥𝑝 según 𝑔(𝑦) y derivamos de acuerdo al orden 

de la ecuación diferencial original. 

𝑔(𝑦) = 24𝑒𝑦 
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 𝑥𝑝 = 𝐴𝑒
𝑦 

 𝑥′𝑝 = 𝑥′′𝑝 = 𝐴𝑒𝑦 

(d) Sustituimos dichas derivadas en la ecuación diferencial original y 

hallamos el valor de las constantes. 

𝑥′′ − 7𝑥′ + 10𝑥 = 24𝑒𝑦 

𝐴𝑒𝑦 − 7𝐴𝑒𝑦 + 10𝐴𝑒𝑦 = 24𝑒𝑦 

𝐴 − 7𝐴 + 10𝐴 = 24 

4𝐴 = 24  𝐴 = 6 

(e) Determinamos la solución particular de la E.D.L. 

𝑥𝑝 = 6𝑒
𝑦 

(f) Finalmente sumamos las soluciones parciales. 

𝑥 = 𝑥𝑔 + 𝑥𝑝 

𝑥 = 𝐶1𝑒
5𝑦 + 𝐶2𝑒

2𝑦 + 6𝑒𝑦 

 

4. 
𝒅𝟐𝒛

𝒅𝒘𝟐
− 𝟒

𝒅𝒛

𝒅𝒘
+ 𝟒𝒛 = 𝟐𝒆𝟐𝒘 + 𝟒𝒘 − 𝟏𝟐 

 

(a) Resolvemos como 𝑔(𝑤) = 0 (E.D.L. Homogénea). Reemplazando 

𝑧𝑛 = 𝑃𝑛. 

𝑑2𝑧

𝑑𝑤2
− 4

𝑑𝑧

𝑑𝑤
+ 4𝑧 = 0 

 𝑃2 − 4𝑃 + 4 = 0 

 (𝑃 − 2)2 = 0 

𝑃1,2 = 2 

(b) Determinamos la solución general de la E.D.L. 
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𝑧𝑔 = 𝐶1𝑒
2𝑤 + 𝐶2𝑤𝑒

2𝑤 

 

(c) Hallamos la forma 𝑧𝑝 según 𝑔(𝑤) y derivamos de acuerdo al orden 

de la ecuación diferencial original. 

𝑔(𝑤) = 2𝑒2𝑤 + 4𝑤 − 12 

 𝑧𝑝 = 𝐴𝑤2𝑒2𝑤 + 𝐵𝑤 + 𝐶 

 𝑧′𝑝 = 2𝐴𝑤𝑒
2𝑤 + 2𝐴𝑤2𝑒2𝑤 + 𝐵 

 𝑧′′𝑝 = 2𝐴𝑒2𝑤 + 4𝐴𝑤𝑒2𝑤 + 4𝐴𝑤𝑒2𝑤 + 4𝐴𝑤2𝑒2𝑤 

(d) Sustituimos dichas derivadas en la ecuación diferencial original. 

𝑑2𝑧

𝑑𝑤2
− 4

𝑑𝑧

𝑑𝑤
+ 4𝑧 = 2𝑒2𝑤 + 4𝑤 − 12 

2𝐴𝑒2𝑤 + 4𝐴𝑤𝑒2𝑤 + 4𝐴𝑤𝑒2𝑤 + 4𝐴𝑤2𝑒2𝑤 − 8𝐴𝑤𝑒2𝑤 − 8𝐴𝑤2𝑒2𝑤

− 4𝐵 + 4𝐴𝑤2𝑒2𝑤 + 4𝐵𝑤 + 4𝐶 = 2𝑒2𝑤 + 4𝑤 − 12 

 

2𝐴𝑒2𝑤 − 4𝐵 + 4𝐵𝑤 + 4𝐶 = 2𝑒2𝑤 + 4𝑤 − 12 

 𝑒2𝑤:    2𝐴 = 2     𝐴 = 1 

 𝑤:        4𝐵 = 4     𝐵 = 1 

 𝑤0 :     − 4𝐵 + 4𝐶 = −12   𝐶 = −2 

 

(e) Determinamos la solución particular de la E.D.L. 

𝑧𝑝 = 𝑤2𝑒2𝑤 + 𝑤 − 2 

 

(f) Finalmente sumamos las soluciones parciales. 

𝑧 = 𝑧𝑔 + 𝑧𝑝 

𝑧 = 𝐶1𝑒
2𝑤 + 𝐶2𝑤𝑒

2𝑤 + 𝑤2𝑒2𝑤 + 𝑤 − 2 
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5.- 
𝒅𝟐𝒛

𝒅𝒘𝟐
+ 𝒛 = 𝟑𝒔𝒆𝒏(𝟐𝒘) + 𝒘𝒄𝒐𝒔(𝒘) 

 

(a) Resolvemos como 𝑔(𝑤) = 0 (E.D.L. Homogénea). Reemplazando 

𝑧𝑛 = 𝑃𝑛. 

𝑑2𝑧

𝑑𝑤2
+ 𝑧 = 0 

 𝑃2 + 1 = 0 

 𝑃 = ±𝑖 

(b) Determinamos la solución general de la E.D.L. 

𝑧𝑔 = 𝐶1 cos(𝑤) + 𝐶2𝑠𝑒𝑛(𝑤) 

 

(c) Hallamos la forma 𝑧𝑝 según 𝑔(𝑤) y derivamos de acuerdo al orden 

de la ecuación diferencial original. 

𝑔(𝑤) = 3𝑠𝑒𝑛(2𝑤) + 𝑤𝑐𝑜𝑠(𝑤) 

 𝑧𝑝 = 𝐴𝑠𝑒𝑛(2𝑤) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(2𝑤) + 𝑤(𝐶𝑤 + 𝐷)𝑠𝑒𝑛(𝑤) +

𝑤(𝐸𝑤 + 𝐹)cos (𝑤) 

𝑧′𝑝 = 2𝐴𝑐𝑜𝑠(2𝑤) − 2𝐵𝑠𝑒𝑛(2𝑤) + (2𝐶𝑤 + 𝐷)𝑠𝑒𝑛(𝑤)

+ (𝐶𝑤2 + 𝐷) cos(𝑤) + (2𝐸𝑤 + 𝐹) cos(𝑤)

− (𝐸𝑤2 + 𝐹) sen(𝑤) 

𝑧′′𝑝 = −4𝐴𝑠𝑒𝑛(2𝑤) − 4𝐵𝑐𝑜𝑠(2𝑤) + 2𝐶𝑠𝑒𝑛(𝑤)

+ (2𝐶𝑤 + 𝐷)𝑐𝑜𝑠(𝑤) + 2𝐶𝑤 cos(𝑤)

− (𝐶𝑤2 + 𝐷)sen(w)

+ 2𝐸 cos(𝑤) − (2𝐸𝑤 + 𝐹) sen(𝑤)

− (𝐸𝑤2 + 𝐹) cos(w) − 2Ewsen(w) 
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(d) Sustituimos dichas derivadas en la ecuación diferencial original y 

hallamos el valor de las constantes. 

𝑑2𝑧

𝑑𝑤2
+ 𝑧 = 3𝑠𝑒𝑛(2𝑤) + 𝑤𝑐𝑜𝑠(𝑤) 

−4𝐴𝑠𝑒𝑛(2𝑤) − 4𝐵𝑐𝑜𝑠(2𝑤) + 2𝐶𝑠𝑒𝑛(𝑤) + (2𝐶𝑤 + 𝐷)𝑐𝑜𝑠(𝑤) + 2𝐶𝑤 cos(𝑤)

− (𝐶𝑤2 + 𝐷)sen(w) + 2𝐸 cos(𝑤) − (2𝐸𝑤 + 𝐹) sen(𝑤)

− (𝐸𝑤2 + 𝐹) cos(w) − 2Ewsen(w) + 𝐴𝑠𝑒𝑛(2𝑤) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(2𝑤)

+ 𝑤(𝐶𝑤 + 𝐷)𝑠𝑒𝑛(𝑤) + 𝑤(𝐸𝑤 + 𝐹) cos(𝑤)

= 3𝑠𝑒𝑛(2𝑤) + 𝑤𝑐𝑜𝑠(𝑤) 

−4𝐴𝑠𝑒𝑛(2𝑤) − 4𝐵𝑐𝑜𝑠(2𝑤) + 2𝐶𝑠𝑒𝑛(𝑤) + (2𝐶𝑤 + 𝐷)𝑐𝑜𝑠(𝑤) + 2𝐶𝑤 cos(𝑤)

− (𝐶𝑤2 + 𝐷)sen(w) + 2𝐸 cos(𝑤) − (2𝐸𝑤 + 𝐹) sen(𝑤)

− (𝐸𝑤2 + 𝐹) cos(w) − 2Ewsen(w) + 𝐴𝑠𝑒𝑛(2𝑤) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(2𝑤)

+ 𝑤(𝐶𝑤 + 𝐷)𝑠𝑒𝑛(𝑤) + 𝑤(𝐸𝑤 + 𝐹) cos(𝑤)

= 3𝑠𝑒𝑛(2𝑤) + 𝑤𝑐𝑜𝑠(𝑤) 

−3𝐴𝑠𝑒𝑛(2𝑤) − 3𝐵𝑐𝑜𝑠(2𝑤) + 4𝐶𝑤 cos(𝑤) + 2𝐷 cos(𝑤) + 2𝐶𝑠𝑒𝑛(𝑤) +

+ 2𝐸 cos(𝑤) −4Ewsen(w) − 2Fsen(w)

= 3𝑠𝑒𝑛(2𝑤) + 𝑤𝑐𝑜𝑠(𝑤) 

 

𝑠𝑒𝑛(2𝑤): −3𝐴 = 3   𝐴 = −1 

cos(2𝑤): −3𝐵 = 0   𝐵 = 0 

𝑤𝑐𝑜𝑠(𝑤): 4𝐶 = 1   𝐶 = 1/4 

cos(𝑤): 2𝐷 + 2𝐸 = 0   𝐷 = 0 

𝑠𝑒𝑛(𝑤): 2𝐶 − 2𝐹 = 0   𝐹 = 1/4 

𝑤𝑠𝑒𝑛(𝑤): −4𝐸 = 0   𝐸 = 0 

 

 

 



 

 

 

 
 

205 

 
 

(e) Determinamos la solución particular de la E.D.L. 

𝑧𝑝 = −𝑠𝑒𝑛(2𝑤) +
1

4
𝑤2𝑠𝑒𝑛(𝑤) +

1

4
wcos (𝑤) 

 

(f) Finalmente sumamos las soluciones parciales. 

𝑧 = 𝑧𝑔 + 𝑧𝑝 

𝑧 = 𝐶1 cos(𝑤) + 𝐶2𝑠𝑒𝑛(𝑤) + −𝑠𝑒𝑛(2𝑤) +
1

4
𝑤2𝑠𝑒𝑛(𝑤) +

1

4
wcos (𝑤) 

 

3.5.3. Método de variación de parámetro 

𝑎𝑛
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
+ 𝑎𝑛−1

𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1
+⋯+ 𝑎1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎0𝑦 = 𝑓(𝑥) 

 

Procedimiento 

1. Resolver como Ecuación Diferencial Lineal Homogénea. 

𝑦𝑔 = 𝐶1𝑦 + 𝐶2𝑦2 + 𝐶3𝑦3+. . +𝐶𝑛𝑦𝑛 

2. Suponer que 𝑦𝑝 tiene la misma forma 𝑦𝑔 pero las constantes son 

remplazadas por: 𝐶𝑛 = 𝐶′𝑛 

𝑦𝑝 = 𝐶′1𝑦 + 𝐶′2𝑦2 + 𝐶′3𝑦3+. . +𝐶′𝑛𝑦𝑛 

3. Completar un sistema de ecuaciones para que pueda ser resuelta, 

siendo cada ecuación la derivada de 𝑦𝑝. 

𝑦𝑝 = 0 

𝑦′𝑝 = 0 

𝑦′′𝑝 = 0 

𝑦′′′𝑝 = 0 
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𝑦𝑛
𝑝
= 𝑓(𝑥) 

Resolver el sistema de ecuaciones obteniendo: 𝐶′1 + 𝐶′2 +

𝐶′3 +⋯+ 𝐶′𝑛 

4. Integrar los resultados: 

 

𝐶1 = ∫𝐶′1 

𝐶𝑛 = ∫𝐶′𝑛 

5. Remplazar 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3,…, 𝐶𝑛 en 𝑦𝑝. 

 

Ejemplo 

 

𝒚′′ + 𝟑𝒚′ = 𝟑 

Resolvemos como Ecuación Diferencial Lineal Homogénea. 

𝑝2 + 3𝑝 = 0 

𝑝(𝑝 + 3) = 0 

𝑝1 = 0                           𝑝2 = −3 

𝑦𝑔 = 𝐶1 + 𝐶2𝑒
−3𝑥 

𝒚𝒑 = 𝒚𝒈 

𝑦𝑝 = 𝐶′1 + 𝐶′2𝑒
−3𝑥 

Formamos un sistema de ecuaciones 

 

𝐶′1 + 𝐶′2𝑒
−3𝑥 = 0 

0 − 3𝐶′2𝑒
−3𝑥 = 3 



 

 

 

 
 

207 

 
 

Obtenemos 𝐶′1 𝑦 𝐶′2 

𝐶′2 = −𝑒
3𝑥 

𝐶′1 = 𝐶′2𝑒
−3𝑥 → 𝐶′1 = 𝑒3𝑥. 𝑒−3𝑥 → 𝐶′1 = 1 

Encontramos 𝐶1 𝑦 𝐶2 

𝐶1 = ∫𝑑𝑥 →  𝐶1 = 𝑥 

𝐶2 = ∫−𝑒
3𝑥𝑑𝑥 →  𝐶2 = −

1

3
𝑒3𝑥 

Remplazamos en 𝑦𝑝 

𝑦𝑝 = 𝐶′1 + 𝐶′2𝑒
−3𝑥 

𝑦𝑝 = 𝑥 −
1

3
 

𝑦 = 𝑦𝑔 + 𝑦𝑝 

𝑦 = 𝐶1 + 𝐶2𝑒
−3𝑥 + 𝑥 −

1

3
 

 

Ejercicios 

 

1.  𝒚′′ + 𝟐𝒚′ − 𝟑𝒚 = 𝟏 + 𝒙𝒆𝒙 

𝒑 + 𝟐𝒑 − 𝟑 = 𝟎 

(𝑝 + 3)(𝑝 − 1) = 0 

𝑝1 = −3        ;     𝑝2 = 1 

𝑌𝑔 = 𝐶1𝑒
−3𝑥 + 𝐶3𝑒

𝑥 

𝑌𝑝 = 𝐶1
′𝑒−3𝑥 + 𝐶2

′𝑒𝑥 

𝐶1
′𝑒−3𝑥 + 𝐶2

′𝑒𝑥 = 0    (𝟏)                𝐶1 = −𝐶2
′𝑒−4𝑥   (𝟑) 
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−3𝐶1
′𝑒−3𝑥 + 𝐶2

′𝑒𝑥 = 1 + 𝑥𝑒𝑥     (𝟐) 

(𝟑)𝒆𝒏 (𝟐) 

3𝐶2
′𝑒𝑥 + 𝐶2

′𝑒𝑥 = 1 + 𝑥𝑒𝑥 

3𝐶2
′ + 𝐶2

′ = 𝑒−𝑥 + 𝑥 

𝐶2
′ =

𝑒−𝑥 + 𝑥

4
         ;          𝐶1

′ = −
𝑒3𝑥 + 𝑥𝑒4𝑥

4
 

𝐶1 = ∫(
−𝑒3𝑥

4
−
𝑥𝑒4𝑥

4
) 𝑑𝑥 = 

𝑢 = 𝑥              𝑑𝑣 =  
𝑒4𝑥

4
𝑑𝑥 

𝑑𝑢 = 𝑑𝑥              𝑣 =
𝑒4𝑥

16
                                                        

𝑥𝑒4𝑥

16
− ∫

𝑒4𝑥

16
𝑑𝑥 

𝑥𝑒4𝑥

16
−
𝑒4𝑥

64
 

𝐶1 = −
𝑒3𝑥

12
−
𝑥𝑒4𝑥

16
+
𝑒4𝑥

64
 

𝐶2 = ∫
𝑒−𝑥 + 𝑥

4
    𝑑𝑥 =

−𝑒−𝑥

4
+
𝑥2

8
 

𝑌𝑝 = (−
𝑒3𝑥

12
−
𝑥𝑒4𝑥

16
+
𝑒4𝑥

64
   ) 𝑒−3𝑥 + (

−𝑒−𝑥

4
+
𝑥2

8
) 𝑒𝑥 

𝑌𝑝 = −
1

3
−
𝑒𝑥

8
(
𝑥

2
−
1

8
− 𝑥2) 

𝑌 = 𝑌𝑔 + 𝑌𝑝 

𝑌 = 𝐶1𝑒
−3𝑥 + 𝐶3𝑒

𝑥 −
1

3
−
𝑒𝑥

8
(
𝑥

2
−
1

8
− 𝑥2) 
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2. 𝟑𝒚′′ − 𝟔𝒚′ + 𝟔𝒚 = 𝒆𝒙𝒔𝒆𝒄 𝒙 

3𝑝2 − 6𝑝 + 6 = 0 

𝑝 =
6 ± √62 − 4(3)(6)

2(3)
 

𝑝1,2 = 1 ± 𝑖 

𝑌𝑔 = 𝐶1𝑒
𝑥 cos 𝑥 + 𝐶2𝑒

𝑥 sin 𝑥  

𝑌𝑝 = 𝐶1
′𝑒𝑥 cos 𝑥 + 𝐶2

′𝑒𝑥 sin 𝑥  

𝐶1
′𝑒𝑥 cos 𝑥 + 𝐶2

′𝑒𝑥 sin 𝑥 = 0    (𝟏)       𝐶1
′ = −𝐶2

sin 𝑥

cos 𝑥
  (𝟑) 

𝐶1
′𝑒𝑥 cos 𝑥 − 𝐶1

′𝑒𝑥 sin 𝑥 + 𝐶2
′𝑒𝑥 sin 𝑥 + 𝐶2

′𝑒𝑥 cos 𝑥 = 𝑒𝑥 sec 𝑥  (𝟐) 

(𝟑) 𝒆𝒏 (𝟐) 

−𝐶2
′
sin 𝑥

cos 𝑥
. cos 𝑥 + 𝐶2

′
sin 𝑥

cos 𝑥
sin 𝑥 + 𝐶2

′ sin 𝑥 + 𝐶2
′ cos 𝑥 = sec 𝑥 

𝐶2
′ (
𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥

cos 𝑥
) =

1

cos 𝑥
 

𝐶2
′ = 1       ;        𝐶2

′ = − tan 𝑥 

𝐶1 = −∫ tan 𝑥 𝑑𝑥 = − ln (sec 𝑥) 

𝐶2 = ∫𝑑𝑥 = 𝑥 

𝑌𝑝 = −𝑒𝑥ln (sec 𝑥) + 𝑥𝑒𝑥 sin 𝑥 

𝑌 = 𝑌𝑔 + 𝑌𝑝 

𝑌 = 𝐶1𝑒
𝑥 cos 𝑥 + 𝐶2𝑒

𝑥 sin 𝑥 − 𝑒𝑥ln (sec 𝑥) + 𝑥𝑒𝑥 sin 𝑥 

 

3. 𝟒𝒚′′ − 𝟒𝒚′ + 𝒚 = 𝒆
𝒙

𝟐. √𝟏 − 𝒙𝟐 

4𝑝2 − 4𝑝 + 1 = 0 
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𝑝 =
4 ± √4 − 4(4)(1)

2(4)
 

𝑝 =
1

2
 

𝑌𝑔 = 𝐶1𝑒
𝑥
2 

𝑌𝑝 = 𝐶1
′𝑒
𝑥
2 

𝐶1
′𝑒
𝑥
2 = 𝑒

𝑥
2√1 − 𝑥2 

𝐶1 = ∫√1 − 𝑥2𝑑𝑥 =
1

2
𝑥√1 − 𝑥2 +

1

2
arcsin 𝑥 

𝑌𝑝 = 𝑒
𝑥
2 (
1

2
𝑥√1 − 𝑥2 +

1

2
arcsin 𝑥) 

𝑌 = 𝑌𝑔 + 𝑌𝑝 

𝑌 = 𝑒
𝑥
2 (
1

2
𝑥√1 − 𝑥2 +

1

2
arcsin 𝑥) + 𝐶1𝑒

𝑥
2 

 

4. 𝒚′𝒗 − 𝒚′′ = 𝟐𝒙𝒆𝒙 

𝑝4 + 𝑝2 = 0 

𝑝2(𝑝2 − 1) = 0 

𝑝1,2 = 0     ;      𝑝3 = 1     ;      𝑝4 = −1 

𝑌𝑔 = 𝐶1 + 𝐶2𝑥 + 𝐶3𝑒
𝑥 + 𝐶4𝑒

−𝑥 

𝑌𝑝 = 𝐶1
′ + 𝐶2

′𝑥 + 𝐶3
′𝑒𝑥 + 𝐶4

′𝑒−𝑥 

𝐶1
′ + 𝐶2

′𝑥 + 𝐶3
′𝑒𝑥 + 𝐶4

′𝑒−𝑥 = 0     (𝟏) 

𝐶2
′ + 𝐶3

′𝑒𝑥 − 𝐶4
′𝑒−𝑥 = 0     (𝟐) 

𝐶3
′𝑒𝑥 + 𝐶4

′𝑒−𝑥 = 0     (𝟑)           𝐶3
′ = −𝐶4

′𝑒−3𝑥   (𝟓) 

𝐶3
′𝑒𝑥 + 𝐶4

′𝑒−4𝑥 = 2𝑥𝑒𝑥      (𝟒) 
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(𝟓)𝒆𝒏 (𝟒) 

−𝐶4
′𝑒−𝑥 − 𝐶4

′𝑒−𝑥 = 2𝑥𝑒𝑥  

𝐶4
′ = −𝑥𝑒2𝑥      ;        𝐶3

′ = 𝑥 

𝐶2
′ + 𝑥𝑒𝑥 + 𝑥𝑒𝑥 = 0 

𝐶2
′ = −2𝑥𝑒𝑥 

𝐶1
′ − 2𝑥2𝑒𝑥 + 𝑥𝑒𝑥 − 𝑥𝑒𝑥 = 0 

𝐶1
′ = 2𝑥2𝑒𝑥 

𝐶1 = 2∫𝑥2𝑒𝑥𝑑𝑥 = 

𝑢 = 𝑥2         𝑑𝑣 = 𝑒𝑥𝑑𝑥            ;                𝑢 = 𝑥           𝑑𝑣 = 𝑒𝑥𝑑𝑥 

𝑑𝑢 = 2𝑥 𝑑𝑥         𝑣 = 𝑒𝑥              ;          𝑑𝑢 = 𝑑𝑥             𝑣 =  𝑒𝑥 

𝑥2𝑒𝑥 − 2∫𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥 =                  ;                      𝑥𝑒𝑥 −∫𝑒𝑥𝑑𝑥      

𝑥2𝑒𝑥 − 2𝑥𝑒𝑥 + 2𝑒𝑥                 ;                           𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥       

𝐶1 = 𝑥2𝑒𝑥 − 2𝑥𝑒𝑥 + 2𝑒𝑥 

𝐶2 = −2∫𝑥𝑒
𝑥𝑑𝑥 = −2𝑥𝑒𝑥 + 2𝑒𝑥 

𝐶3 = ∫𝑥𝑑𝑥 =
𝑥2

2
 

𝐶4 = −∫𝑥 𝑒
2𝑥𝑑𝑥 = 

𝑢 = 𝑥       ;       𝑑𝑣 = 𝑒2𝑥𝑑𝑥 

𝑑𝑢 = 𝑑𝑥      ;         𝑣 =
𝑒2𝑥

2
 

𝑥𝑒2𝑥 −
1

2
∫𝑒2𝑥𝑑𝑥 
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𝑥𝑒2𝑥

2
−
𝑒2𝑥

4
 

𝐶4 = −
𝑥𝑒2𝑥

2
+
𝑒2𝑥

4
 

𝑌𝑝 = (𝑥2𝑒𝑥 − 2𝑥𝑒𝑥 + 2𝑒𝑥) + (−2𝑥𝑒𝑥 + 2𝑒𝑥)𝑥 + (
𝑥2

2
) 𝑒𝑥

− 𝑒𝑥 (−
𝑥𝑒2𝑥

2
+
𝑒2𝑥

4
) 

𝑌𝑝 =
−𝑥2𝑒𝑥

2
−
𝑥𝑒𝑥

2
+
7𝑒𝑥

2
 

𝑌𝑝 = 𝑒𝑥 (−
𝑥2

2
−
𝑥

2
+
7

4
) 

𝑌 = 𝑌𝑔 + 𝑌𝑝 

𝑌 = 𝑒𝑥 (−
𝑥2

2
−
𝑥

2
+
7

4
) + 𝐶1 + 𝐶2𝑥 + 𝐶3𝑒

𝑥 + 𝐶4𝑒
−𝑥 

 

5. 𝒚′′ + 𝟓𝒚′ + 𝟔𝒚 = (𝒙 + 𝟏)𝟐 

𝑝2 + 5𝑝 + 6 = 0 

(𝑝 + 3)(𝑝 + 2) = 0 

𝑝1 = −3       ;      𝑝2 = −2 

𝑌𝑔 = 𝐶1𝑒
−3𝑥 + 𝐶2𝑒

−2𝑥 

𝑌𝑝 = 𝐶1
′𝑒−3𝑥 + 𝐶2

′𝑒−2𝑥 

𝐶1
′𝑒−3𝑥 + 𝐶2

′𝑒−2𝑥 = 0      (𝟏)     ;      𝐶1
′ = −𝐶2𝑒

𝑥     (𝟑) 

−3𝐶1
′𝑒−3𝑥 − 2𝐶2

′𝑒−2𝑥 = (𝑥 + 1)2         (𝟐) 

3𝐶2
′𝑒−2𝑥 − 2𝐶2

′𝑒−2𝑥 = (𝑥 + 1)2 

𝐶2
′ = 𝑒2𝑥(𝑥 + 1)2      ;  𝐶1

′ = −𝑒3𝑥(𝑥 + 1)2 
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𝐶1 = −∫𝑒3𝑥(𝑥 + 1)2𝑑𝑥 = 

𝑢 = (𝑥 + 1)2          𝑑𝑣 = 𝑒3𝑥𝑑𝑥       ;         𝑢 = (𝑥 + 1)       𝑑𝑣 = 𝑒3𝑥𝑑𝑥 

𝑑𝑢 = 2(𝑥 + 1)𝑑𝑥        𝑣 =
𝑒3𝑥

3
         ;          𝑑𝑢 = 𝑑𝑥         𝑣 =

𝑒3𝑥

3
            

𝑒3𝑥(𝑥 + 1)2

3
−
2

3
∫𝑒3𝑥(𝑥 + 1)𝑑𝑥                  ; 

𝑒3𝑥(𝑥 + 1)

3
−
1

3
∫𝑒3𝑥𝑑𝑥 

𝑒3𝑥(𝑥 + 1)2

3
−
2

3
(
𝑒3𝑥(𝑥 + 1)

3
−
𝑒3𝑥

9
)            ;        

𝑒3𝑥(𝑥 + 1)

3
−
𝑒3𝑥

9
 

𝐶1 = −
𝑒3𝑥(𝑥 + 1)2

3
+
2

9
𝑒3𝑥(𝑥 + 1) −

2

27
𝑒3𝑥 

𝐶2 = ∫𝑒
2𝑥(𝑥 + 1)2𝑑𝑥 = 

𝑢 = (𝑥 + 1)2       𝑑𝑣 = 𝑒2𝑥𝑑𝑥         ;          𝑢 = (𝑥 + 1)       𝑑𝑣 = 𝑒2𝑥𝑑𝑥 

𝑑𝑢 = 2(𝑥 + 1)𝑑𝑥     𝑣 =
𝑒2𝑥

2
      ; 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥     𝑣 =

𝑒2𝑥

2
 

𝑒2𝑥(𝑥 + 1)2

2
− ∫𝑒2𝑥(𝑥 + 1)𝑑𝑥                

  
𝑒2𝑥(𝑥 + 1)

2
−
1

2
∫𝑒2𝑥𝑑𝑥 

𝑒2𝑥(𝑥 + 1)2

2
− [
𝑒2𝑥(𝑥 + 1)

2
−
𝑒2𝑥

4
] 

𝐶2 = −
𝑒2𝑥(𝑥 + 1)2

2
+
𝑒2𝑥(𝑥 + 1)

2
−
𝑒2𝑥

4
 

𝑌𝑝 =
(𝑥 + 1)2

6
−
5(𝑥 + 1)

8
−
35

108
 

𝑌 = 𝑌𝑔 + 𝑌𝑝 
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𝑌 = 𝐶1𝑒
−3𝑥 + 𝐶2𝑒

−2𝑥 +
(𝑥 + 1)2

6
−
5(𝑥 + 1)

8
−
35

108
 

 

3.5.4. Ecuaciones diferenciales de coeficientes variables 

 

𝑎𝑛
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
+ 𝑎𝑛−1

𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1
+⋯+ 𝑎1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎0𝑦 = 𝑓(𝑥) 

𝑎𝒏 + 𝑎𝒏−𝟏…𝑆𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠. 

 

Procedimiento 

1. Dada la ecuación a y los valores de: 

𝑦1 = 𝑓(𝑥), 𝑦2 = 𝑓(𝑥)1, 𝑦3 = 𝑓(𝑥)2 , … , 𝑦𝑛 = 𝑓(𝑥)𝑛 

Para  𝑦𝑔 = 𝐶1𝑦 + 𝐶2𝑦2 + 𝐶3𝑦3+. . +𝐶𝑛𝑦𝑛  

Sustituir: 𝑦 = 𝑓(𝑥)… 

2. 𝑦𝑝 = 𝑦𝑔 solo que sustituimos 𝑎𝑛 = 𝑢𝑛 

𝑦𝑝 = 𝑈1𝑦 + 𝑈2𝑦2 + 𝑈3𝑦3+. . +𝑈𝑛𝑦𝑛 

3. Formar un sistema de ecuaciones que pueda resolverse. 

𝑦𝑝 = 0 

𝑦′𝑝 = 0 

𝑦′′𝑝 = 0 

𝑦𝑛
𝑝
= 𝑓(𝑥) 

 

4. Resolver el sistema y obtener 𝑈′1 + 𝑈′2 + 𝑈′3 +⋯+𝑈′𝑛 

5. Encontrar 𝑈1 + 𝑈2 + 𝑈3 +⋯+𝑈𝑛 

6. Remplazar 𝑈1 + 𝑈2 + 𝑈3 +⋯+ 𝑈𝑛 en 𝑦𝑝 
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Ejemplo 

 

(𝐜𝐨𝐬(𝒙) − 𝐬𝐢𝐧(𝒙))𝒚′′ + 𝟐 𝐬𝐢𝐧(𝒙)𝒚′ − (𝐬𝐢𝐧(𝒙) + 𝐜𝐨𝐬(𝒙))𝒚 = 𝒆𝒙(𝐜𝐨𝐬(𝒙) −

𝐬𝐢𝐧(𝒙))𝟐, 𝒚𝟏 = 𝒆
𝒙, 𝒚𝟐 = 𝐬𝐢𝐧(𝒙) 

𝑦′′ +
2sin (𝑥)

cos(𝑥) − sin (𝑥)
𝑦′ −

sin(𝑥) + cos(𝑥)

cos(𝑥) − sin(𝑥)
𝑦′

= 𝑒𝑥(cos(𝑥) − sin(𝑥)) 

𝑦𝑔 = 𝐶1𝑦 + 𝐶2𝑦2 

𝑦𝑔 = 𝐶1𝑒
𝑥 + 𝐶2sin (𝑥) 

Encontramos yp 

yp = U1e
x + U2sin (x) 

Formamos un sistema de ecuaciones 

 

U′1e
x + U′2 sin(x) = 0 

                                      U′1e
x + U′2 cos(x) = ex(cos(x) − sin(x)) 

 

Resolvemos el sistema de ecuaciones 

U′1e
x + U′2 sin(x) = 0 → U′1 = −

U′2 sin(x)

ex
 

Remplazamos U′1 en la segunda ecuación 

−
𝑈′2 sin(𝑥)

𝑒𝑥
𝑒𝑥 + 𝑈′2 cos(𝑥) = 𝑒𝑥(cos(𝑥) − sin(𝑥)) 

𝑈′2(−sin (𝑥) + cos(𝑥)) = 𝑒𝑥(cos(𝑥) − sin(𝑥)) 

𝑈′2 =
𝑒𝑥(cos(𝑥) − sin(𝑥))

(−sin (𝑥) + cos(𝑥))
→  𝑈′2 = 𝑒𝑥  
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Remplazamos U′2 en la primera ecuación 

𝑈′1 = −
𝑈′2 sin(𝑥)

𝑒𝑥
→ 𝑈′1 = −

𝑒𝑥 sin(𝑥)

𝑒𝑥
→ 𝑈′1 = −sin (𝑥) 

Integramos para hallar 𝑈1 𝑦 𝑈2 

𝑈1 = −∫sin(𝑥) 𝑑𝑥 →  𝑈1 = cos (𝑥)  

𝑈2 = ∫𝑒𝑥𝑑𝑥 →  𝑈2 = 𝑒𝑥  

Remplazamos en 𝑦𝑝 los valores de 𝑈1 𝑦 𝑈2 

𝑦𝑝 = 𝑈1𝑒
𝑥 + 𝑈2sin (𝑥) 

𝑦𝑝 = 𝑒
𝑥cos (𝑥) + 𝑒𝑥sin (𝑥) 

 

𝒚 = 𝒚𝒈 + 𝒚𝒑 

𝑦 = 𝑈1𝑒
𝑥 + 𝑈2 sin(𝑥) + 𝑒

𝑥cos (𝑥) + 𝑒𝑥sin (𝑥) 

 

3.5.5. Ejercicios varios 

 

Ejercicio 1 

𝒒′′ + 𝒒′ = 𝟑 + 𝒆−𝒙       𝒄𝒐𝒏 {
𝒒(𝟎) = 𝟏

𝒒′(𝟎) = 𝟎
 

Solución: 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐. 𝐺𝑟𝑎𝑙: → 𝑞 = 𝐶1 + 𝐶2𝑒
−𝑝 + 3𝑝 − 𝑝𝑒−𝑝

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐. 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑐: → 𝑞′ = −𝐶2𝑒−𝑝 + 3 − 𝑒−𝑝 + 𝑝𝑒−𝑝
 

{
1 = 𝐶1 + 𝐶2
0 = −𝐶2 + 2

                       (𝐶1,𝐶2) = (−1,2) 

𝑞 = −1+2𝑒−𝑝 + 3𝑝 − 𝑝𝑒−𝑝 
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Ejercicio 2 

𝒗′′′ + 𝟑𝒗′′ − 𝟒𝒗 = 𝟎 

Solución: 

𝑚3 + 3𝑚2 − 4 = 0 →  ±1 , ±2 , ±4

(𝑚 − 1)(𝑚2 + 4𝑚 + 4) = 0

(𝑚 − 1)(𝑚 + 2)(𝑚 + 2) = 0

𝑚 − 1 = 0  ;    𝑚 + 2 = 0   ;   𝑚 + 2 = 0

𝑚1 = 1  ;  𝑚2 = −2 = 𝑚3

𝑣 = 𝐶1𝑒𝑢 + 𝐶2𝑒−2𝑢 + 𝐶3 = 𝑢𝑒−2𝑢

 

 

Ejercicio 3 

𝒗′′ = 𝒖𝒗′ − 𝒗 = 𝟎  ;   𝒗 = 𝒆𝒎𝒖 

Solución: 

𝑚2 − 4𝑚 − 1 = 0
(𝑚2 − 4𝑚 + 4) = 1 + 4

(𝑚 − 2)2 = 5

𝑚 − 2 = ±√5

𝑚 = 2 ± √5

𝑚1 = 2 + √5  , 𝑚2 = 2 − √5

                        

𝑣1 = 𝑒(𝑤+√5)𝑢  ,   𝑣2 = 𝑒(𝑤−√5)𝑢

𝑣 = 𝐶1𝐶1+𝐶2𝑉2

𝑣 = 𝐶1𝑒
(𝑤+√5) + 𝐶2𝑒

(𝑤−√5)

 

Ejercicio 4 

 𝒗𝟒 − 𝟐𝒗′′ + 𝒗 = 𝟎 
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Solución: 

𝑚4 − 2𝑚2 + 1 = 0
(𝑚2 − 1)2 = 0

[(𝑚 − 1)(𝑚 + 1)]2 = 0

(𝑚 − 1)2(𝑚 + 1)2 = 0

(𝑚 − 1)2 = 0 , (𝑚 + 1)2 = 0
𝑚 = 1 ,   𝑚 = −1

  
𝑣1 = 𝑒

𝑢 , 𝑣2 = 𝑢𝑒𝑢 , 𝑣3 = 𝑒−𝑢 , 𝑣4 = 𝑢𝑒−𝑢

𝑣 = 𝐶1𝑒𝑢 + 𝐶2𝑢𝑒𝑢 + 𝐶3𝑒−𝑢 + 𝐶4𝑢𝑒−𝑢
 

 

Ejercicio 5 

𝒅𝟒𝒗

𝒅𝒖𝟒
+
𝟐𝒅𝟐𝒗

𝒅𝒖𝟐
+ 𝒗 = 𝟎 

 

Solución: 

𝑚4 + 2𝑚2 + 1 = 0
𝑚2             1

(𝑚2 + 1)2 = 0

𝑚2 + 1 = 0       𝑚2 + 1 = 0
𝑚2 = −1           𝑚2 = −1

𝑚 = ±√−1          𝑚 = ±√−1
𝑚 = 0 ± 𝑖         𝑚 = 0 ± 𝑖

𝑣 = 𝑒0𝑢(𝐶1𝑐𝑜𝑠𝑢 + 𝐶2𝑠𝑒𝑛𝑢) + 𝑒0𝑢𝑢(𝐶3𝑐𝑜𝑠𝑢 + 𝐶4𝑠𝑒𝑛𝑢)
𝑣 = 𝐶1𝑐𝑜𝑠𝑢 + 𝐶2𝑠𝑒𝑛𝑢 + 𝐶3𝑐𝑜𝑠𝑢 + 𝐶4𝑠𝑒𝑛𝑢 

 

 

 

Ejercicio 6 

𝟑𝒗′′′ + 𝟓𝒗′′ + 𝟏𝟎𝒗′ − 𝟒𝒗 = 𝟎 
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Solución: 

3𝑚3 + 5𝑚2 + 10𝑚 − 4 = 0

±1 , ±3                       ± 1 , ±2 , ±3

𝑝𝑜𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒𝑠 𝑟𝑎𝑖𝑐𝑒𝑠: ± 1 , ±
1
3 ,±2 , ±

2
3 ,±3

(𝑚 −
1
3) (3𝑚

2 + 6𝑚 + 12) = 0

𝑚 −
1
3 = 0      3𝑚

2 + 6𝑚 + 12 = 0

𝑚1 =
1
3        𝑚

2 + 2𝑚 + 4 = 0

𝑣 = 𝐶1𝑒𝜋3𝑢 + 𝑒−𝑢(𝐶2𝑐𝑜𝑠√3𝑢+𝐶3𝑠𝑒𝑛√3𝑢)

 

 

Ejercicio 7 

𝒚′′′ − 𝟐𝒚′′ − 𝒚′ + 𝟐𝒚 = 𝟎 

Solución: 

El polinomio característico, correspondiente a la ecuación 

diferencial: 

 

𝑦′′′ − 2𝑦′′ − 𝑦′ + 2𝑦 = 0 

                                               𝑃(𝑡) = 𝑡3 − 2𝑡2 − 𝑡 + 2 

𝑃(𝑡) = (𝑡 − 1)(𝑡 + 1)(𝑡 − 2) = 0 

De donde: 𝑡 = 1,    𝑡 = −1,    𝑡 = 2  

Por lo tanto: 𝑦 = 𝑐1𝑒
𝑥 + 𝑐2𝑒

−𝑥 + 𝑐3𝑒
2𝑥 

                                         𝒚′′′ + 𝟑𝒚′′ − 𝟑𝒚′ + 𝒚 = 𝟎 
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Ejercicio 8 

𝒅𝟒𝒚

𝒅𝒙𝟒
= 𝒚 

Solución: 

El polinomio característico, correspondiente a la ecuación 

diferencial:  

𝑑4𝑦

𝑑𝑥4
− 𝑦 = 0 

                                                          𝑃(𝑡) = 𝑡4 − 1 

𝑃(𝑡) = (𝑡 + 1)(𝑡 − 1)(𝑡2 + 1) = 0 

De donde: 𝑡 = 1,    𝑡 = −1,    𝑡 = 𝑖,    𝑡 = −𝑖 

 

Por lo tanto: 

𝑦 = 𝑐1𝑒
𝑥 + 𝑐2𝑒

−𝑥 + 𝑐3 cos 𝑥 + 𝑐4 𝑠𝑒𝑛 𝑥 

 

Ejercicio 9 

𝒙𝒚´´ = 𝒚′𝑰𝒏(
𝒚´

𝒙
) 

Solución: 

𝑦´ = 𝑧 → 𝑥𝑧´ = 𝑧𝐼𝑛 (
𝑧

𝑥
) → 𝑧´ =

𝑧

𝑥
𝐼𝑛
𝑧

𝑥
 

𝑧 = 𝑢𝑥, 𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒 𝑑𝑧 = 𝑢𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑢 

𝑑𝑧 =
𝑧

𝑥
𝐼𝑛 (

𝑧

𝑥
) 𝑑𝑥 
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𝑢 𝑑𝑥 + 𝑥 𝑑𝑢 = 𝑢 𝐼𝑛 𝑢 𝑑𝑥 

𝑥 𝑑𝑢 = (𝑢 𝐼𝑛 𝑦 𝑢 − 𝑢)𝑑𝑥, 𝑠𝑒𝑝𝑎𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑙𝑎 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒. 

𝑑𝑢

𝑢 𝐼𝑛 𝑢 − 𝑢
=
𝑑𝑥

𝑥
 

𝐼𝑛(𝐼𝑛 𝑢 − 1) = 𝐼𝑛 𝑐𝑥 

𝐼𝑛 𝑢 − 1 = 𝑐𝑥 

𝐼𝑛 𝑢 = 1 + 𝑐𝑥 

𝑢 = 𝑒1−𝑐𝑥 →
𝑧

𝑥
= 𝑒1+𝑐𝑥 

𝑧 = 𝑥𝑒1+𝑐𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥𝑒1+𝑐𝑥 

𝑑𝑦 = 𝑥𝑒1+𝑐𝑥𝑑𝑥 

𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜: 𝑦 =
𝑥

𝑐
𝑒1+𝑐𝑥 −

1

𝑐2
𝑒1+𝑐 + 𝑘 

Ejercicio 10 

𝒙𝒚′(𝒚𝒚´´ − 𝒚(𝒚´)𝟐) = 𝒙𝟒𝒚𝟑 

Solución: 

𝑦 = 𝑒∫𝑍(𝑥)𝑑𝑥 

𝑦´ = 𝑍(𝑥)𝑒∫𝑍(𝑥)𝑑𝑥  
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𝑦´´ = 𝑍´(𝑥)𝑒∫ 𝑍(𝑥)𝑑𝑥 + (𝑧(𝑥))2𝑒∫ 𝑍(𝑥)𝑑𝑥 

𝑋𝑍(𝑥)𝑒∫ 𝑍(𝑥)[𝑒∫ 𝑍(𝑥)𝑑𝑥(𝑧´(𝑥)𝑒∫ 𝑍(𝑥)𝑑𝑥 + (𝑧(𝑥))2𝑒∫ 𝑧(𝑥)𝑑𝑥) −

(𝑧(𝑥))2𝑒2∫ 𝑍(𝑥)𝑑𝑥]   −𝑒∫ 𝑍(𝑥)𝑑𝑥(𝑧(𝑥))2𝑒2∫ 𝑍(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑥4𝑒3 ∫ 𝑍(𝑥)𝑑𝑥  

𝑒3∫ 𝑍(𝑥)𝑑𝑥[𝑥 = (𝑥)𝑧´(𝑥) + 𝑥(𝑧(𝑥))
3
− 𝑥(𝑧(𝑥)3 − (𝑧(𝑥))2] 

𝑥 𝑒3∫ 𝑍(𝑥)𝑑𝑥[𝑥 = (𝑥)𝑧´(𝑥) − (𝑧(𝑥))2] = 𝑥4 

𝑧´(𝑥) − (
1

𝑥
) 𝑧(𝑥)

= 𝑥3(𝑧(𝑥))−1 (𝐸𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝑙 𝑑𝑒 𝐵𝑒𝑟𝑛𝑜𝑢𝑙𝑙𝑖 𝑒𝑛 𝑧 𝑐𝑜𝑛 𝑛

= −1) 

𝑧2 = 𝑒−2∫
1
𝑥
𝑑𝑥 [2𝑒2∫

1
𝑥
𝑑𝑥𝑥3𝑑𝑥 + 𝑐] = 𝑥2(𝑥2 + 𝑐) 

𝑧 = 𝑥√𝑥2 + 𝑐 

𝑦 = 𝑒∫ 𝑥√𝑥
2+𝑐𝑑𝑥 = 𝑒

1
3
(𝑥2+𝑐)2

 

Ejercicio 11 

𝒙𝒚𝒚´´ − 𝒙(𝒚´)𝟐 − 𝒚𝒚´ = 𝟎 

Solución: 

𝑦´ = 𝑦𝑧 

𝑦´´ = 𝑦′𝑧 + 𝑦𝑧´ = 𝑦𝑧2 + 𝑦𝑧´ 

𝑦´´ = 𝑦(𝑧2 + 𝑧) 

𝑅𝑒𝑒𝑚𝑝𝑙𝑎𝑧𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑒𝑛 𝑙𝑎 𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝑙 
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𝑥𝑦2(𝑧2 + 𝑧´) − 𝑥𝑦2𝑧2 − 𝑦2𝑧 = 0  

𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒 𝑥𝑧2 + 𝑥𝑧´ − 𝑧 = 0 

𝑥𝑧´ − 𝑧 = 0  

𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒 
𝑑𝑧

𝑧
−
𝑑𝑥

𝑥
= 0  

𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜 𝐼𝑛 = 𝐼𝑛 𝑥 = 𝐼𝑛 𝑐1 𝑒𝑠 𝑑𝑒𝑐𝑖𝑟
𝑧

𝑥
= 𝑐1 

 𝐶𝑜𝑚𝑜: 𝑧 =
𝑦´

𝑦
→
𝑦´

𝑦𝑥
= 𝑐1 →

𝑑𝑦

𝑦
= 𝑐1𝑥𝑑𝑥  

𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜: 𝐼𝑛 𝑦 =
𝑐1
2
𝑥2 + 𝑐2 

𝑦 = 𝑘1𝑒
𝑘 𝑥2 

 

 Observación: cuando la ecuación diferencial es homogénea para la 

función y sus derivadas, la sustitución 𝑦´ = 𝑦𝑧 ó 𝑣 = 𝑒∫ 𝑧𝑑𝑥  
 

 𝑟𝑒𝑑𝑢𝑐𝑒 𝑒𝑙 𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛 𝑑𝑒 𝑢𝑛𝑎 𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝑙 𝑢𝑛𝑎 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑 

 

Ejercicio 12 

𝒚𝒚´´ − 𝟐𝒚𝒚´𝑰𝒏 𝒚 − 𝒚𝟐 = 𝟎  

Solución: 

𝑃 = 𝑦´ 
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𝑦´´ = 𝑃
𝑑𝑝

𝑑𝑦
 

𝑦𝑃
𝑑𝑝

𝑑𝑦
− 2𝑦𝑃𝑙𝑛 𝑦 − 𝑝2 = 0 

𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟𝑖𝑧𝑎𝑛𝑑𝑜: 𝑃 (𝑦
𝑑𝑝

𝑑𝑦
− 2𝐿𝑛 𝑦 − 𝑃) = 0 

𝑃 = 0 → 𝑦 = 𝑐1 

ó 
𝑑𝑝

𝑑𝑦
−
1

𝑦
𝑃 = 2𝐿𝑛 𝑦  (𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑙 𝑒𝑛 𝑃) 

𝑃 = 𝑒∫
𝑑𝑦
1 . 2𝐿𝑛 𝑦 𝑑𝑦 + 𝑐1} = 𝑦[

2

2
𝐿𝑛2𝑦 + 𝑐1] 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦 𝐿𝑛2𝑦 + 𝑐1 

𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜:  ∫
𝑑𝑦

𝑦 𝑙𝑛2𝑦 + 𝑐1 𝑦
= 𝑑𝑥 

∫

𝑑𝑦

𝑦 𝑙𝑛2𝑦 + 𝑐1𝑦
= 𝑑𝑥 → 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (

ln 𝑦

𝑐1
) = 𝑥 + 𝑐2

ln 𝑦 = 𝑐1𝑡𝑔(𝑥 + 𝑐2)

 

Ejercicio 13 

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙
= 𝒙𝒆𝒙, 𝒚(𝟎) = 𝟏, 𝒚´(𝟎) = 𝟎 

Solución: 

𝑑2𝑦

𝑑𝑡
= 𝑥𝑒−𝑥 →

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= ∫𝑥𝑒−𝑥𝑑𝑥  
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𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜:  

𝑢: 𝑥 → 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥; 𝑣

= ∫𝑒−𝑥𝑑𝑥 = −𝑒−𝑥 →
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝑥𝑒−𝑥 +∫𝑒−𝑥𝑑𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥𝑒−𝑥 + 𝑒−𝑥 + 𝑐1 

𝑦´(0) = 0 

0 = 0 − 1 + 𝐶1 → 𝐶1 = 1 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝑥𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥 + 1 

∫𝑑𝑦 = ∫(1 − 𝑥𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥)𝑑𝑥 

𝑦 = 𝑥 + 𝑥𝑒−𝑥 + 𝑒−𝑥 + 𝐶2 

𝑦(0) = 1 

1 = 0 + 2 + 𝐶2 

𝐶2 = −1 

𝑦 = 𝑥 + 𝑥𝑒−𝑥 + 2𝑒−𝑥 − 1. 

 

Ejercicio 14 

𝒅𝟑𝒚

𝒅𝒙𝟑
= 𝒙𝑺𝒆𝒏(𝒙), 𝒚(𝟎) = 𝟎, 𝒚´(𝟎) = 𝟎 

Solución: 

𝐼𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜: 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= ∫⌊ 𝑥𝑆𝑒𝑛(𝑥)⌋𝑑𝑥 𝑃𝑜𝑟 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑒𝑠: 𝑢 = 𝑥 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 𝑣 = ∫𝑆𝑒𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = −𝐶𝑜𝑠(𝑥) 

𝑑2𝑥

𝑑𝑥2
= −𝐶𝑜𝑠(𝑥) + ∫𝐶𝑜𝑠(𝑥)𝑑𝑥 = −𝑥𝐶𝑜𝑠(𝑥) + 𝑆𝑒𝑛(𝑥) + 𝐶1 
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𝐶1: 𝑦
2(0) = 0 

0 = 0 + 𝑆𝑒𝑛(0) + 𝐶1 → 𝐶1 = 0 

𝐸𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠:  

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= −𝐶𝑜𝑠(𝑥) + 𝑆𝑒𝑛(𝑥) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= ∫[𝑆𝑒𝑛(𝑥) − 𝑥𝐶𝑜𝑠(𝑥)]𝑑𝑥 

 

Ejercicio 15 

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
= 𝟐𝑺𝒆𝒏(𝒙)𝑪𝒐𝒔𝟐(𝒙) − 𝑺𝒆𝒏𝟑(𝒙) 

Solución: 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 2𝑆𝑒𝑛(𝑥)𝐶𝑜𝑠2 − 𝑆𝑒𝑛3(𝑥) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= ∫[2𝑆𝑒𝑛(𝑥)𝐶𝑜𝑠2(𝑥) − 𝑆𝑒𝑛3(𝑥)]𝑑𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
2𝐶𝑜𝑠3(𝑥)

3
− ∫𝑆𝑒𝑛2(𝑥)𝑆𝑒𝑛(𝑥)𝑑𝑥

= −
2𝐶𝑜𝑠3(𝑥)

3
− ∫[1 − 𝐶𝑜𝑠3(𝑥)]𝑆𝑒𝑛(𝑥)𝑑𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
2𝑐𝑜𝑠3(𝑥)

3
+ 𝐶𝑜𝑠(𝑥) −

𝐶𝑜𝑠3(𝑥)

3
+ 𝐶1

= 𝐶𝑜𝑠(𝑥) − 𝐶𝑜𝑠3(𝑥) + 𝐶2 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝐶𝑜𝑠(𝑥)[1 − 𝐶𝑜𝑠2(𝑥)] + 𝐶1 = 𝐶𝑜𝑠(𝑥)𝑆𝑒𝑛

2(𝑥) + 𝐶2 

𝑦 = ∫[𝐶𝑜𝑠(𝑥)𝑆𝑒𝑛2(𝑥) + 𝐶1]𝑑𝑥 =
𝑆𝑒𝑛3(𝑥)

3
+ 𝐶1𝑥 + 𝐶2 
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Ejercicios propuestos  

1. 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
− 3

d𝑦

dx
+ 2𝑦 = 0 

2. 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
− 4

d𝑦

𝑑𝑥
+ 4𝑦 = 0                                                  

3. 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+
d𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 0 

4.    𝑣′′ + 𝑣′ − 2𝑣 = 1 + 𝑣2 + 𝑒𝑢 

5. 𝑣′′ − 𝑣 = 𝑢𝑠𝑒𝑛(𝑢) 

6. 𝑦′′′ − 𝑦 = 0 

7. 𝑦𝑖𝑣 − 𝑦 = 0 

8. 6𝑦′′′ − 𝑦′′ − 6𝑦′ + 𝑦 = 0 

9. 𝑦′′′ − 𝑦′′ − 3𝑦′ − 𝑦 = 0 

10. 
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
− 2

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
− 3

d𝑦

𝑑𝑥
= 0 

11. 𝑦′′′ − 𝑦 = 0 

12. 𝑦𝑖𝑣 − 𝑦 = 0 

13. 6𝑦′′′ − 𝑦′′ − 6𝑦′ + 𝑦 = 0 

14. 𝑦′′′ − 𝑦′′ − 3𝑦′ − 𝑦 = 0 

15. 
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
− 2

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
− 3

d𝑦

𝑑𝑥
= 0 

16. 𝑦′′′ − 𝑦 = 0 

17. 𝑦𝑖𝑣 − 𝑦 = 0 

18. 6𝑦′′′ − 𝑦′′ − 6𝑦′ + 𝑦 = 0 

19. 𝑦′′′ − 𝑦′′ − 3𝑦′ − 𝑦 = 0 

20. 
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
− 2

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
− 3

d𝑦

𝑑𝑥
= 0 
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Capítulo 

 

 

 

SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES 

 

4.1. Sistema de ecuaciones diferenciales con coeficientes 

constantes 

 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑓(𝑡) 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑐𝑥 + 𝑑𝑦 + 𝑓(𝑡) 

 

4.2. Tipos de sistemas de ecuaciones diferenciales 

- f(t) = 0  Homogéneo 

- f(t) ≠ 0  No Homogéneo 

 

4.3. Métodos de resolución 

- Reducción o eliminación.  

- Matricial. 

- Eliminación mediante el operador diferencial D. 

 

4.3.1. Método de reducción o eliminación 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑓(𝑡)  

→ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 𝑠𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠, 𝑓(𝑡)𝑦 𝑔(𝑡)𝑠𝑜𝑛 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑡 

 

4 
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𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑐𝑥 + 𝑑𝑦 + 𝑔(𝑡) → 𝑥(𝑡) 𝑌 𝑦(𝑡)𝑠𝑜𝑛 𝑖𝑛𝑐ó𝑔𝑛𝑖𝑡𝑎𝑠. 

 

Procedimiento  

1. De cualquiera de las dos ecuaciones se despeja una de las 

incógnitas x o y. 

2. La incógnita despejada se remplaza en la otra ecuación. 

3. Se deriva respectivamente. 

4. Se resuelve. 

 

Ejemplo 

 

𝒅𝒙

𝒅𝒕
= 𝟑 − 𝟐𝒚 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟐𝒙 − 𝟐𝒕 

Despejamos y de la primera ecuación. 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 3 − 2𝑦 

𝑦 =
3

2
−
𝑑𝑥

2𝑑𝑡
 

Remplazamos y en la segunda ecuación. 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥 − 2𝑡 

𝑑

𝑑𝑥
(
3

2
−
𝑑𝑥

2𝑑𝑡
) = 2𝑥 − 2𝑡 

0 −
𝑑2𝑥

2𝑑𝑡2
= 2𝑥 − 2𝑡 
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𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 4𝑥 = 4𝑡 

𝑥′′ + 4𝑥 = 4𝑡 

Se resuelve como una ecuación diferencial lineal homogénea. 

𝑝2 + 4 = 0 

𝑝 = ±2𝑖 

𝑥𝑔 = 𝐶1 cos(2𝑡) + 𝐶2sin (2𝑡) 

𝑓(𝑡) = 4𝑡 

𝑥𝑝 = 𝐴𝑡 + 𝐵 

𝑥′𝑝 = 𝐴 

𝑥′′𝑝 = 0 

Se remplaza x’ y x’’ en la ecuación original. 

𝑥′′ + 4𝑥 = 4𝑡 

0 + 4(𝐴𝑡 + 𝐵) = 4𝑡 

𝑡1:        4𝐴 = 4 → 𝐴 = 1 

𝑡0:        4𝐵 = 0 → 𝐵 = 0 

𝑥𝑝 = 𝑡 

𝑥 = 𝑥𝑔 + 𝑥𝑝 

𝑥 = 𝐶1 cos(2𝑡) + 𝐶2 sin(2𝑡) + 𝑡 

Despejamos x de la segunda ecuación. 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥 − 2𝑡 

𝑥 =
𝑑𝑦

2𝑑𝑡
+ 𝑡 

Remplazamos x en la primera ecuación. 



 

 

 

 
 

232 

 
 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 3 − 2𝑦 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝑑𝑦

2𝑑𝑡
+ 𝑡) = 3 − 2𝑦 

𝑑2𝑦

2𝑑𝑡2
+ 1 = 3 − 2𝑦 

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 4𝑦 = 4 

𝑦′′ + 4𝑦 = 4 

Se resuelve como una ecuación diferencial lineal homogénea. 

𝑝2 + 4 = 0 

𝑝 = ±2𝑖 

𝑦𝑔 = 𝐶3 cos(2𝑡) + 𝐶4sin (2𝑡) 

𝑓(𝑡) = 4𝑡 

𝑥𝑝 = 𝐴𝑡 + 𝐵 

𝑦′𝑝 = 𝐴 

𝑦′′𝑝 = 0 

Se remplaza x’ y x’’ en la ecuación original. 

𝑦′′ + 4𝑦 = 4 

0 + 4𝐴 = 4 

𝑡1:        4𝐴 = 4 → 𝐴 = 1 

𝑦𝑝 = 𝑡 

𝑦 = 𝑦𝑔 + 𝑦𝑝 

𝒚 = 𝑪𝟑 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒕) + 𝑪𝟒 𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒕) + 𝒕 
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Ejercicios 

 

Ejercicio 1 

𝟏) 
𝒅𝒙

𝒅𝒕
= 𝒂𝒙 + 𝒃𝒚                          f(t) = 0 Homogénea 

𝟐) 
𝒅𝒙

𝒅𝒕
= 𝒄𝒙 + 𝒅𝒚 

De 1 despejamos y 

3) 𝒚 =
𝑑𝑥

𝑑𝑑𝑡
−
𝑎𝑥

𝑏
 

Derivamos x con respecto a t 

4) 𝒚| =
𝑑𝑥2

𝑑𝑑𝑡2
−
𝑎

𝑏

𝑑𝑥

𝑑𝑡
 

Reemplazamos 3 y 4 en la segunda ecuación 

𝑑𝑥2

𝑑𝑑𝑡2
−
𝑎

𝑏

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑐𝑥 + 𝑑 (

𝑑𝑥

𝑑𝑑𝑡
−
𝑎𝑥

𝑏
) 

𝑎𝑛
𝑑𝑛𝑥

𝑑𝑡𝑛
+ 𝑎𝑛−1

𝑑𝑛−1𝑥

𝑑𝑡𝑛−1
+⋯+ 𝑎1

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑎0𝑡 = 0 

𝑎𝑛𝑟
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑟

𝑛−1 +⋯ 𝑎1𝑟 + 𝑎0𝑟
0 = 0 

 

Finalmente se analizan las raíces 

𝒙𝑻 = 𝐶1𝑒
𝑟1𝑥 + 𝐶2𝑒

𝑟2𝑥 +⋯+ 𝐶𝑛𝑒
𝑟𝑛𝑥 
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Ejercicio 2 

𝒅𝒙

𝒅𝒕
+
𝒅𝒚

𝒅𝒕
= 𝒆−𝒕 − 𝒚 

𝟐
𝒅𝒙

𝒅𝒕
+
𝒅𝒚

𝒅𝒕
= 𝐬𝐢𝐧 𝒕 − 𝟐𝒚 

Derivamos la primera ecuación 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
= −𝑒−𝑡 −

𝑑𝑦

𝑑𝑡
 

Sumamos la primera y tercera ecuación 

𝑑𝑥
𝑑𝑡

+
𝑑𝑦
𝑑𝑡
   =

𝑑2𝑥
𝑑𝑡2

+
𝑑2𝑦
𝑑𝑡2

=
     
−𝑒−𝑡 −𝑦

−𝑒−𝑡 −
𝑑𝑦
𝑑𝑡

𝑑𝑥
𝑑𝑡
+
𝑑𝑦
𝑑𝑡
+
𝑑2𝑥
𝑑𝑡2

+
𝑑2𝑦
𝑑𝑡2

= −
𝑑𝑦
𝑑𝑡
− 𝑦

 

Derivamos la segunda ecuación 

2
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
= cos 𝑡 − 2

𝑑𝑦

𝑑𝑡
 

Sumamos la segunda con la quinta ecuación 

2
𝑑𝑥
𝑑𝑡
+
𝑑𝑦
𝑑𝑡
= sin 𝑡 − 2𝑦

2
𝑑2𝑥
𝑑𝑡2

+
𝑑2𝑦
𝑑𝑡2

= cos 𝑡 − 2
𝑑𝑦
𝑑𝑡

2
𝑑𝑥
𝑑𝑡
+ 2

𝑑2𝑥
𝑑𝑡2

+
𝑑𝑦
𝑑𝑡
+
𝑑2𝑦
𝑑𝑡2

= sin 𝑡 − 2𝑦 + cos 𝑡 − 2
𝑑𝑦
𝑑𝑡
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Sumamos la cuarta con la sexta ecuación 

−2
𝑑𝑥
𝑑𝑡
− 2

𝑑𝑦
𝑑𝑡
− 2

𝑑2𝑥
𝑑𝑡2

− 2
𝑑2𝑦
𝑑𝑡2

=  2
𝑑𝑦
𝑑𝑡
+ 2𝑦                        (∗ −2)

2
𝑑𝑥
𝑑𝑡
+ 2

𝑑2𝑥
𝑑𝑡2

+
𝑑𝑦
𝑑𝑡
+
𝑑2𝑦
𝑑𝑡2

= sin 𝑡 − 2𝑦 + cos 𝑡 − 2
𝑑𝑦
𝑑𝑡

−
𝑑2𝑥
𝑑𝑡2

−
𝑑𝑦
𝑑𝑡
= sin 𝑡 + cos 𝑡

 

𝒅𝟐𝒙

𝒅𝒕𝟐
+
𝒅𝒚

𝒅𝒕
= −𝐬𝐢𝐧 𝒕 − 𝐜𝐨𝐬 𝒕 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+
𝑑𝑦

𝑑𝑡
 ≪=≫ 𝑟2 + 𝑟 

𝑟2 + 𝑟 = 0 

𝑟(𝑟 + 1) = 0 

𝑟1 = 0                                𝑟2 = −1 

𝒚𝑮 = 𝐶1 + 𝐶2𝑒
−𝑡 

𝑦𝑝 = 𝐴 cos 𝑡 + B sin 𝑡 

𝑦´ = −𝐴 sin 𝑡 + B cos 𝑡 

𝑦´´ = −𝐴 cos 𝑡 − B sin 𝑡 

Reemplazamos en la ecuación 

𝒅𝟐𝒙

𝒅𝒕𝟐
+
𝒅𝒚

𝒅𝒕
= −𝐬𝐢𝐧 𝒕 − 𝐜𝐨𝐬 𝒕 

−𝐴 cos 𝑡 − B sin 𝑡 − 𝐴 sin 𝑡 + B cos 𝑡 = − sin 𝑡 − cos 𝑡 

A = 1    B = 0 
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𝒚𝒑 = 𝐜𝐨𝐬 𝒕 

yT = yG + yp 

𝒚𝑻 = 𝑪𝟏 + 𝑪𝟐𝒆
−𝒕 + 𝒄𝒐𝒔 𝒕 

Para hallar xT  se reemplaza yT  en la primera ecuación 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
𝑑(𝐶1 + 𝐶2𝑒

−𝑡 + 𝑐𝑜𝑠 𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑒−𝑡 − (𝐶1 + 𝐶2𝑒

−𝑡 + 𝑐𝑜𝑠 𝑡) 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 𝐶2𝑒

−𝑡 − sin 𝑡 = 𝑒−𝑡 − 𝐶1 − 𝐶2𝑒
−𝑡 − 𝑐𝑜𝑠 𝑡 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= sin 𝑡 + 𝑒−𝑡 − 𝐶1 − 𝑐𝑜𝑠 𝑡 

∫𝑑𝑥 = ∫(sin 𝑡 + 𝑒−𝑡 − 𝐶1 − 𝑐𝑜𝑠 𝑡)𝑑𝑡 

𝒙𝑻 = −𝐜𝐨𝐬 𝒕 − 𝒆
−𝒕 − 𝑪𝟏𝒕 − 𝐬𝐢𝐧 𝒕 

 

Ejercicio 3.  

𝒅𝒙

𝒅𝒕
= −𝟓𝒙 − 𝒚 ⇒ 𝟏 

𝒅𝒚

𝒅𝒕
= 𝟒𝒙 − 𝒚 ⇒ 𝟐  

De la primera ecuación despejamos 𝑦 y derivamos 

𝑦 = −
𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 5𝑥 ⇒ 3 

𝒙(𝟏) = 𝟎 y 𝑦(1) = 1 
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𝑦′ = −
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
− 5

𝑑𝑥

𝑑𝑡
⇒ 4 

Reemplazo 3 y 4 en 2 

−
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
− 5

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 4𝑥 +

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 5𝑥 

−
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
− 6

𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 9𝑥 = 0 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 6

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 9𝑥 = 0 

𝑥′′ + 6𝑥′ + 9𝑥 = 0 

𝑟2 + 6𝑟 + 9 

(𝑟 + 3)(𝑟 + 3) 

𝑟1 = −3 𝑟2 = −3 

𝑋𝑔 = 𝐶1𝑒
−3𝑡 + 𝐶2𝑡𝑒

−3𝑡 

Para hallar 𝑌𝑔 derivo 𝑋𝑔 las veces que sean necesarias 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −3𝐶1𝑒

−3𝑡 − 3𝐶2𝑡𝑒
−3𝑡 

𝑌𝑔 = 3𝐶1𝑒
−3𝑡 + 3𝐶2𝑡𝑒

−3𝑡 + 3𝐶2𝑒
−3𝑡 − 5𝐶1𝑒

−3𝑡 − 5𝐶2𝑡𝑒
−3𝑡 

𝑌𝑔 = −2𝐶1𝑒
−3𝑡 − 2𝐶2𝑡𝑒

−3𝑡 − 𝐶2𝑒
−3𝑡 

Cuando 𝑥(1) = 0 y 𝑦(1) = 1 

Reemplazo en 𝑋𝑔 y 𝑌𝑔 
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𝑋𝑔 = 𝐶1𝑒
−3𝑡 + 𝐶2𝑡𝑒

−3𝑡 

0 = 𝐶1𝑒
−3(1) + 𝐶2(1)𝑒

−3(1) ⇒ 5 

𝑌𝑔 = −2𝐶1𝑒
−3𝑡 − 2𝐶2𝑡𝑒

−3𝑡 − 𝐶2𝑒
−3𝑡 

1 = −2𝐶1(1)𝑒
−3(1) − 2𝐶2(1)𝑒

−3(1) − 𝐶2𝑒
−3(1) 

1 = −2𝐶1𝑒
−3 − 3𝐶2𝑒

−3 ⇒ 6 

Multiplico la ecuación 5 por 2 y sumo 6 

0 = 2𝐶1𝑒
−3 + 2𝐶2𝑒

−3 

1 = −2𝐶1𝑒
−3 − 3𝐶2𝑒

−3 

1 = −𝐶2𝑒
−3 

𝐶2 = −𝑒
3 

Reemplazo 𝐶2 en 6 

1 = 2𝐶1𝑒
−3 + 3(−𝑒3)(𝑒−3) 

1 = 2𝐶1𝑒
−3 − 3 

𝐶1 = 2𝑒3 

Reemplazo  𝐶1 y 𝐶2 en las ecuaciones generales 

𝑋𝑔 = 2𝑒
3𝑒−3𝑡 + (−𝑒3)𝑡𝑒−3𝑡 

𝑋𝑔 = 2𝑒
3𝑒−3𝑡 − 𝑒3𝑡𝑒−3𝑡 

𝑌𝑔 = −2(2𝑒
3)𝑒−3𝑡 − 2(−𝑒3)𝑡𝑒−3𝑡 − (−𝑒3)𝑒−3𝑡 
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𝑌𝑔 = −4𝑒
3𝑒−3𝑡 + 2𝑒3𝑡𝑒−3𝑡 + 𝑒3𝑒−3𝑡 

 

Ejercicio 4 

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones no homogéneo por el 

método de eliminación si 𝒙(𝟎) = 𝟑 y 𝒚(𝟎) = 𝟑 

𝟐
𝒅𝒙

𝒅𝒕
= 𝟔𝒙 − 𝒚 − 𝟔𝒕𝟐 − 𝒕 + 𝟑 ⇒ 𝟏 

𝒅𝒚

𝒅𝒕
= 𝟐𝒚 − 𝟐𝒕 − 𝟏 ⇒ 𝟐 

 

De la ecuación 1 despejo 𝑦 y derivamos 

𝑦 = −2
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 6𝑥 − 6𝑡2 − 𝑡 + 3 ⇒ 3 

𝑦′ = −2
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 6

𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 12𝑡 − 1 ⇒ 4 

 

Reemplazo 3 y 4 en 2 

−2
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 6

𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 12𝑡 − 1 = −4

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 12𝑥 − 12𝑡2 − 2𝑡 + 6 − 2𝑡 − 1 

−2
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 10

𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 12𝑥 + 12𝑡2 − 8𝑡 − 6 = 0 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
− 5

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 6𝑥 = 6𝑡2 − 4𝑡 − 3 

 

Resolvemos la ecuación como homogénea 
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𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
− 5

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 6𝑥 = 0 

𝑟2 − 5𝑟 + 6 = 0 

(𝑟2 − 3)(𝑟2 − 2) 

𝑟2 = 3  𝑟2 = 2 

𝑋ℎ = 𝐶1𝑒
3𝑡 + 𝐶2𝑒

2𝑡 

 

Resolvemos la ecuación no homogénea 

 

𝑋𝑝 = (𝐴𝑡
2 + 𝐵𝑡 + 𝐶) 

𝑋𝑝
′ = 2𝐴𝑡 + 𝐵 

𝑋𝑝
′′ = 2𝐴 

2𝐴 − 5(2𝐴𝑡 + 𝐵) + 6(𝐴𝑡2 + 𝐵𝑡 + 𝐶) = 6𝑡2 − 4𝑡 − 3 

2𝐴 − 10𝐴𝑡 − 5𝐵 + 6𝐴𝑡2 + 6𝐵𝑡 + 6𝐶 = 6𝑡2 − 4𝑡 − 3 

𝑡2(6𝐴) + 𝑡(−10𝐴 + 6𝐵) + 2𝐴 − 5𝐵 + 6𝐶 = 6𝑡2 − 4𝑡 − 3 

 

𝑡2:   6 = 6𝐴  𝑡:  − 4 = −10𝐴 + 6𝐵  𝑡0 :  − 3 =

2𝐴 − 5𝐵 + 6𝐶 

𝐴 = 1   −4 = −10(1) + 6𝐵   −3 =

2(1) − 5(1) + 6𝐶 

    𝐵 = 1    𝐶 =0 

𝑋𝑝 = (𝐴𝑡
2 + 𝐵𝑡 + 𝐶) 

𝑋𝑝 = (1)𝑡2 + (1)𝑡 + 0 

𝑋𝑝 = 𝑡2 + 𝑡 
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𝑋𝑔 = 𝑋ℎ + 𝑋𝑝 

𝑋𝑔 = 𝐶1𝑒
3𝑡 + 𝐶2𝑒

2𝑡 + 𝑡2 + 𝑡 

 

Derivo 𝑋𝑔 para hallar 𝑌𝑔 

𝑋𝑔 = 𝐶1𝑒
3𝑡 + 𝐶2𝑒

2𝑡 + 𝑡2 + 𝑡 

𝑋𝑔
′ = 3𝐶1𝑒

3𝑡 + 2𝐶2𝑒
2𝑡 + 2𝑡 + 1 

 

Reemplazo en  

𝑦 = −2
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 6𝑥 − 6𝑡2 − 𝑡 + 3 

𝑌𝑔 = −6𝐶1𝑒
3𝑡 − 4𝐶2𝑒

2𝑡 − 4𝑡 − 2 + 6𝐶1𝑒
3𝑡 + 6𝐶2𝑒

2𝑡 + 6𝑡2 + 6𝑡

− 6𝑡2 − 𝑡 + 3 

𝑌𝑔 = 2𝐶2𝑒
2𝑡 + 𝑡 + 1 

 

Cuando 𝑥(0) = 3 y 𝑦(0) = 3 

 

Reemplazo en 𝑋𝑔 y 𝑌𝑔 

𝑌𝑔 = 2𝐶2𝑒
2𝑡 + 𝑡 + 1 

3 = 2𝐶2𝑒
2(0) + 0 + 1 

𝐶2 = 1 

𝑋𝑔 = 𝐶1𝑒
3𝑡 + 𝐶2𝑒

2𝑡 + 𝑡2 + 𝑡 

3 = 𝐶1𝑒
3(0) + 𝐶2𝑒

2(0) + 02 + 0 

3 = 𝐶1 + 𝐶2 

𝐶1 = 3 − 𝐶2 
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𝐶1 = 3 − 1 

𝐶1 = 2 

Reemplazo en las ecuaciones generales 

𝑋𝑔 = 𝐶1𝑒
3𝑡 + 𝐶2𝑒

2𝑡 + 𝑡2 + 𝑡 

𝑋𝑔 = 2𝑒3𝑡 + 𝑒2𝑡 + 𝑡2 + 𝑡 

𝑌𝑔 = 2𝐶2𝑒
2𝑡 + 𝑡 + 1 

𝑌𝑔 = 2𝑒
2𝑡 + 𝑡 + 1 

 

4.3.2. Método matricial 

Dado el sistema de ecuaciones: 

𝑥1
|
= 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 + 𝑓1(𝑡) 

𝑥2
|
= 𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 + 𝑓2(𝑡) 

⋮                ⋮                         ⋮                   ⋮ 

𝑥𝑛
|
= 𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 + 𝑓𝑛(𝑡) 

 

Procedimiento 

1) Determinar la matriz fundamental 

𝑨(𝒕) = (

𝑎11 𝑎12 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 𝑎2𝑛
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 𝑎𝑛𝑛

)  𝑓(𝑡) = (

𝑓1(𝑡)
𝑓2(𝑡)
𝑓𝑛(𝑡)

) 

2) Calcular λ 
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𝑨(𝒕) = (

𝑎11 − λ − −
− 𝑎22 − λ −
− − 𝑎𝑛𝑛 − λ

) 

𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝐼λ) = 0 

Puede haber tres casos:  a) Raíces Reales e iguales 

    b) Raíces Reales y diferentes 

    c) Raíces complejas 

3) λ cada valor reemplazar, los valores pueden ser 1 o 2(los 

valores más utilizados) 

4) Solución general 

 

x = 𝑘1    y = 𝑘2 

𝑦𝑔 = (

𝑘1
𝑘2
𝑘𝑛

)𝐶1𝑒
𝑡 + (

𝑘1
𝑘2
𝑘𝑛

)𝐶2𝑒
𝑡 

5) 𝑦𝑇 = 𝑦𝑔 + 𝑦𝑐 

𝑦𝑐 = 𝜙𝑡∫𝜙−1(𝑡) 𝐹(𝑡)𝑑𝑡 

 

Ejercicios 

 

Ejercicio 1 

𝒅𝒙

𝒅𝒕
= 𝟔𝒙 − 𝒚 

𝒅𝒚

𝒅𝒕
= 𝟓𝒙 + 𝟒𝒚 

𝐴 = (
6 −1
5 4

) 
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𝐴 = (
6 − 𝑘 −1
5 4 − 𝑘

) 

K1 = X 

K2 = Y 

Formamos matrices con los coeficientes de las ecuaciones 

det(A) =       
6K1 −1K2
5K1 4K2

 

 En la diagonal principal restamos lambda  

det(A − Iλ) =     
6 − λ −1
5 4 − λ

 

Igualamos la determinante a cero 

det(A − Iλ) = 0 

Procedemos a resolver la determinante para encontrar las raíces o 

valores de lambda. 

(6- λ)(4 − λ) − (5)(−1) = 0 

24-6 λ − 4λ + λ2 +  5 = 0 

λ2 − 10λ + 29 = 0 

λ =
10 ± √100 − 116

2
 

λ = 5 ± 2i 

∝= 5  𝑌  𝛽 = 2𝑖 

λ1 = 5 + 2𝑖 

λ2 = 5 − 2𝑖 

 

Reemplazamos la primera raíz de lambda 

Para  λ1 = 5 + 2𝑖 
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det(A − Iλ) =     
6 − 5 + 2𝑖 −1

5 4 − 5 + 2𝑖
    

 

det(A − Iλ) =     
(1 − 2𝑖)K1 −1K2

5K1 (−1 − 2𝑖)K2
 

Resolver el sistema de ecuaciones. 

(1 − 2𝑖)K1 − K2 = 0 

(1 − 2𝑖)K1 = K2 

Damos un valor aleatorio para las constantes; (en este caso un valor de 

1 para que no afecte la ecuación y satisfaga  a la vez) 

K1 = 1 

(1 − 2𝑖) =  K2 

Ordenamos los valores de beta 

        𝐾 =  
K1
K2

 

       𝐾 =  
1

(1 − 2i)
 

Separamos los valores de beta en parte real y parte imaginaria 

1
(1 − 2i)

=
1 
1
 + 

0
−2𝑖

(𝑖) 

𝑅1             𝑅2 

Reemplazamos los valores obtenidos en las siguientes fórmulas 

𝑋1 = 𝑒
∝𝑡[𝑅1𝑐𝑜𝑠𝛽𝑡 − 𝑅2𝑠𝑒𝑛𝛽𝑡] 

𝑋2 = 𝑒
∝𝑡[𝑅2𝑐𝑜𝑠𝛽𝑡 + 𝑅1𝑠𝑒𝑛𝛽𝑡] 

𝑋1 = 𝑒
5𝑡[
1
1
𝑐𝑜𝑠2𝑡 −

0
−2
𝑠𝑒𝑛2𝑡] 

𝑋2 = 𝑒
5𝑡[

0
−2
𝑐𝑜𝑠2𝑡 +

1
1
𝑠𝑒𝑛2𝑡] 
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𝑿𝑻 = 𝑿𝟏 + 𝑿𝟐 

𝑋𝑇 = 𝑒
5𝑡[
1
1
𝑐𝑜𝑠2𝑡 −

0
−2
𝑠𝑒𝑛2𝑡] + 𝑒5𝑡[

0
−2
𝑐𝑜𝑠2𝑡 +

1
1
𝑠𝑒𝑛2𝑡] 

Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas 

𝑋 = 𝑋𝐻1 + 𝑋𝐻2 + 𝑋𝑃  

𝑥1 == ⌊
−1 2
−1 1

⌋ 𝑥 + ⌊
−8
3
⌋ 𝑡 

𝑋𝐻 → 𝐷𝑒𝑡|𝐴 −  ℷ𝐼| = ⌊
−1 − ℷ 2
−1 1 − ℷ

⌋ 

= (−1 − ℷ)(1 − ℷ) − (−1)(2) = −1 + ℷ − ℷ + ℷ2 + 2 = ℷ2 + 1 

→ ℷ = ±𝑖 

Elegimos  ℷ = 𝑖 

⌊
−1 − 𝑖 2
−1 1 − 𝑖

⌋ ⌊
𝑘1
𝑘2
⌋ = ⌊

(−1 − 𝑖)𝑘1 + 2𝑘2
−𝑘1 + (1 − 𝑖)𝑘2

⌋ = 0 

Damos valores a k 

Elegimos cualquiera de las ecuaciones. 

−𝑘1 − 𝑖𝑘1 + 2𝑘2 = 0 

Despejamos k2 

𝑘2 =
(1 + 𝑖)𝑘1

2
 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 𝑑𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑦 𝑡𝑒𝑛𝑒𝑚𝑜𝑠: 

𝑘2 =
1 + 𝑖

2
  𝑦  𝑘1 = 1 → 𝑘 = [

1
1
2⁄
] + [

0
1
2⁄
] 𝑖 
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𝑥𝐻1 = 𝑒
𝛼𝑡(𝐵1𝑐𝑜𝑠𝛽𝑡 − 𝐵2𝑠𝑒𝑛𝛽𝑡) =  𝑒

0𝑡 ([
1
1
2⁄
] 𝑐𝑜𝑠𝑡 − [

0
1
2⁄
] 𝑠𝑒𝑛𝑡) 

𝑥𝐻2 = 𝑒
𝛼𝑡(𝐵2𝑐𝑜𝑠𝛽𝑡 + 𝐵1𝑠𝑒𝑛𝛽𝑡) =  𝑒

0𝑡 ([
0
1
2⁄
] 𝑐𝑜𝑠𝑡 + [

1
1
2⁄
] 𝑠𝑒𝑛𝑡) 

 

Calculamos xp 

𝑥𝑝 → 𝑓(𝑡) = [
−8
3
] 

𝑥𝑝 = [
𝑎1
𝑏1
] 

⌊
−1 2
−1 1

⌋ ⌊
𝑎1
𝑏1
⌋ + ⌊

−8
3
⌋ = ⌊

0
0
⌋ 

Resolvemos el sistema 

( −𝑎1 + 2𝑏1 − 8 = 0) (-1) 

−𝑎1 + 𝑏1 + 3 = 0 

0 − 𝑏1 + 11 = 0 →  𝑏1 = 11 

−𝑎1 + 11 + 3 = 0 →  𝑎1 =  14 

𝑥𝑝 = [
14
11
] 

La solución del sistema es 

𝑋 = 𝑋𝐻1 + 𝑋𝐻2 + 𝑋𝑃 
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𝑋 =  𝑒0𝑡 ([
1
1
2⁄
] 𝑐𝑜𝑠𝑡 − [

0
1
2⁄
] 𝑠𝑒𝑛𝑡) + 𝑒0𝑡 ([

0
1
2⁄
] 𝑐𝑜𝑠𝑡 + [

1
1
2⁄
] 𝑠𝑒𝑛𝑡)

+ [
14
11
] 

 

 

 

Ejercicio 2 

Sistemas de ecuaciones diferenciales homogéneas con raíces diferentes 

 

𝒅𝒙

𝒅𝒕
= 𝟑𝒙 − 𝒚 + 𝒛 

𝒅𝒚

𝒅𝒕
= −𝒙 + 𝟓𝒚 − 𝒛 

𝒅𝒛

𝒅𝒕
= 𝒙 − 𝒚 + 𝟑𝒛 

 

𝑋𝐻 → 𝐷𝑒𝑡|𝐴 −  ℷ𝐼| = ⌊
3 − ℷ −1 1
−1 5 − ℷ −1
1 −1 3 − ℷ

⌋ 

 

= (3 − ℷ)2(5 − ℷ) + 1 + 1 − (5 − ℷ) − (3 − ℷ) − (3 − ℷ) 

(−1)(−ℷ3 + 11ℷ2 − 36ℷ + 36) = 0 

 

1   − 11    + 36    − 36 

       2    − 18          36     2 
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1     − 9          18            0 

 

(ℷ − 2)(ℷ2 − 9ℷ + 18) = (ℷ − 2)(ℷ − 6)(ℷ − 3) = 0 

ℷ1 = 2   ,    ℷ2 = 6   ,     ℷ3 = 3 

Para ℷ1 = 2 

⌊
3 − 2 −1 1
−1 5 − 2 −1
1 −1 3 − 2

⌋ ⌊

𝑘1
𝑘2
𝑘3

⌋ = ⌊

𝑘1 − 𝑘2 + 𝑘3
−𝑘1 + 3𝑘2 − 𝑘3
𝑘1 − 𝑘2 + 𝑘3

⌋ = 0 

Sumo la ecuación 1 y 2 

𝑘1 − 𝑘2 + 𝑘3 = 0 

−𝑘1 + 3𝑘2 − 𝑘3 = 0 

         2𝑘2          = 0  →  𝑘2 = 0 

 

𝑘1 = −𝑘3    𝑙𝑒 𝑑𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑎 𝑘1 𝑒𝑙 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑢𝑛𝑜 𝑦 𝑡𝑒𝑛𝑒𝑚𝑜𝑠: 𝑘1 = 1  Y  

𝑘3 = −1 

𝐵1 = [
1
0
−1
] 

Para ℷ2 = 6    

⌊
3 − 6 −1 1
−1 5 − 6 −1
1 −1 3 − 6

⌋ ⌊

𝑘1
𝑘2
𝑘3

⌋ = ⌊

−3𝑘1 − 𝑘2 + 𝑘3
−𝑘1 − 𝑘2 − 𝑘3
𝑘1 − 𝑘2 − 3𝑘3

⌋ = 0 

 

Sumo la ecuación 1 y 2 

−3𝑘1 − 𝑘2 + 𝑘3 = 0 

−𝑘1 − 𝑘2 − 𝑘3 = 0 

                    −4𝑘1 − 2𝑘2        = 0 → −2𝑘1 = 𝑘2      
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 −𝑘1 + 2𝑘1 − 𝑘3 = 0 → 𝑘1 = 𝑘3 

 

𝑘1 = 𝑘3    𝑙𝑒 𝑑𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑎 𝑘1 𝑒𝑙 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑢𝑛𝑜 𝑦 𝑡𝑒𝑛𝑒𝑚𝑜𝑠: 𝑘1 = 1  ,  

𝑘3 = 1 𝑦 𝑘2 = −2  

𝐵2 = [
1
−2
1
] 

Para ℷ3 = 3    

⌊
3 − 3 −1 1
−1 5 − 3 −1
1 −1 3 − 3

⌋ ⌊

𝑘1
𝑘2
𝑘3

⌋ = ⌊

−𝑘2 + 𝑘3
−𝑘1 − 𝑘2 − 𝑘3

𝑘1 − 𝑘2

⌋ = 0 

 

Igualando a cero 1 y 3 tenemos 

−𝑘2 + 𝑘3 = 0 →  𝑘2 = 𝑘3 

𝑘1 − 𝑘2 = 0 →  𝑘1 = 𝑘2 

 

𝑙𝑒 𝑑𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑎 𝑘1 𝑒𝑙 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑢𝑛𝑜 𝑦 𝑡𝑒𝑛𝑒𝑚𝑜𝑠: 𝑘1 = 1  ,  𝑘3 = 1 𝑦 𝑘2 = 1  

𝐵3 = [
1
1
1
] 

Usamos la fórmula general 

𝑥𝐻 = 𝐵1𝐶1𝑒
ℷ𝑡 + 𝐵2𝐶2𝑒

ℷ𝑡 + 𝐵3𝐶3𝑒
ℷ𝑡 

𝑥𝐻 = [
1
0
−1
] 𝐶1𝑒

2𝑡 + [
1
−2
1
]𝐶2𝑒

6𝑡 + [
1
1
1
] 𝐶3𝑒

3𝑡 
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Ejercicio 3 

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales homogéneas 

por el método matricial 

 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 3𝑥 − 𝑦 + 𝑧 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑥 + 5𝑦 − 𝑧 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 

𝐷𝑒𝑡(𝐴 − 𝐼𝜗) = 0 

A(t)=(
3 −1 1
−1 5 −1
1 −1 3

) = (
3 − 𝜗 −1 1
−1 5 − 𝜗 −1
1 −1 3 − 𝜗

)
3 − 𝜗 −1
−1 5 − 𝜗
1 −1

  = 

 

= (3 − 𝜗)(5 − 𝜗)(3 − 𝜗) + (−1)(−1)(1) + (1)(−1)(−1)

− (1)(5 − 𝜗)(1) − (−1)(−1)(3 − 𝜗) − (3

− 𝜗)(1)(−1) 

= (3 − 𝜗)(5 − 𝜗)(3 − 𝜗) + 1 + 1 − 5 + 𝜗 − 3 + 𝜗 − 3 + 𝜗 

= (15 − 8𝜗 + 𝜗2)(3 − 𝜗) − 9 + 3𝜗 

= (45 − 15𝜗 − 24𝜗 + 8𝜗2 + 3𝜗2 − 𝜗3) − 9 + 3𝜗 

= 36 − 36𝜗 + 11𝜗2 − 𝜗3 

 

-1     11     -36     36      2 

         -2       18    -36 

-1      9      -18       0 

(𝜗 − 2)(−𝜗2 + 9𝜗 − 18) = 0 
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(𝜗 − 2)(−𝜗 + 6)(𝜗 + 3) = 0 

𝜗 = 2         𝜗 = 6           𝜗 = 3 

Luego de obtener las raíces procedemos a reemplazarlas en la primera 

matriz y obtener el valor de las constantes k 

𝜗 = 2 

(
1 −1 1
−1 3 −1
1 −1 1

)
0
0
0

 

𝑘1 − 𝑘2 + 𝑘3 = 0  Ec. 1 

−𝑘1 + 3𝑘2 − 𝑘3 = 0  Ec. 2 

𝑘1 − 𝑘2 + 𝑘3 = 0  Ec. 3 

 

Ecuación 2 con 3 

−𝑘1 + 3𝑘2 − 𝑘3 = 0 

     𝑘1 − 𝑘2 + 𝑘3 = 0 

                       2𝑘2 = 0 

𝑘2 = 0 

Reemplazar 𝑘2 en la primera ecuación 

𝑘1 − 𝑘2 + 𝑘3 = 0 

𝑘1 = −𝑘3 

Como tenemos una ecuación con dos incógnitas procedemos a resolver 

la ecuación con el método del tanteo, le damos un valor de 𝑘1 = 1 y 

obtenemos que 𝑘3 = −1 

𝑘1⃗⃗⃗⃗ = (
1
0
−1
) 
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Repetimos el procedimiento hasta resolver reemplazar todas las raíces 

𝜗 = 3 

(
0 −1 1
−1 2 −1
1 −1 0

)
0
0
0

 

−𝑘2 + 𝑘3 = 0    Ec. 1 

−𝑘1 + 2𝑘2 − 𝑘3 = 0   Ec. 2 

𝑘1 − 𝑘2 = 0    Ec. 3 

Podemos observar que las variables se despejan con facilidad en la 

ecuación 1 y en la ecuación 3 

𝑘2 = 𝑘3 

𝑘1 = 𝑘2 

Al observar los resultados, nos podemos dar cuenta que cualquier valor 

numérico satisface la ecuación así que damos el valor de 𝑘1 = 1, 

obtenemos que 𝑘3 = 1 y 𝑘2 = 1 

𝑘2⃗⃗⃗⃗ = (
1
1
1
) 

 Para finalizar 

𝜗 = 6 

(
−3 −1 1
−1 −1 −1
1 −1 −3

)
0
0
0

 

−3𝑘1 − 𝑘2 + 𝑘3 = 0    Ec. 1 

− 𝑘1 − 𝑘2 − 𝑘3  = 0    Ec. 2 

    𝑘1 − 𝑘2 − 3𝑘3 = 0    Ec. 3 
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Ecuación 2 con 3 

−𝑘1 − 𝑘2 − 𝑘3 = 0                                                                                                                                                     

𝑘1 − 𝑘2 − 3𝑘3 = 0 

     −2𝑘2 − 4𝑘3 = 0 

𝑘2 = −2𝑘3 

 

En la ecuación 1 reemplazamos el resultado anterior 

 

  −3𝑘1 − 𝑘2 + 𝑘3 = 0 

−3𝑘1 + 2𝑘3 + 𝑘3 = 0 

          −3𝑘1 + 3𝑘3 = 0 

                            𝑘1 = 𝑘3 

 

Le damos valores de 𝑘1 = 1 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 𝑘3 = 1 𝑦 𝑘2 = −2 

𝑘2⃗⃗⃗⃗ = (
1
−2
1
) 

𝒀𝒈 = 𝑪𝟏 (
𝟏
𝟎
−𝟏
)𝒆𝟐𝒕 + 𝑪𝟐 (

𝟏
𝟏
𝟏
)𝒆𝟑𝒕 + 𝑪𝟑 (

𝟏
−𝟐
𝟏
)𝒆𝟔𝒕 

 

Soluciones parciales  

 

𝑋(𝑡) = 𝐶1𝑒
2𝑡 + 𝐶2𝑒

3𝑡 + 𝐶3𝑒
6𝑡 

𝑌(𝑡) = 𝐶2𝑒
3𝑡 − 2𝐶3𝑒

6𝑡 

𝑍(𝑡) = −𝐶1𝑒
2𝑡 + 𝐶2𝑒

3𝑡 + 𝐶3𝑒
6𝑡 
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4.3.3. Método de eliminación mediante el operador diferencial D 

 

Dado el sistema de ecuaciones diferenciales 

 

𝑑𝑥𝑛
𝑑𝑡

= 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)𝑛 

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)1 

                                                          . 

                                                          . 

                                                          . 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) 

 

 

El operador diferencial: 𝐷 =
𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
  

 

Procedimiento: 

 

1. Encontrar la Ecuación diferencial homogénea ∆𝐷(𝑥𝑛(𝑡)) = 0. 

2. ∆𝐷 = 𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑛𝑡𝑒. 
 

 x  𝑥1 𝑥2 … 𝑥𝑛 

1  1-D 1 1 1 

∆𝐷 = 1  1 1-D 1 1 

1  1 1 1-D 1 

-  - - - 1-D 

∆𝐷 = 𝑓(𝐷) = 0 
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3. Resolver la ecuación en función de D. 

𝐷1 =?           𝐷2 =?           𝐷𝑛 =?           

4. De acuerdo a las raíces escribir la solución de la ecuación. 

𝑥𝑛 = 𝐶1…. 

5. La solución se remplaza en la ecuación que contenga el 

respectivo diferencial. 

 

Ejemplo 

 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒚 − 𝟐𝒛 → 𝑦 − 2𝑧 −

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 

𝒅𝒛

𝒅𝒙
= 𝒚 + 𝟑𝒛 → 𝑦 + 3𝑧 −

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 0 

 

∆𝐷(𝑧𝑓(𝑥)) = 0 

 y Z 

∆𝐷 = 1-D -2 

 1 3-D 

∆𝐷 = (1 − 𝐷)(3 − 𝐷) + 2 

∆𝐷 = 3 − 𝐷 − 3𝐷 + 𝐷2 + 2 

∆𝐷 = 𝐷2 − 4𝐷 + 5 

∆𝐷(𝑧𝑓(𝑥)) = 0 

(𝐷2 − 4𝐷 + 5)(𝑧𝑓(𝑥)) = 0 

𝐷2 − 4𝐷 + 5 = 0 
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𝐷 =
4 ± √16 − 20

2
=
4 ± 2𝑖

2
 

𝐷 = 2 ± 𝑖 

𝑧𝑓(𝑥) = 𝐶1 𝑒
2𝑥 cos(𝑥) + 𝐶2𝑒

2𝑥sin (𝑥) 

 

Remplazamos z(x) en la segunda ecuación 

𝒅𝒛

𝒅𝒙
= 𝒚 + 𝟑𝒛 

𝑑

𝑑𝑥
(𝐶1 𝑒

2𝑥 cos(𝑥) + 𝐶2𝑒
2𝑥sin (𝑥)) = 𝑦 + 3(𝐶1 𝑒

2𝑥 cos(𝑥) + 𝐶2𝑒
2𝑥 sin(𝑥)) 

𝐶1 (2𝑒
2𝑥 cos(𝑥) − 𝑒2𝑥 sin(𝑥)) + 𝐶2(2𝑒

2𝑥 sin(𝑥) + 𝑒2𝑥 cos(x)) − y

− 3𝐶1 𝑒
2𝑥 cos(𝑥) − 3𝐶2𝑒

2𝑥 sin(𝑥) = 0 

2𝐶1 𝑒
2𝑥 cos(𝑥) − 𝐶1 𝑒

2𝑥 sin(𝑥) + 2𝐶2𝑒
2𝑥 sin(𝑥) + 𝐶2𝑒

2𝑥 cos(x) − y

− 3𝐶1 𝑒
2𝑥 cos(𝑥) − 3𝐶2𝑒

2𝑥 sin(𝑥) = 0 

(𝐶2 − 𝐶1 )𝑒
2𝑥 cos(𝑥) + (−𝐶1 − 𝐶2 )𝑒

2𝑥 sin(𝑥) = 𝑦 

𝒚 = (𝑪𝟐 − 𝑪𝟏 )𝒆
𝟐𝒙 𝐜𝐨𝐬(𝒙) + (−𝑪𝟏 − 𝑪𝟐 )𝒆

𝟐𝒙 𝐬𝐢𝐧(𝒙) 
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