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Introduccion

Las ecuaciones diferenciales ordinarias constituyen una herramienta
fundamental en el estudio de fendmenos naturales, procesos fisicos,
modelos econdémicos y un sinfin de aplicaciones en la ciencia y la
ingenieria. Su comprension y correcta aplicacion permite describir,
predecir y controlar la evolucién de sistemas dinamicos en el tiempo.

Este libro ha sido concebido con el proposito de brindar una base sélida y
accesible sobre el estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias,
dirigido tanto a estudiantes universitarios que se inician en esta disciplina,
como a docentes que buscan una referencia clara y estructurada para su
labor académica. A través de un enfoque progresivo y acompafiado de
numerosos ejemplos y ejercicios, se pretende facilitar el aprendizaje de los
conceptos clave, asi como el desarrollo de habilidades analiticas y de
resolucion de problemas.

La obra se organiza en tres capitulos principales:

e Capitulo I: Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer
Orden. Se introduce el concepto de ecuacion diferencial y se
estudian los métodos clasicos de resolucidon para ecuaciones de
primer orden. Se discuten también aplicaciones relevantes en
diversas areas del conocimiento.

e Capitulo I1: Ecuaciones Diferenciales de Orden Superior. Se
abordan las ecuaciones de segundo y mayor orden, especialmente
aquellas lineales con coeficientes constantes y variables. Se
presentan metodos analiticos de solucidn, asi como técnicas para
resolver problemas con condiciones iniciales.

e Capitulo I11: Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales. Se
desarrolla el estudio de sistemas de EDO lineales, tanto
homogéneos como no homogéneos.

Cada capitulo ha sido disefiado para desarrollar los temas de manera clara
y rigurosa, incorporando ejercicios que promueven el aprendizaje activo.
Al final de cada seccidn, se incluyen actividades de refuerzo y problemas
propuestos que permiten consolidar los conocimientos adquiridos.




CAPITULD 1

Ecuaciones diferenciales




Capitulo

ECUACIONES DIFERENCIALES

1.1.Introduccion

Las ecuaciones diferenciales juegan un papel muy importante en todas
las ciencias, pues existen conceptos de Fisica, Quimica, Economia, entre
otros, en los cuales se relacionan variables dependientes con
independientes, es decir se habla de ecuaciones diferenciales. Una
ecuacion diferencial es aquella que relaciona una o varias variables
independientes, una funcion de dichas variables (que es la funcion
incégnita) y las derivadas de dicha funcion hasta un cierto orden. A
diferencia de las ecuaciones algebraicas, en una ecuacion diferencial la
incAgnita es una funcion (en ocasiones del tiempo), no un numero. El
objetivo de resolver una ecuacion diferencial es encontrar una solucién

que la satisfaga y esta pueda ser interpretada en términos fisicos [1].

1.2.Definiciones bésicas
Ecuaciones diferenciales ordinarias
Se presentan varias definiciones:

- Es una igualdad que existe entre variables dependientes con sus
variables independientes agregando sus respectivas derivadas.
(Espinoza, 2012)

- Es una ecuacion que contiene derivadas de una o mas variables

respecto a una o mas variables independientes. (Ramirez, 2022)




Forma general de una ecuacion diferencial ordinaria

Siy es la funcion desconocida de una sola variable independiente x, una
ecuacion diferencial ordinaria de orden n se puede expresar
matematicamente de un modo conciso mediante la relacion (Ricardo,
2018).

FCay, Y, 9" ", e,y @D,y M) = 0

Grado de una ecuacion diferencial
El grado es el exponente mayor que tiene una de las derivadas en la
ecuacion. (Becerril & Elizarraraz, 2004)

(y)?>+2y=x - Grado?2

Orden de una ecuacion diferencial
Se denomina orden de una ecuacion diferencial al orden de la derivada
que lo tenga mas alto entre todas las que figuran en dicha ecuacion
(Ross, 2021).

yV+y*+20")¥2+y—-x=0 > Orden4 Grado3

1.3. Clasificacion de las ecuaciones diferenciales
Existe varias clases de ecuaciones diferenciales, para su estudio se las
clasifica de acuerdo con dos parametros:

- De acuerdo con el tipo

- De acuerdo con el orden




1.3.1. Ecuaciones diferenciales de acuerdo con el tipo
Las ecuaciones diferenciales de acuerdo con el tipo pueden ser:
ecuaciones diferenciales ordinarias o ecuaciones diferenciales con

derivadas parciales.

1.3.1.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO)
La relacion es que la variable dependiente depende de una sola variable

independiente es decir la variable y depende solo de x.

fG,y,y,y",y", ... ,y") =0

Ejemplos:
o Yy =x+45
dy__ _
* X —=-X 35

. y/// + 2(_’)/”)2 = x

d?y dy
e —43—=-2
dx? dx y

Cada una de estas ecuaciones seran estudiadas en los capitulos

siguientes.

1.3.1.2. Ecuaciones diferenciales con derivadas parciales
Aquellas que la variable dependiente depende de 2 0 mas independientes

dy dv dz

ax Tan T aw Y

Ejemplos:
o 22— ;4 92

% 82z + 9z =22 44
az2 oy — y




1.3.2. Ecuaciones diferenciales de acuerdo con el orden
Las ecuaciones diferenciales de acuerdo con el orden se clasifican en:

ordinarias o de enésimo orden (Espinoza, 2012).

1.3.2.1. Ecuaciones diferenciales de primer orden u ordinarias
Son aquellas ecuaciones diferenciales en las que existe solo la primera
derivada.
Ejemplos:

e V+y—x=0

oy =122 43y —cosz

— 4y dy\2

Tipos

Las ecuaciones diferenciales ordinarias se clasifican en:

Ecuaciones diferenciales de variables separables.

Ecuaciones diferenciales convertibles en variables separables.
Ecuaciones diferenciales homogéneas.

Ecuaciones diferenciales convertibles en homogeéneas.
Ecuaciones diferenciales lineales.

Ecuaciones diferenciales convertibles en lineales.

Ecuaciones diferenciales exactas.

AN NN VT N N NN

Ecuaciones diferenciales convertibles en exactas.




1.3.2.2. Ecuaciones diferenciales de enésimo orden
Aquellas ecuaciones diferenciales en las que se tiene un orden 2,3, 4,...,
n
fOyy, vy y" vy, y™) =0
Ejemplos:

oy =22+ 3y—cosz

o y=a +(£)?

° Gylll_yll+6y_yzo

e 2?}![/ + y// nl Syl _ 4y

1.4. Solucidn de una ecuacion diferencial
Se dice que la funcién @ definida en el intervalo I es solucién de la
ecuacion  F(x,y,y,y", = ,y™)=0, si a  reemplazar
@,0,---,8"™ en la ecuacion diferencial, esta se reduce a la identidad, es
decir que:
F=(x00,,0™)=0

Obsérvese que

a) Lafuncion @ esta definida en un intervalo 1.

b) La funcion @ es n veces diferenciable.
La funcion y = xe* es solucion de la ecuacion diferencial y' =

—2y+y=0enelintervalo I = (—oo, ).




Se pueden obtener varios tipos de soluciones que se indican a

continuacion:

e Solucién general

La solucion general de una ecuacion diferencial es el conjunto de todas
las funciones que verifican la ecuacion diferencial. Ademas, la solucion
general de una ecuacion diferencial consiste en una familia n-
paramétrica de funciones (pardmetros que son las constantes que
aparecen al realizar la operacion de integrar n-veces, siendo n el orden
de la ecuacion) (Moya & Rojas, 2022).

En este caso la solucion viene dado por la ecuacion: y = f(x) + ¢. Donde
C es una constante arbitraria. La solucién general puede tener una 0 mas

constates arbitrarias.

Ejemplo:

., . . d
Resolver la ecuacion diferencial d—y = 2x

X
fdyszxdx

y=x%+C




Figura 1

Familia de curvasy = x2 + C

e Solucién particular

Se Ilama solucion particular de la ecuacion diferencial a cualquier
funcion que la satisfaga; esto es, a cualquier elemento del conjunto
solucion general. Una solucién particular se puede obtener fijando
valores a los parametros de la familia de funciones que son solucién de
la ecuacion (Moya & Rojas, 2022).

Ejemplo:

Resolver la ecuacion diferencial % =2x;y(1) =4

jdy=J2xdx
y

=x2+C
Paray(1) = 4
4=(1)?%*+cC




s y=x%+3

Figura 2
Curvay = x% +3

e Solucion especial o singular

Es una solucién que no esté incluida en la solucion general; es decir, no
se puede obtener a partir de ella asignando un valor conveniente a la
constante o que no pertenece a la familia de funciones resultantes (Moya
& Rojas, 2022).

1.5.Comprobacion de soluciones en ecuacién diferencial ordinaria
Procedimiento de solucion

e Derivar cuantas veces sean necesarias la solucién dada.




e Reemplazar la solucion y las derivadas en la Ecuacion
Diferencial.

e Verificar; si es solucion: se dara una igualdad de 0, y si no es
solucidn: la igualdad seré diferente de 0. (Vergel, et al., 2022)

Ejemplos /-/

1. Dado: y = Ce?*, comprobar que es solucion de y' —2y =0
Solucion:

Se deriva la solucion dada segun la ecuacién:

Sol. General E.D
y = Ce?* y' —2y=0
y' =2Ce**

Se reemplazaen laE.D
y'—2y=0

2Ce** —2(Ce?*) =0
2Ce?* —2Ce?* =0

Se verifica si es 0 no solucion:

0=0 (Si es una solucion)

2. Dado: y=Ce‘2x+%, comprobar que es solucion de
1 2 X
y +2y:§e
Solucion:

Se deriva la solucion dada segun la ecuacion:




Sol. General E.D
y=Ce‘2x+§ y’+2y=§ex
y' = —=2Ce™%* + gex
Se reemplazaen laE.D
y +2y= éex
—2Ce™%* + gex + 2(Ce™2* +§) = gex
—2Ce™%* + %ex + 2Ce™%** +§ex = %ex
Se verifica si es 0 no solucion:

2 .,
1= 3 (No es una solucion)

cet
1+Cet’

3. Dado:y= comprobar que es solucion de y’ = y(1 —y)

Solucién:

Se deriva la solucién dada segun la ecuacion:

Sol. General E.D
cet - _
Y= Tocat y'=y(1-y)
, _ C1ef(1+cet)-cet(ce?)
- (1+Cet)?

, Cet+C2 2t_CZeZt
- (1+Cet)?
. Cet
Y =g
(14 Cet)?




Se reemplazaen laE.D

y=y(l-y)

cet et ( cet )

+Cet)2 ~ 1+cCe +Ce
(1+cet)? 1+Cet 1+Cet

cet cet (1+Cet—Cet)
(1+cet)? 1+Cet 1+Cet

cet  cet ( 1 )
(1+cet)2 ~ 1+Cet \1+Cet
Se verifica si €s 0 no solucion:

cet  cet . luci6
(13CeDZ — (ArCed? (Si es una solucion)

Dado: v = t(C — Int), comprobar que es solucién de v' =

==1
Solucién:
Se deriva la solucién dada segun la ecuacion:
Sol. General ED
v = t(C — Int) v’=%—1
v =tC — tint

v’=C—(1nt+%t)
vV=C—-Int—1

Se reemplazaen laE.D

v
v=--1
t
tC—tint
P 1

t(C—Int) 1

C—Int—1=

C—Int—1=




Se verifica si es 0 no solucién:

C—Int—1=C—-Int—1 (Siesunasolucion)

Ejercicios propuestos =~

a. Dadas las siguientes ecuaciones indicar el grado y orden de la
ecuacion

1) 1—x)y” —4xy "+ 5y =cosx

2) xy —y*+y=0

3) t3y®W — 3y + 6y =0
d’y dy\?

) =1+ (%)

1)
2)
3)

Comprobar si las soluciones dadas corresponden a cada

ecuacion diferencial.

2y' +y=0y = e_X/Z

dy 9. — 86 20t
dx+20y— 24;y = c e

y’ —6y + 13y = 0; y = e>*cos2x




CAPITULD 2

Ecuaciones diferenciales
ordinarias




Capitulo

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 2

2.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias de variables separables
Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden f(x,y,y")=0 que

puede escribirse en la forma:
f)dx + g(y)dy =0

Se llama ecuacion diferencial en variables separadas. [16]

Procedimiento de solucién
e Separar las variables con sus respectivos diferenciales

e Integrar
J fCdx + [ g(y)dy = 0[17]

Ejemplos -~

1. -1y +2xy=0; x=2 y=1

dy dx
2 _ 1= =0|——m
[(x D dx +2xy O] (x2—1).y
dy 2x
7 + mdx =0

Solucion Particular x=2,y=1




dy 2x _
| T+ =
In(y) + In(x? — 1) = In(C)
In[y. (x?2 —1)] = In(C)
y.(x?*=1)=C

_ C
YT -D

Figura 3
Familia de curvas y =

x2-1

y.(x2—-1)=C

1.(22—1)=C
Cc=3

_ 3
YT er-D

2. (ng*>+n)dn+ (n*g—g)dg=0
Separar variables

ng?dn + ndn + n*gdg — gdg = 0
ndn(g?+1) + gdg(n>—-1) =0

n=0;g=1




Integrar

ndn(g? + 1) gdgn®*-1)
M2—1)(g2+1) ) m2-1)(g2+1)
ndn gdg

-0 )@+
2In(n? — 1) +2In(g% + 1) = 2In(C)

Solucién General
n>-1D@*+1D=cC
Solucién Particular
(02-1)(1%*+1) =C
C=-2

(n?—1D(g*+1) =-2

3. y(x3dy + y3dx) = x3dy
Separar variables

yx3dy + y*dx = x3dy
yx3dy — x3dy = —y*dx
x3dy(y — 1) = —y*dx
Integrar

f(y_ﬁdy: i_jJrC

- f(y - Dy *dy = fx'3dx +C

—jy‘3dy+fy“‘dy= — L+
2x2




3x%y — 2x? + 3y?% = Cx?y3

4. e¥qdq — (e™ 1+ e 2" 9)dw = 0
Separar variables

eVqdg —[e7 (1 + e 2W)]dw =0
eWqdq = e 9(1 + e ?Y)dw

Integrar

f e"qdq j‘e‘q(1+e_zw)dw
e~9(e") e~9(e”)

f qdq  ((1+ e 2W)dw _c
G (e™)

[elqdq— [e™dw — [e™3Wdw =C

u=q v=el

du=dq dv=eldqg

1
qed — f eddq +e™" +§e‘3w =C

q _ p4q -w l—3w_
qe el+e +Se =C

1
elp—D+e W1+ §e‘2‘”) =C

d_y _ 2y+3.2
S. dx (4x+5)




Separar variables

dy (2y +3)?
dx (4x +5)2
dy _ dx

(2y +3)%  (4x + 5)2
Integrar
f(Zy + 3)"%2dy — f(4x +5)%dx =C
u=2y+3 t=4x+5
du = 2dy dt = 4dx
1 1
_ -2 _ -2 —
> f u~“du 4f t™“dt =C

1

1
e e
A

1 1
—§(2y+ 3) 1 +Z(4x+5)_1 =C

1 1

T2y +3) Ta@xts C

2.1.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias convertibles en

variables separables

Una ecuacion diferencial ordinaria convertible en variables separables

es aquella que tiene la forma:

Si se da esto, interviene un cambio de variable: z = ax + by [23]




Procedimiento de solucion
1) Serealiza el cambio de variable: z =x + y
2) Sederiva: z' = a + by’
3) A la ecuacion diferencial original se la deja en términos de “y”
yde “z”: y' = f(2)
4) Del paso 2 se despeja y' y se reemplaza en 3: Z’T_a = f(2)
5) Integrar z en function de x

6) Reemplazar z en f(x,y)

Ejercicios ==/

1. y=@x+y+1)?-(x+y-1)>

z=x+Yy
zZ'=14+y
yI:ZI_l

y =(z+1)?—-(z-1)>2
zZ—1=2z24+2z+1-22+2z—-1
z'=4z+1
[%=4z+1]dx

dx

dz
4z+1

fdz —fd +C
az+1 |

1
Zln(4z+1)—x= C

dx




1
In(4z + 1)% = e+
4z + 1 = e*c+®)

e4(c+x) -1
=Ty
e4(c+x) -1
ty=—-—
e4(c+x) -1
Y= X
Figura 4.

e4(c+x)_1

Familia de curvas y = "

— X

2. ¥y =kx+y)?

1. z=x+y
z' =14y
2. y'=2'-1

33




Remplazando 1y 2 en la ecuacion original

7' —1=2?
dz_ 2 41
dx_Z

dz
f22+1=fdx+C

arctg(z) =x+C

arctg(x +y)=x+C

3. y=2x+y)+*In(2x+y)—2
1. z=2x+y

z'=2+y

2. y'=z'-2

1y 2 en la ecuacion original
z'—2=2zln(z) — 2

leiiz) =fdx+C

u = In(z)

1dz
du =—

VA

du
—=x+c
u

In(In(z)) =x+C
In(In(2x +y)) =x+C




4. (1 = (xy) * cos(xy))dx — x*cos(xy)dy = 0
1 — xy * cos(xy)

!

7= x? * cos(xy)
1. z=xy
zZ'=y+xy
,_Z Y
Y=y

. Z
,_ 2 Tx
Y=y

,  z'x—z
2. y' = 2

Remplazando 1y 2 en la ecuacién original

z'x—2z 1—zcosz

x2 X2 % coSz
, 1 — zcosz
Zx=—+7z
cosz

, 1 — zcosz + zcosz
Z =

X * COSZ
dz 1
dx x=*cosz

dx
Jcoszdz=J7+C

3. senz=Ilnx+C

Remplazando 1y 2en3
sin(xy) = lnx + C




2.1.2. Ejemplos Varios

Ejerciciol ==
sec’xdy + cscydy =0
Solucion:
sec’x dy = —cscy dx

dy dx

cscy sec?x

senydy = — cos?x dx
fseny dy = —f cos?x dx
—cosy = —f cos?x dx

cosy = f cos?x dx

cosx.senx + x
cosy = > +c

2cosy = cosx senx +x + ¢
4cosy = 2senx.cosx + 2x + ¢

4cosy = sen2x +2x +c (Solucion General)

Ejercicio2 =~

sen’y dx + cos’xdy =0; y(m/4)="/,

Solucién:




dx dy
cos’x sen?y

sec?x dx + csc?y dy =0

fseczx dx+]csc2y dy =c

tanx — coty = ¢ (D
x=n/4y=n/4 (2)
Reemplazando (2) en (1)
tan(m/4) — cot(m/4) = ¢
1-1=c¢
c=0 (3
Sustituyendo (3) en (1), se obtiene:
tanx —coty =0
tanx = coty

1
tany

tanx =

tanx.tany = 1 (Solucién Particular)

Ejercicio 3 ==
x\J1+ y?dx = yy1+ x2dy
Solucion:

X

dx — 24 dy =
V1 + x? J1+y2

0




C1

X y
—dx—f—dy =
J.v1+x2 J1+y2

lf 2x dx—lf—zy dy = ¢
2 e T2
fz—xdx—fz—ydy = 2¢, )
) e

Sea:
u=1+x? - du = 2xdx )
v=1+y%*->dv=_2ydy

Al sustituir la
(2) en (1) nos quedan dos integrales de evaluacion directa:

du dv
—— | ==2¢

Vu )
ju‘l/z du—fv"l/z dv =c,

2w —2y'a=c,  {c;=2c} (3)

20+ x0) 2= 2(1 +y2) 2 = ¢,

VT2 Ty =56 () en(3)

Vit —J1+y2=c  {c;=/)}




Ejercicio 4 —r4

d
exy_y = e_y + e_zy_y

dx
Solucion:
d
exyé =eV+e VeV
d
exyd—z =eY(1+e %)
yeYdy = e *(1 + e *)dx
yeVdy = (e™ + e 3¥)dx
fyeydy = f(e‘x + e 3%)dx
1
fyeydy = —e7*¥ —ge‘3x +C (D
fyeydy (2)
Sea:
u=y-du=dy
dv=edy »v=2¢eY (3)

Sustituyendo los valores dados en (3) en la férmula de integracién por
partes, la integral (2) queda:

Jyeydy=yey—feydy

f yeYdy = ye¥ —e” (4)




1
ye¥ —e¥ = —e7¥ — §e_3x +C {(4)en (1)}

ye¥ —e¥ +e ¥ + ie‘“ = C (Solucién General)

Ejercicio5 =~
dt 6s?
ds 2t + cost
Solucion:

(2t + cost)dt = 6s?ds

thdt+fcostdt=6jszds

t2 s3

2*E+sent=6*?+c

t? + seny = 2s3 + ¢ (Solucion General)

Ejercicio6 =
(6w — sec*w)dw — (1 + senz)dz = 0
Solucioén:

6fwdw—fseczde= fdz+ fsenzdz

2
6x——tanw =z —cosz+c¢
w

3w? — tanw = z — cosz + ¢ (Solucion General)




Ejercicios propuestoy:/

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)

8)

at _ e?s
ds ¢t

dr r?
_:_*az
da 1+r

dt

— =senb5s
ds

dz 2
—=w+1
= )
ds +e35dt =0

dz
(W+1)a—w+6

dt
—+2st=0
ds

e _ e+l
ds s

41




2.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden
homogéneas

Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden homogénea es una

ecuacion de la forma P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0, donde P(x,y)y

Q(x, y) son funciones homogéneas del mismo grado y no hay términos

independientes de y o dy. (Zuleta, 2018)

Condicidn necesaria y suficiente
Que cada término de la ecuacion tenga el mismo grado

ax?y' + bxy + cy? = 0 - Grado 2

Procedimiento de solucion
e Cambios de variable:
y = ux
y =u'x+u
e Integrar en funcién de u y x (variables separables)

e Solucion en f(x,y) reemplazar u(x,y)

Ejercicios o~~~

1. (x% + y»)dx — 2xydy = 0

Reemplazar:
y = ux
y =u'x+u

[(x% + y?)dx — 2xydy = 0]/dx




(x* +y%) — 2xyy' =0
(x% +u?x?) = 2x%u(u'x+u) =0
x% + u?x? — 2x%uu’ — 2x*u?> =0
=2x3uu’ — x*u?+x*2=0
—2x3uu’ +x?2(—u?+1)=0
—2x3u fxz(—u2 +1)
——du
(—u? + Dx3

zf R
uz—1 x

In(u? - 1) +In(x) =C

In C:—z— 1) +In(x) =C

2 _ L2
ln(y ad >+ln(x)=C

2

2_x2

y —C
x

y? =Cx+x?

y =+Cx + x?

x3(—u?+1) x

C




Figura 5
Familia de curvas y = vCx + x?

2. h(g®> + gh—2h*)dg + g(3h? — gh — g*)dh =0

Reemplazar:

h =ug

h=ug+u

ug(g® + g(ug) — 2(ug)*)dg + g(3(ug)* — g(ug) — g*)dh = 0
u(l+u—-2u)+GBu?—u-1DWwg)+GBui—u—-1@u)=0
Gu—u-Dg) + @I =0

(Bu? —u—1)(gdu) + W?)(udg) =0

Integrar en funcién de u ~ g (variables separables)

J(3u2 —u—1du dg
us - g

1 1
31n(u)+a+ﬁ+lng—C

Solucioén en f(u,g) reemplazar u:

h3 g gz
ln<E>+E+W+lng=C




h3 g gZ
ll’l<?>+ﬁ+m:c

3. ydx = (x+ y? —xz)dy
Reemplazar:
y = ux

y=ux+u

(uwx+u)=

ux
(x +/(ux)? — x2

ux

ux+u)=——
x+xvuz -1

ux
ux = it \/uz——l) —u
_ u
“Teve—t "
u—u—uvu? -1

1+Vuz—1
Integrar en funcién de u ™ x (variables separables)
du uvuz —1
PN o
fd_x _ <1 + m) "

X

u'x

ux =

uvu? — 1
du vuz -1
In(x) =J— - du
uvu? —1 uvu?z —1

Inx = —arcsec(u) —lnu

Solucion en f(u,x) reemplazar u:




Inx = —arcsecX— ln}—]+ InC
X X

— arcsecX =In Y
X C

4. T=Il4 [D-1
rt=r+Vrz—¢2
Reemplazar:

r=ut

r=ut+u
Wt +ut =ut ++/(ut)2 —t2
wWt+u)=u+Ju?2-1

Integrar en funcion de u ~ t (variables separables)

tdu = (Wu? —1)dt

dt 0
J\/u2 T_j
ln(u+\/u2—1)—lnt=lnC

Solucion en f(u,t) reemplazar u:

r r?
ln(z+ t—z—l)—lnt=lnC

r+Vrez —t2
— @z =¢

r4++r2 —t? = (Ct?




d
5. pL=a-Vp*+¢’

._q—+p*+q*
q e
p
Reemplazar:
q=1up
qg=up+u
up — 2 _ u 2
wp+u) =2 vp* — (up)
p
up=—/1-u?

Integrar en funcion de u ™ p (variables separables)

dp_fo
\/l—u2 p
In(u+1+u?)+In() =InC

Solucién en f(u,p) reemplazar u:

q q
ln(5+ 1+F)+ln(p) =InC

| <q+\/p2+q2>
n(|———|p
p

=In C

q+Vp*+q*=C




2.2.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias convertibles en homogéneas
(CASO 1)
Estas ecuaciones tienen la forma:
(ax+ by +c)dx + (alx+ bly+d)dy =0
Pero para verificar que es Convertible en Homogénea Caso 1, los

.. . . a al
valores de sus coeficientes deben ser diferentes, es decir: - * o

Procedimiento de solucion

ax+by+c

- Dejar el ejercicio en la forma: y' = ————
alx+bly+d

- En laecuacion se debe realizar el siguiente reemplazo:
x=x1+h
{y =yl+ k}
y' =yl
- Se determina los valores de h y k mediante un sistema de
ecuaciones.
- Sustituir el valor de h y k en la ecuacion diferencial.
- Convertir en Ecuacion Diferencial Homogénea, y resolverla

como tal.

Ejercicios e/

1. (x—4y—9dx+(Ax+y—-2)dy=0
—-x+4y+9
dx+y—2

L

y




x=x14+h

y=yl+k

y' =yl

, —x1—h+4yl+4k+9 (A)[(—h + 4k +9).4]
N = T ahsyiv k=2 (B)4h + k — 2
y1'

—x1 4 4y1 + (—h + 4k + 9)(4) —4h + 16k + 36
T T axl+yl+ (4h+ k-2)(B) Ah+ k-2

., —x1+4y1
y1 = STyl k=-2 h=1
vyl =u.x1

yl'=u'x14+u

(u'x1 + u)(4x1 + ux1) = —x1 + 4ux1

4u'x1? + x1%uu’ + 4uxl + x1u? + x1 — 4ux1 =0
4u'x1? + x1%uu’ + x1u® +x1 =0
x12u'(4+u)+x1(w?+1)=0

x12(4 + u) x1(u?+1)
——du —————dx1=C
(u? +1).x12 (u? +1).x12

f u+4 du 4+ dx1 c
u?+1 u x1

u 4
In(x1) =
Ju2+1du+ju2+1du+ n(xl) =C

1
Eln(u2 + 1) + 4arctg(u) + In(x1) = C

1
In(u? + 1)2.x1 + 4arctg(u) = C
2

1 1 1
ln(y + 1)2.x1 + 4arctg (y > =C

x12 x1




1 1
In(y12 + x1%)2 + 4arctg (y_) =C

x1
) . y+2
In((y + 2)° + (x — 1)*)z + 4arctg (m) =C
dv t+v-1
2. dt  t-v+1
,_ t4v—1
o t-v+1
t=tl+h t=t14+0 tl=t
v=vl+k v=vl+1 vi=v-1
v =vl’
, _ tl+h+vl+k—1 _ t1+vi+(h+k-1) {h +k—1h= 0}
T t1+h-vi-k+1  t1-vi+(h-k+1) h—k+1lk =1
, _ tl+vl vl = utl
vl = t1-v1 {vl’ =u'tl + u}
Wil + )_t1+ut1
u WEH —un

(u'tl + uw)(t1 —utl) = (t1 + utl)
u'tl? —v'ut1? +utl —tlu? —tl —utl =0
wt1?(1—uw) —tl(w?+1) =0

t1%2(1 — w)du t1(u? + 1)dt1
J (u? + 1)t12 _J (u2 + 1)t12 =JO

(l—u)du_Jdtl_jO
(u?+1) t1

du udu dtl
fu2+1_fu2+1_f t1 =f0

1
arctgu — Eln(u2 +1)—Intl=C




t vl 1 1712+1§t1 =C
arctg = n\ 1z =

i 1
Bt S P GG 2 A LY B
arctg — n 1z =

arctg

[ 1
v—1 <(v— 1%+ t2>7
In|\———) t|=C

— 2

v—1
arcth =Iny(w—-1)2+t>+C

3. (2t+3s)dt+ (s+2)ds =0

s t=tl+h t=t1+3 tl=t—3
s’ = s=sl+k s=s1—-2 sl=s+2
S+2 ,
s'=s1
|/ = T2t1=2h=351-3k _ —201-351+(-2h-3k)
sL = s1+k+2 - s1+(k+2)
{—Zh —3k|k = —2}
k+2 h=3
, _ —2t1-3s1 s1 =utl
s =—4 {51’ =u'tl + u}

(u'tl + w)(utl) = —2t1 — 3utl
wutl?> +u?tl +2t1 +3utl =0
uw'utl? + t1(w?+3u+2)=0

f ut1? N t1(u? + 3u+2)
(u? + 3u + 2)t12 (u? + 3u + 2)t12

udu dt1
f(u+2)(u+1) + t_l o fO




udu

Fracciones Parciales:fm

2du —du _ A B A(u+1)+B(u+2)
f(u+2) +f(u+1) +Intl = fO (w+2)  (u+1)  (u+2)(u+l)

2In(u+2) —In(u+ 1) + Intl = InC u=Au+A+bu+ 2B

(2o _ (1=4+E)A=2)
(E+1) 0=A+2BlBp=-1
(E2Y'a _

(Sll::-tl)

(s+2+2t—-6)*

(s+2+t—3)

(s+2t—-4)?

(s+t—1)

dT _ 2t+3T+1
dt ~ 3t-2T-5

t=tl+h t=t1l+1 tl=t-1

T=Tl+k T=T1-1 T1=T+1

T'=T1
, 2t+3T+1
- 3t—2T -5
71 = 2LIH2R43T143k4H1 _ 20143T14(2h+3k+1)
T 3t1+3h—2T1-2k-5  3t1-2T1+(3h—2k-5)
{2h+3k+1| h=1}
3h— 2k —5lk=-1
, _ 2t1+3T1 Tl =utl
= 3t1-2T1 {Tl’ =u'tl + u}

(u'tl + u)(3t1 — 2utl) = 2t1 + 3utl
u't1? — 2u'ut1? + 3utl — 2u?tl — 2t1 — 3utl =0
wt1?(1—2u) —2t1(w?+1) =0

] 52 =



t12(1 — 2u)du 2t1(u? + 1)dtl
f t12(u? + 1) _f t12(u2 +1) f

fl_zud , dtl_fo
w1 t1

J‘ du 2[ udu ) dtl—fO
uz+1 uz+1 t1

arctgu—In(u?+1)-2Intl =C

arctgu — [In(u®> + 1) + 2Intl] = C

T1 T12 5
arctg——In|—+1|t1-=C

t1 t12
T1 T1? +t1%\
arctga—ln 1z t1©=¢C
T+1
arctg ((t — 1)) —In[(T+1?*+(t-1)?]=cC

2.2.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias convertibles en
homogéneas (CASO 2)
Estas ecuaciones tienen la forma:

Mdx+Ndy=0

Donde M y N son funciones (x,y) de diferente grado

Procedimiento de solucién
- Realizar el cambio de variable:
y=2z°
y' =az% 17

- lgualar exponente de cada término para hallar a.




- Reemplazar el valor de « en la ecuacion diferencial.
- Comprobar si la ecuacion se convertira en homogeénea.

- Resolver como EDO homogénea.

Ejercicios e/

1. (y* —3x%y)dx + x3dy =0

Reemplazar:
y=2Zz"
y' =aZ% 17’

(* =3x%y) +x°y' =0

(Z2% = 3x%2Z%) + x3(aZ*"1Z") =0
Igualar exponentes:
2a=2+a=3+a-1

a=2

Reemplazar a

(Z* —3x2Z%)+2x3Z7' =0

Z =ux

Z'=u'x+u

(u*x* — 3x%u?x?) + 2x3ux(u'x +u) =0
(u*x* — 3x*u?) + 2x*u(u'x +u) =0
utxt — 3x*u? + 2x%uu’ + 2x*u? =0
2x%uu’ +utx* —x*u? =0

2xSuu’ +ulx*(w?-1)=0




Integrar

f 2x5u 4 +f u?x*(u?-1) G = C
u?(u? —1).x° u u?(u?—1).x° x=

—2 d 1d =C
fu(uz—l) u+f; x=

Integracion parcial

2 A B
WD u @D
2=Aw?*-1)+B(u)

A= -2 B =2

A B 1
fa+f—(u2_1)+f;dx=C

-2 2 1
f7du+jmdu+j;dx=6
u—1
u+1

—2In(u) + 2 Eln( )] +In(x) =C

—21In(w) + In (Z—j) +1In(x) = C

(u—l) X

u+1)’ —C

L=
u

Reemplazar el valor de uy de Z
Z

u=-
X

y=2z°

y =12

1

yZ:Z




2. 2(fg?+1)dg + g3df =0
Remplazar:

g=2z"

g =az% 1z

2(fz?* + D(az* ) +z3¢ =0

20(23* 1 f + 20 ) + 239 =0

Igualar exponentes:
a—1=a—-1=3«a

1
a=—-=

2

s 3 =3
—(fz 2 +2z 2)dz+22dx=0
Resolver la ecuacion como homogénea:
z=uf

Z=uf+u
5 5 3 -3
(w227 - @p 2 ) f +w+ @) =0

—wp)T
(—u_%f‘% - (uf)-§>

Wf+u) =




u%+u) uz+u
v=u%
. 1
VT

(2) (du)  (df
J(v2+v)du+J —

(u%+u)_ f




2((Invu) —In(vu — 1)) + 2In(Vu —1) = In(H + InC
2Invu =In(f)InC

=C

I

N

3. 4xy*dx + 3x*y —1)dy =0
Remplazar:

y=z"

y =az% 1z

4xz%* + (3x2z* — 1) (az®12) =0
4xz%% + 3 o x222*7 17 —az? 12 =0
Igualar exponentes:
1+2x=2x+1=x -1

x —1=2x+1

xX= —2

4xz™* —6x%27%2' —az 32 =0
Resolver la ecuacion como homogénea:
4xz™* —6x%2z7%2' —az 32 =0
Z=ux

Z =ux+u

4x(ux)™* — 6x%(ux)>(u'x +u) + 2(wx)3(Wx+u)=0

dxu~*x™* —6x%uCx P (u'x +u) + 2u S x B (Wx +u) =0




qutx3
J2u"2x~?

2u i x ' —3udu - 3ut+u i +x =0
uw(wt—-3u"3) =-2x"1(u?+0.5)
uwwl-3u3)=-2x"1(u"?+0.5)

(ut- 3u‘3)du dx
f +2|==c
_2+_ X
l_i
ful uldu+21nx—C
—z+§
-3
e
f2+ du+2lnx =C
2u?
u® -3
e
f2+ du+2lnx =C
2u?
(w? - 3)u?
mdu+21nx=(3
(u*-3)
mdu+2lnx=€

ZJ udu j 3du + 2lnx = C
C+ud) JCruwu T

v=u®+2
dv = 2udu

—6x2uu —6xB3uTt+2utx U 4 2u?x 3 =0




ln(2+u2)—6fd—v+21nx=C

v(v—2)

ln(2+u2)—6f dv +2Inx =C
vZ2—2v+1-1

In(2 + u2) 6f W omx=c
n u (1_7—1)2—1 nx =

v—1+1

v—1-1
u? +

In(2 + u?) — 3In

In(2 + u?) — 3ln( ) +2Inx =C

2
2 ) + 2inx = InC

72 %4_2
ln(2+—)—31n X ") 4 20nx = InC
X Z

x2
1.
1 x2
In (2 +T) —3In| ——— | + 2lnx = InC
x2y 1
X2y
1+ 2x%y
1 xzy
In (24—~ - 3In| —— | + 2lnx = InC
xZy

1
In (2 + %) —3In(1 + 2x%y) + 2Inx = InC

2.2.3.Ejercicios varios
Ejerciciol ==~

(x* + y¥)dx + (x* — xy)dy = 0
Solucién:

M(x,y) = x2+y? N(x,y) = x?> — xy

] 60 =



y = ux
dy = udx + xdu
(x? + u?x®)dx + (x' —ux?)[udx + xdu] =0
x*1+wdx+x3(1—uw)du=0
1-—u % _

du + =0
14+u X

2
[_1+—]du+_=o
14+u X

—u + 2In|1 + u| + In|x| = In|c|: perou = %

Y ampt + 2| + injx| = tnle|
X X
x +y)?
m EE Y
cXx X

(x + y)? = cxe¥/*

Ejercicio2 /m/
dy x-y
dx x+y

Solucion:
y=ux => dy = udx + xdu
dy(x +y) = (x —y)dx => (x + ux)(udx + xdu) = (x — ux)dx

uxdx + x%du + u?xdx + ux?du = xdx — uxdx

(ux — ux — x + ux)dx = —(x? + ux?)du
(u? +2u —1dx = —x(1 + w)du
dx 14+ w)du
x  W+2u-1




1
Inx = —Eln(l —2u—u?)+ ¢
In[x?(1 -2u—u?)]=¢(
x*(1-2u—-u?)=c

x2—2xy—y?=c

Ejercicio 3 =
y? + yx)dx — x*dy = 0

Solucion:
dy
2 _ 2_=O
ye+yx —x Ix
dy y*+yx
dx  x2
dy (\* ¥
o= G) 3
Sy _ __dy dy
v—x—>y—vx—>dy—xdv+vdx—>dx—v+xdx
dv 5
v+x—=v"+v
dx

dv
x— =1%o v%dv =x"tdx
dx

fv‘zdv = fx‘ldx o —vlt=mhx|+c




- (};])_1 =In|x|+c

x
——=Inlx|+c
y

—x = (In|x| + ¢)y

X
YT Tl t e
Ejercicio 4 o~~~
dx _2x
yd_y =x+4ye Y
Solucion:

2x

ydx = (x + 4ye ¥)dy
y(vdy +ydv) = (vy + 4ye~*")dy
dv _4dy

e—2v y

1
Eez” = 4ln|y| + ¢

2x

567 =4ln|y| +c

2x

ey =8ln|y| +c




Ejercicios propuestos/:/

2x

dx -
1) ya—x+4ye y
y —
2) (y+xcot;)dx—xdy—0
2dy _ 2
3) 2x dx—3xy+y

4) (x+y)dx+xdy=0
5 xdx+ (y—2x)dy =0

6) —ydx + (x +/xy)dy =0
7) 2n—-3m+4)dn+ Bn—-2m+1)dm =0




2.3.  Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales
Estas ecuaciones tienen la forma:
y'+ Py =QXx)
Donde P y Q son funciones de x.
Las EDO Lineales se clasifican en: Homogéneas y Heterogéneas (No

Homogéneas).

2.3.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales homogéneas
Las EDO lineales homogéneas son aquellas en las que Q(x) = 0, por la
tanto la EDO se reduce a:

y' +P(x)y=0
Se las resuelve como ecuaciones diferenciales ordinarias variables

separables.

Ejercicios e/
dy | &
x  x*+3

1. 7
d x3dx
j—y+ =0
y x*+3

y=0

u=x*+3
du = 4x3dx
dy 1 (du

0
y 4) u

1
Iny+ZIn(x4+3)=InC

y(x*+3)V*=¢C




C
y=—"""7
(x*+3)%

Figura 6.

Familia de curvas y = ——
(x*+3)4

—

Nl

2. y'sen(x) —cos(x)y =0

d—ysen(x) —cos(x)y=0

[5-[ =

f%—fctg(x)dx =0

In(y) — In(sen(x)) = In(C)
y __
sec(x)
y = sec(x)C
y2Jx*+16dy _




dy dx

_+—=
Yy Vx*4+16
dy dx

St Neomra 0
In(y) + In (4 + /D2 + 42) = In(C)
y(4+/GD7+42) =c

C
(4 +(x?)?2 + 42)

4, cos@wy _ sen(x) =0

cos(x)dy
ydx

dy sen(x)dx

y cos(x) -

y
Jci]—y—th(x)dx=0

In(y) — In(sec(x)) = In(C)
y __
sec(x)

—sen(x) =0

y = sec(x)C

2.3.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales heterogéneas

Las EDO lineales heterogeneas son aquellas ecuaciones en las que
Q(x) # 0.




Por lo tanto, la forma de la ecuacién es:
y' '+ P(x)y = Q(x)

METODOS DE SOLUCION

Los métodos para resolver EDO lineales son:
- Formula general.
- Método de Lagrange.

- Método de sustitucion.

A. Férmula general
Este método consiste en reemplazar los componentes de la EDO lineal

heterogénea:

y' +P(x)y =Q(x)
En la formula;

y = e JP()ax U(Q(x).efp(x)d")dx + C]

Ejemplo /="

' _ tg(y)
x' —tg(y)x = c0s ()
x = e~ —taay f tg(y) _ef—zgé?y’))dy dy +C
cos ()

u=cos(y) du= —sen(y)dy

tg(y) au
— gln(sec)) 1%
x=e U(cos(y)'e )dy+Cl




x = eIn(sec(y)) f tg(y) .eln(cos(u) dy +C
cos (y)

x = sec(y) U (CZ‘Z(EI;) . cos(y)) dy + Cl

x = sec(y) [ f (tg()dy + C]

x = sec(y)[In(sec(y)) + C]

B. Método de Lagrange
Dada la EDO lineal heterogénea:
y' + Py =0Q(x)
Para aplicar el Método de Lagrange se debe:
1. Resolver como EDO. Homogénea
y' +Px)y=0
a)y = f(x)
2. Derivar la solucién anterior a), con lo cual se obtiene:
by =[f()]
3. Reemplazar a) y b) en la EDO original.
FI'+PO)f(x) =Qx) )y =f(x)+C
4. Integrar la solucion anterior.

5. Y finalmente reemplazar ese resultado en a).

Ejemplo i

t
x' —tg(y)x = ci((y;)
x'—tg(y)x=0




d
f;x—ftg(y)dy= Jo
In(x) — In(sec(y)) = InC

x =sec(y)C(y)
x'=C'(y)sec(y) + sec(y)tg(y)C(y)

C'(y)sec(y) + sec(¥)tg(y)C(y) — sec(y)tg(y)C(y) =

¢ sec) = 22
dc(y) sec(y) = tg(y)
dy 7 cos(y)
dC(y) = tg(y)1 dy
cos (y) s )

Jdcy) = [ tg(»)dy + C1
C(y) = In(sec (y)) + C1

x = sec (y)[In(sec(y)) + C]

C. Meétodo de sustitucion

Al aplicar esto método, el procedimiento a seguir es:

1. Ubicar laE.D.O en la forma:
y'+Px)y=Q(x)
y =uv
y =uv+uw

y' '+ Px)y = Q(x)

tg(y)
cos(y)




u'v+uv' + P(x)uv = Q(x)
uv+ul +P(x)v) = Q(x)
2. Dividir en dos partes a) y b)
a)v' +Px)v=20

b) u'v = Q(x)
3. Resolver la ecuacion a)
vV+Px)v=0

dv+ "+P =0
I v (v =

f%+fP(x)dx=0

Inv = —f P(x)dx
v = e—fP(x)dx
4. Resolver la ecuacion b)
u'v =Q(x)
5. Reemplazar el v obtenido anteriormente
ure—fp(x)dx = Q(x)

du  Qx)
dx  e-JP(ax

[du=[Q)el POdx gy 4 ¢
u=[0Q(x)el P®x gy 4 C
6. Finalmente remplazar lo obtenido.
y =uv

y = e~/ POIX [[ 0(x)el POIAx 5 4 (]




Ejemplo o~

t
x' —tg(y)x = Ci(zz)
y=uv
y =uv+uw
t
X —tg(y)x =~ :;(8)
) ) _tg(y)
uv+uv —uvtg(y) = cos ()
t
uv+ul —vtg(y)) = ci(g)
v —vtg(y) =0
W = tg(y)
~ cos (¥)

dv . _0
& vtg(y) =

dv
f;—ftg(y)dy =0

Inv —In (sec(y)) =0

v = sec(y)
Ly — tg(y)
"~ cos )
[ du = j tg(y) 4
~J cos )
u = f tg(y)dy

u =In(sec(y)) +C




y =uv
y = sec(y)(In(sec(y)) + ()

Ejercicios

1. cosydx = (xseny + tgy)dy
dx _xsen(y)  tg(y)
dy  cos(y) = cos(y)

Y= sen(y)x N tg(y)
~cos(y) " cos(y)

sen(y)
cos(y) tg(y)
t

Férmula General

y = e—fP(y)dy j Q(y)efP(y)dy dy + C]
g0 I-Gosordy
— o~ J—tgay cos()” d C
y=e U cos() ¥
u=cos(y) = du= —sen(y)dy

t
y = en(sec) [ f Cfs(g] )) T dy + C]

y = eln(sec(») [ f tg») eIn(cos®) gy 4 C]
cos(y)

= sec(y) U cos(y) cos(y)dy + C]




y = sec(y) U tg(y)dy + C]

y = sec(y)[In(sec(y)) + C]

Lagrange

tg(y)
cos(y)

x'—tg(y)x =0

d
f;x—jtg(y)dy=10
In(x) — In(sec(y)) = InC

x =sec(y) C(y)
x' = C'(y)sec(y) + sec(y) tg(y)C(y)

x' —tg(y)x =

C'(y) sec(y) +sec(y) tg(y)C(y) —sec(y) tg(y)C(y) = tg(y)

cos(y)
¢ sectr) = 22
dc(y) sec(y) = tg(y)
dy ~ cos(y)
acy) = —9D g,
cos(y) 050

[ aco = [ gy + e

C(y) = In(sec(y)) + C;
y = sec(y)[In(sec(y)) + C]




Sustitucion
{ X =uv
x'=u'v+uv
tg(y)
cos(y)

tg(y)

cos(y)
tg(y)
cos(y)

x' —tg(y)x =

u'v+uv —uvtg(y) =

uv+u@ —vtg(y)) =

v —vtg(y) =0
{ Ly — tg(y)
~ cos(y)

dv tg(y) = 0
dy Ugy—

f%—ftg(y)dy=0

Inv —In(sec(y)) =0

v = sec(y)
I tg(y)
~ cos(y)

J veu = J tﬁéﬁ?yﬁﬁy

f f tg(y) dy
cos(y)sec(y)




fd f tg(y)dly

cos(y) sy

= J tg(y)dy

u = In(sec(y)) + C
y =uv

y = sec(y) (In(sec(y)) + C)

2. y' cos(y) + sen(y) =x+1
y'cos(y) +sen(y) =x+1
z = sen(y) z' = y'cos(y)
Z’+z=x+1

Férmula General

7 = e~ JP(X)dx [f Q(x)efP(x)dx dx + C]
Z=e‘fde(x+1)efd"dx+C]

—e‘xU(x+1)exdx+C]

=e‘xeexdx+fexdx+C]

u=x v=e*

du = dx dv = e*dx
xex—fexdx

xeX —e*




z=e *[xe* —e* +e* + (]
z =e *[xe* + (]
sen(y) = e *[xe* + C]
Lagrange
y'cos(y) +sen(y) =x+1
z = sen(y) z' = y'cos(y)
zZ'+z=x+1
zZ'+z=0

dz
f?+jdx =0
Inz+x=1InC
z=e*C(x)
z'=C'"(x)e ™ —e™™C(x)
C'(x)e*—e*C(x)+e*C(x)=x+1
C'x)e*=x+1
x+1

e—x

C'(x) =

ij(x) =Jex(x+1)dx

de(x)zfxexdx+fexdx

u=x v=e*

du = dx dv = e*dx
xex—fexdx

xe* —e”*




C(x) = [xe* —e* +e* + (]
C(x) = [xe* + C]
z=e*C(x)
z=e *[xe* + (]
sen(y) = e *[xe* + C]

Sustitucion
{ S Z=uw
z'=u'v+uv
y'cos(y) +sen(y) =x+1
z = sen(y) z' = y'cos(y)
zZ'+z=x+1
uv+uw' +uv=x+1
uv+u@ +v)=x+1
{ v +v=0

uv=x+1

dv
—+v—0

[424 [ae=0

Inv=—x

ue™*=x+1
, x+1
u o




du
—=e*(x+1)
dx

fdu=fxexdx+Jexdx

u=x v=e*

du = dx dv = e*dx
xex—fexdx

xe* —e*

u = [xe* —e*+e*+ (]
u = [xe* + C]
Z=uv
z =e *[xe* + C]

sen(y) = e *[xe* + C]

3. [x + sen(y) — 1]dy + cos(y)dx =0
x+sen(y)—1 %_
cos(y) dy
X sen(y)—1 dx
cos@) cg()y) Ty T
X dx sen(y) —1
cos) T dy | cos(y)

0

0

x  1-—sen(y)
T oosk) T cos®)

!

Férmula General

x = e /POy U Q(x)e/ POy _ gy 4 C]




cos(y)

— o~ sec(ay _ sen(y) [ sec(y)dy
x=e U <cos(y> cos)) © e

e Cos(y)dy U‘ <1 - sen()’)> Cos(y) dy dy + Cl

x = e~ In(sec(y)+tg(y)) U (sec(y) — tg(y))ensec+ta)) gy, 4 C]
x = (sec) + tg )™ | [ (sect) — tg (secr) + g () )y
+4

f (sec*(y) — tg*(y))dy + C ]

SeC(y) +tg(y) [

N Sec(y) ¥ tg(y) [f (sec’(y) — tg*(¥))dy + C]

sec?(y)dy — f tg?(y)dy + C]

" sec(y) 1+ tg(») U

[tg(y) —tg(y) +y + C]

" sec(y) + tg(y)
1

" sec(y) + tg(y)

[y + (]

Lagrange

N X _ 1 — sen(y)
cos(y) cos(y)
dx X
dy " eosG)

f B f cos(y)

!




f%+fsec(y)dy =0

Inx + In(sec(y) + tg(y)) =InC
B C(x)
¥ 7 sec®) + t8(y)
,_ C'(0)(sec(y) + tg(y)) — [sec(y)tan(y) + sec?(y)]C (x)
x' =
[sec(y) + tg(y)]?
, _ C'(0)(sec(y) +tg(y)) _ [sec(y)tan(y) + sec?(y)]C(x)

[sec(y) + tg(y)]? [sec(y) + tg(y)]?
, C'()(sec(y) +tg(y)) sec(y)[tan(y) + sec(y)]C(x)

T [secy) +tgmz [sec(y) + tg(y)]2

, C'(x) sec(y)C(x)
¥ T Secy) + () secy) + g(y)
C(x)
C'(x) B sec(y) N sec(y) + tg(y) _ 1 —sen(y)
sec(y) +tg(y) sec(y) + tg(y) cos(y) cos(y)
C'(x)

sec(y) + tg(y) = sec(y) - tg(y)

[ dce) = [1sect) - tg) Isecs) + tgldy
j dC(x) = j [sec?(y) — tg? ()] dy

[ aceo = [ secray- [ e av +c

Cx)=[tg(y) —tg(y) +y +C]
_ 1
¥ seck) g )

[y + (]




Sustitucion

{ X =uv

x'=uv+u
. X 1 —sen(y)
x + =

cos(y) cos(y)
w  1- sen(y)

cos(y)  cos(y)
uv+u@ +secy)v) =x+1

{v’ +sec(y)v=20

uv+uv +

, 1 —sen(y)
uv=——>

cos(y)

dv 4 — 0
o sec(y)v =

f%+fsec(y)dy =0

Inv = —In(sec(y) + tg(y))
1

Ve sec(y) +tg(y)

) 1 —sen(y)
uv= T(y)
, 1 _1—sen(y)
u sec(y) +tg(y)  cos(y)

1

u o) ¥ 90 [sec(y) —tg(y)]

u' = [sec(y) — tg()][sec(y) +tg(y)]

du
- [sec?(y) — tg*(»)]




fdu = fsecz(y)dy—thz(y) dy +C

u=[tg(y) —tgly) +y +C]

u=[y+C]
X =uv
- _[y+C]
* T sec) + g
4. xsen(x) % + [sen(x) + x cos(x)]y = xe*
dy sen(x) xcos(x) _ xe”
dx xsen(x) xsen(x)  xsen(x)

dy (1 e

dx (E + ctg(x)) Y= sen(x)

Férmula General

y = e—fP(x)dx [f Q(x)efP(x)dx dx + C]

_ g Eretomax | f " hreacolax gy C]

Y sen(x)

—fldx—f ctg(x)dx | e’ fldx+f ctg(x)dx
y=e ’'x e'x dx + C]

sen(x)

y = e—lnx—ln(senx) f e* elnx+ln(senx) dx + C]
| ) sen(x)

ex

y = (xsenx)™! [ J (xsenx) dx + C ]

sen(x)

1
y = U xe* dx + C]
xsenx

u=x du = dx




v=e* dv = e*dx
xex—fexdx

xeX —e*

= X _eX 4 (
y xsenx [xe ¢ ]

Lagrange

ex

1
Y + (; + ctg(x)) Y= sen(x)

dy

1
a+ (;+ctg(x))y =0

fci]—y+f%dx+fctg(x)dx =0
u=1+x? du = 2xdx
Iny + In(x) + In(sen(x)) =InC
_ )
xsen(x)
_ C'(x)xsen(x) — sen(x)C(x) — cos(x) C(x)
(xsen(x))?
_C "(x)xsen(x) B sen(x) C(x) B xcos(x) C(x)
(xsen(x))? x%sen?(x) x%sen?(x)
, C'(x) C(x) cos(x) C(x)
Y= xsen(x) B x%sen(x) "~ xsen? (%)

C'(x) C(x) cos(x) C(x) N (% ot (x)) C(x)

xsen(x) x2sen(x)  xsen?(x) xsen(x)

!

!

ex

- sen(x)




C'(x) C(x) cos(x) C(x) C(x)

cos(x) C(x)

xsen(x) B x%sen(x) "~ xsen? (%) x%sen(x)

ex

- sen(x)
C'x) = e*
xsen(x)  sen(x)

,, _ e*xsen(x)
¢’ = sen(x)

C'(x) =e*x

ij(x) = Jexxdx

u=x du = dx

v=e* dv = e*dx
xex—jexdx

xe* —e*
C(x) = [xe* —e* + (]
1

= X _eX 4 C
y xsenx [xe ¢ ]

Sustitucion
Yy =uv
{y’ =u'v+u

X

y' + (% + ctg(x))y =

sen(x)
v + ’+<1+ t ) -
u'v+uv 2 ctg(x) uv_sen(x)

xsen?(x)




{v’ + (% + ctg(x)) v=20

u'v=
sen(x)

dv+(1+t )—0
e Tz tetg) v =

fdv+f1d +J tg(x)dx = 0
- . X ctg(x)dx =
Inv = —In (x) — In(senx)

1
v xsen(x)

v = (xsen(x))!

ex

!

"~ sen(x)
.1 e~

u xsen(x) - sen(x)

, e*xsen(x)
- sen(x)
du
=

jdu = fexxdx

u=x du = dx

X

e x

v=e* dv = e*dx
xex—fexdx

xe* —e”*

u=[xe* —e*+ (]




2.3.3. Ecuaciones diferenciales convertibles en lineales (Ecuacion

de Bernoulli)

Las ecuaciones diferenciales de Bernoulli son aquellas que tienen la
forma:

dy _ n
= +P®y=QG)y"neER

n+01

Procedimiento

1. Dividir la ecuacién lineal para y™.
y P&y Qt)y”

yn o oym ym
y'y "+ Px)y™ =Q(x)

2. Realizar un cambio de variable donde:

-n

zZ=Yy
z'=1=n)y"xy
3. Sustituir en la ecuacion diferencial.

1-m7'z Pz _ Q)
1-mt A-mt Q-n)t




4. Obtener una ecuacion diferencial lineal.
zZ+(1—-n)"P(x)z=(1-n)"1Q(x)

(1-n)"t=cC

5. Se resuelve como ecuacion diferencial lineal.
Ejemplo: /="
x%y' + 2xy = 5y3
1. Convertir la ecuacién a la forma: Z—z + P(x)y = Q(x)y™
(x*y" + 2xy = 5y°)/x*
y' + o _

x  xZ
2. Reconocer y™, y dividirlo o multiplicarlo para toda la ecuacion.
yr=y3
'+ 2yx~t = 5y°x7%) /y®
y'y™3 + 2y 2x71 = 5572
3. Realizar un cambio de variable.
-2

z=Yy

z' = =2y73y
! Z’

y == Zy_3

4. Remplazar en la ecuacion.

zZV? 2z 5

+
2y~3  x  «x?

z’+22 5 5

—_— —_ = —)(x —

5+ =202
4z 10

7 ——=
x x2




5. Resolver como EDO lineal.

Formula: y = e~/ PO [(Q(x) el P@¥)dx + (]

_jAax 10, _4ax
z=e x [f(—x—z*e x )dx + C]
10
7 = e41nx[f(_x_2* e—41nx) dx + C]
10
z=x4[f(—x—2*x"4dx+C]
10
Z=x4[f—Fdx+C]

z= x“[f —10x"%dx + C]

42
zZ=Xx [F-I_C]
z=x*C+-
x5C + 2
7 =
X
z=y?
1
—Z_X4C+—
1
2
Y T X5C+2
X
X
2 _
Y T C+2




Figura 7.

Familia de curvas y? =

Ejercicios /=

1
1. y' —4y=2e"yz,

1
Z:yz

1 1
'= vy 2v
Z Zy y
.2z
y = 1

y—Z

x5C+2
y(0) =2
1
yTl = yf
! l 1
' —4y = 2e*y2)(—)

y2
L1
y'y z—4yz=2e*




2z" 1 1

(—3Yy 2—4z=2e")(35)

1 2
y—2

z' — 2z =e*

Formula: y = e~/ P@ax[[(Q(x). el PXaX)qx 4 (]

z= e"f"de[f(ex. el ~24)dx + (]

z= er[J(;Zx)dx +C]

z= ezx[j(e‘x)dx + (]

z = e [—e™ + (]

N =

zZ=Yy

1
yZ = [—e* + Ce?™]

y(0) =2
(2)% = [—e® + Ce?)]
V2=-1+C
V2+1=C
y% _ \TeE 4 p2% _ oX

y = (\/EeZX + e2¥ ex)z

(12e**y? — y)dx = dy,y(0) = 1
(12e**y% — y)dx = dy
y' = (12e**y* - y)




y' +y=12e**y?
yn — yz
1
O +y= 1262"y2)(}7)

yly—Z +y—1 — 128236

z=y
Z’=—y zy/
! Z’
y ="
y2

z
(—)ﬁ.y_2 +z =12e*)(x —1)

7' —z=—-12e%*

Formula: y = e~/ P®*[[(Q(x) e/ PX)dx + (]

7= ¢S -dx U(—12e2x.ef—dx) dx + C]
z=e* U(—lZezx.e‘x> dx + C]

z=e" U(—lZex> dx + C]

zZ= ex[—lzje"dx+C]

z =e*[C —12e"]
z=y1
y 1 =e*[C — 12e*]
x=0y=1
Cc=13

y~1 = e*[13 — 12e*]

] 92 =



y le™ =13 — 12e*

3. x+Ddy =ylyx+1DIn(x+1)—1]ldx, y-= %;x = %
1
1 = I 1) — 1]dx)(———
(x+ Ddy =yly(x + Din(x +1) - 1] x)((x+1)dx)
, Yix+Din(x+1) -y
B x+1
y' + 2 - yZIn(x + 1)
x+1
y"=y?
R 2In(x + 1) !
O+ 7=y inlx )(yz)
y—l
'y=2 =1 1
y'y +x+1 n(x+1)
z=y1!
z'=—yy
! Z,
y e
y_Z

2y 242 e+ 1)) =1)
y —2 x+1

Z
z’—x+1=—1n(x+1)

Formula: y = e~/ P@ax[[(Q(x). el PXa¥)dx 4 (]

T [-ax
z=e x+1[J(In(x + 1).e’ x+1)dx + C]




dx
z=e X+1 f(]n(x +1). el “x+1)dx + (]

z = M+ [f (In(x + 1).e &) dx + C]

z=(x+1] f(]n(x+1) )dx+C]

In(x+1)
x+1

u=x+1

v =In(u)

z=(x+1)[]($)d +C]
du = dx
du
dv =—
v

v 1 1
=5 = Elnz(u) ==In*(x+1)

z=(x+ 1)[11n2(x +1) +C]




e? _11 2(1+e)+c
1+e_2n e

C=-3
2y 1 x+ 1)t =mIn?(x+1)-3

Ejercicios Propuestos;/

1L v+pw)v=qw)

dv
2. W3E+ 3w2v=w

3. ﬂ+2v=w
dw
4, w1 3w2 4 4p =0
dw
5. Wﬂ+1=w+v
dw

/ x?+a?  x(3x2-a?)

6. 3y +

1
)

x(x2-a?) x?-a? 'y

v dy _ 2 sin(x)-ycos?(x)
" odx sin(x).cos(x)




2.4.  Ecuaciones diferenciales ordinarias exactas

Sea F una funcidn de dos variables reales que posee derivadas parciales
primeras continuas en un dominio D. La diferencial total dF de la
funcién F viene definida por la formula:

OF (x, 0F (x,
(x,y) dx + (x,y) dy

dF(x,y) = 9% 3y

Para todo (x,y) € D [21].

La forma general de las EDO exactas es:
Mdx+Ndy=20
Donde:
M= f(x) y N=f(y)
Ademas, se debe derivar las funciones M y N con sus diferenciales
respectivos y comprobar que se cumpla la siguiente igualdad:
oM _ON
Jdy Ox
En caso de cumplirse la igualdad, entonces la ecuacion diferencial es

exacta, y se procede a resolverla por cualquiera de sus 3 métodos.

2.4.1. Meétodos de solucion
Para resolver ecuaciones diferenciales exactas existen los siguientes

métodos.

1. Meétodo de integracion
M(x,y)0x + N(x,y)dy =0




z= [ M(x,y)0x + ¢(y)

Z'= (] M(x,y)0x) + ¢'(y)
0z
dy

') =f(x)
Jo') =] f(x)
o) =?

Por ultimo, reemplazar el valor de ¢'(y) en z

Ejemplo [/
(2xy? + 2y)dx + (2x*y + 2x)dy = 0

oM _ow
Jdy O0x
4xy +2 = 4xy + 2
z= [ Q2xy*+2y)dx + ¢(¥)
z=x%y% 4+ 2xy + @(y)

dz ,
=2x%y+2x+ ¢'(y)

dy
% —Nexy)
dy
2x%y + 2x + @' (y) = 2x%y + 2x
'(y) =0

f<p’(y)dy =f0dy




p(y)=C
z=x%y?+2xy+C
x2y? +2xy=C

2. Meétodo integracion directa

Dada la EDO exacta: M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0, para aplicar el
método de integracion directa se procede a integrar cada componente
con su diferencial, considerando los limites de integracion, asi:

(x,0) (xy)
f M(x,y)dx + j N(x,y)dy =0
(0,0) (x,0)

Ejemplo /S~
(2xy? + 2y)dx + (2x*y + 2x)dy = 0
(x,0) xy)
j (2xy? + 2y)dx + j (2x%y + 2x)dy = 0
(0,0 (x,0)

(x2y? + 2xy) &0 + (x2y? + 2x) ) = ¢

(0,0) (x,0)
x2y? + 2xy + x?y? + 2xy = C

x2y? +2xy=C

3. Meétodo con sus respectivos diferenciales
Se integra con sus respectivos diferenciales
M(x,y)0x + N(x,y)dy =0
fMx)ox+ [ Ny)dy + [ M(x,y)ox + [ N(x,y)dy = 0




Ejemplo i

(2xy? + 2y)dx + (2x%y + 2x)dy = 0
fMx)ox+ [ Ny)dy + [ M(x,y)ox + [ N(x,y)dy = 0

f(nyz + 2y)dx + f(szy +2x)dy =0

x2y? 4+ 2xy + x?y? +2xy =C
x2y? +2xy=C

Ejercicios e/

1. (2xy —tany)dx + (x> — xsecx?y)dy =0
M=2xy —tany
N=(x? — xsecx?y)
om_ow
dy Ox
2x —secx?y = 2x —secx?y (EXACTA)
Método 1

zZ= j(ny —tany)dx + ¢(y)

z' = x%y — xtany + @(y)

Jz .
y x“ —xsecx*yp'(y)
;;2 9?5853?231§0'(y) — (;;2 9?5869?23’)

'(y)=0

ffp’(y) 6y=f06y




' =C
x’y — xtany = C

Método 2
(X,0) x,Y)
f (2xy — tany)dx + f (x? —xsecx?y)dy =C
(0,0) (X,0)
(x2y — xtany) |gg)) + (x%y — xtany) |5 =C
x?y —xtany = C
Método 3

f(ny — xtany)ox + f(x2 —xsecx?y)dy =0

x%y — xtany + (x%y — xtany) = C
x?y —xtany = C

2. (yx? Hdx + (¥Inx)dy = 0
M = yx¥1 N = xVinx

M dN
dy  dx
Inxyx?™1 +x¥71 = Inxyx¥™1 +x¥71 (EXACTA)

Método 1
z = fyxy‘1 dx + o (y)

z=xY

' =xVInx + ¢'(y) = ¥ Inx

xy+C=0

= 100 =




xy=~C
Meétodo 2

x,0 x,y
f (yx¥~Hdx + f (xylnx)dy = 0
0

X,0

x,0 xy
xyf +xyf =c
0 x,0

xy+xy=c
Xy =c
Método 3
j(yxy‘l)dx + J x¥ Inxdy = ¢

x¥ +x¥ =c

Xy =c

Figura 8.

Familia de curvas xy = ¢

= 101 =



3. (y + ycos(xy))dx + (x + xcos(xy)dy = 0

M =y + ycosx
N = x + cosxy
M1y
7= cosxy — xysenxy
dN 1+ cos(xy)
X cos(xy) — xysenxy
aM _ N (EXACTA)
dy dx
Método 1
zZ= j (y + ycosxy)dx + ¢(y)
zl = xy + sen(xy) + ¢(y)
dz
@ = x + xcosxy + f o(y) = x + cosxy
f p(y) =0
xy + sen(xy) = C
Método 2

x,0 x,y
f (y + ycos(xy)dy + f (x + xcos(xy)dy = 0)
0

x,0
x,0 xy
(xy + sen(xy) f +(xy + sen(xy) =
0 x,0
xy + sen(xy) = C
Método 3

Jy + ycos(xy)dx + f(x + xcos(xy)dy =0

= 102 =




xy + sen(xy) + xy + sen(xy) = ¢
xy + sen(xy) =C

2.4.2.Ecuaciones diferenciales ordinarias convertibles en exactas

2.4.2.1. Factor de integracion o factor integrante
El factor de integracion es aquel polinomio por el cual se debe
multiplicar toda ecuacion diferencial que se compruebe que no es exacta
para poder convertirla a exacta.

uM(x,y)dx + uN(x,y)dy =0

Comprobacién
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0
oM 0N
dy Ox
Con el factor de integracion
uM(x,y)dx + uN(x,y)dy =0

uoM _ udN
dy  ox
CASO 1
u = f(x)
El valor debe ser solo en funcion de x o una constante
1/0M ON
=5 (E %)

u= eff(x)dx

= 103 =



Procedimiento de solucion

1. Comprobar que la ecuacion tenga la forma de E.D Exacta o
puede transformarse a esta a base de arreglos algebraicos.

2. Comprobar por medio de una ecuacion si en realidad es una E.D.
Exacta de lo contrario se procede a aplicar el método con el cual
se nos convierta en factor integrable.

3. Se identifica las diferentes derivadas parciales.

4. Se ingresa las ecuaciones obtenidas de las derivadas parciales y
de laE.D.

5. Se calcula la funcion f(x).

6. Se procede a integrar, y se encuentra el factor integrable u.

7. Se resuelve la E.D. Exacta por cualquiera de los métodos

estudiados anteriormente.

Ejemplo /="
(1-x*y)dx+ x*(y—x)dy =0
Comprobacion
oM 0N
dy Ox
—x? # 2xy — 3x?
Factor integrante
) = & (6M aN)
N\ody Ox
f(x) = (x2 — 2xy + 3x?)

fGx) = (2x? — 2xy)

x?(y = x)

= 104 =



2x(x —y)

fGx) = 2O -2
=2
w = el Fdx
u= e_f%dx
u = e—2n(0)
u=x"?

(x2=y)dx+ (y—x)dx =0
Comprobacion

woM _uoN
ay dx
-1=-1
Solucion
(x2—y)dx+ (y—x)dx =0
Método 3

—j-x"zdx+fydy—fydx—fxdy=0

x +y7—xy—xy=C
1 y?
I A =C
x+2 Xy

= 105 =



CASO 2

Meétodo de solucion
. . . dA 0B .
1. Comprobar si la ecuacion es exacta, derivando =Y siendo A

los términos acompafiados por dr y B los términos con ds.
2. Si la ecuacion no es exacta se procede a encontrar el factor
integrante con: u = e~/ 96
Donde:
9= -3(G-5)
3. Laecuacion debe quedar solo en términos de s para que se pueda
resolver por el caso 2.
4. Luego de obtener el factor de integracion se lo multiplica por la
ecuacion inicial.
5. Se verifica que se haya convertido en exacta y se integra
utilizando el método mas adecuado.
Ejemplo /o
e*dx + (e* cot(y) + 2ycsc(y))dy =0
Comprobacion
oM _ON
Jdy O0x
% €05
sin(y)

Factor integrante




1
gly) =— pe (—e* cot(y))

e*cot(y)

gly) = o

9(y) = cot(y)
u = el90ay
u = efCOt(Y)dy

u= eln(sin(x))

u = sin(y)
e* sin(y) dx + (e* cos(y) + 2y)dy =0
Comprobacion
udM  uoN
dy 0x
e*cos(y) = e*cos(y)
Solucién

e* sin(y) dx + (e* cos(y) + 2y)dy =0
Método 3

2 J ydy + J e*sin(y)dx + J e*cos(y)dy =0

y? + e*sin(y) + e*sin(y) = C

y%2 4+ e*sin(y) = C
CASO 3

ulx,y) =f(x).g(y)

oM _ON _NFG)_Mg'O)

dy odx f(x) g
uxy) = fx).9()

= 107 =



Procedimiento de solucién

© o N o O

Comprobamos si la ecuacion diferencial ordinaria es exacta.
oM _ON

dy 0x

Luego de ello comprobamos que sea el tercer caso de factor
integrante.

ux,y) =f(x).9()

Si es el tercer caso realizamos lo siguiente:

oM 0N Nf'(x) Mg'(y)

ay ox f® g

') g’

Encontramos nuestro oo y ey

que al ser multiplicados

. , . oM
por N y M respectivamente nos dara una igualdad con Froie

ON
ax

Luego encontramos f(x) y g(y)

Obtenemos u(x,y) = f(x).g(y)

Multiplicamos u(x, y) en la ecuacion original.
Volvemos a comprobar si la ecuacion es exacta.
Finalmente resolvemos la ecuacion exacta por cualquier

método ya estudiado.

= 108 =



Ejemplo ot

(1+2)d+(2 z)d—O
3x%y " 3x4y3) T 3a3yt T 3xy2) N T

Comprobacion

oM _ON
dy  0x
1 2 2 2

3x2y? - xty4 * _x4y4 + 3x2y?
Factor integrante
p(x,y) = f(x).g(»)

oM ON Nf'(x) Mg'(y)

dy dx  f(x) g
1 2 4 2 2
3x2y2  xty*  x4y*  3x2y2
:< 2 2 )f’(x)_( 1 2 )g’(y)
3x3y*  3xy?/ f(x) \3x2y 3x*y3/ g(y)

1 2

3x2y2  3x2y2
=( 2 2 )f’(x) ( 1 2 )g’(y)

3x3y* 3xy?) f(x)  \3x%y ' 3x*y3/ g(y)
flx) 1
fx)  x
gy _1
gy vy
1 2 2 2 1 2
T 3xZy?  3x2y2 = 3x4y*  3x2yZ  3x2y? 3xiy
1 2 2 1

= 109 =



Encontramos f(x) y g(y)

Feo 1 feo (1 R

o0 " x NNON f x4 In(f ()
= In(x) - f(x) =x

g _1 N EAC .

gy vy gy fydy In(9()

= In(y) g =y
Encontramos: ulx,y) = f(x).g)
nlx,y) = f(x).9()
ulx,y) = xy
Multiplicamos u(x,y) = xy  en la ecuacion original

(1+ Z)d +<2 Z)d =0
3x  3x3y2) T \3x2y3 T3y) W T

Comprobacion

oM ON

9y  ox

4 4

T 3x3y3 == 3x3y3
Solucién
1 2 2 2
(3 35552) 4 + (3255~ 35) @ = 0

Metodo 3

M(x‘y)dx + N(x,y)dy =0

= 110 =



fld fzd +f 2 d+f 2 dy =C
3x ¥ 3y y 3x3y? x 3x2y3 Y=
1 1

2
ZIn(x) — =In(y) — - =
3 n(x) 3 n() 3x2y?2  3x2?y? ¢

1 2 1
§ln(x) - §ln(y) T 3x2y?

CASO 4
p"q‘[Vdp + Tdq = 0]
Método de solucion
1. Multiplicamos la ecuacidn diferencial por u, el cual es el factor

integrante que debemos hallar, donde u = p¥qt.

2. Una vez realizada la multiplicacién procedemos a derivar Z—Z y
ar
op ’
ov. aT
aq  op
3. De la ecuacion derivada extraemos p?q® similares que exista en
las mismas para de esta manera plantar una ecuacion con los
coeficientes, formandose un sistema de ecuaciones de dos
incognitas.
4. Hallar la solucién del sistema de ecuacion por cualquier método,
reemplazar en p?q® y de esta manera se obtendra una ecuacion
diferencial exacta que se puede resolver por cualquier método.

= 111 =



Ejemplo [
2qdp +(-p-pq®)q =0
p’q'[2qdp + (—p — pq)dq] = 0
Zp”q”ldp + (_pv+1qt _ pv+1qt+3)dq] =0

w_ 2(t + 1)pqt or_ ~(w+ Dp’q" = (v+ p¥q**3
aq dp

Pt =>2(1+t)=—-(wv+1) p'tqtt=20=—-(w+1)

—v-—1 v=-1

t =
2

-1-1

u=p"q" =piqg"

ulVdp + Tdp]

2p~tdp +(=q7 ' —q*)dq] = 0
wv_, T_,

dq op

Solucién:

2p~tdp + (=q7 " = q*)dq] = 0

Método 3

f 2p~dp + f(—q‘1 —q) =0

= 112 =



3

20n(p) — In(q) — % = €

Ejercicios /e

1. (xy3 + dx + x*y*dy =0

Comprobacion

oM 0N
dy  0x
3xy? # 2xy?
Factor integrable
@) = 1 (OM 6N)
=y dy 0x
fO) = 57 Gey = 2079
flx) = peRe: (3xy? — 2xy?)
fG) = 7 )
() =~
fl) =
u= eff(x)dx
1
u = elx%¥
u= eln(x)
u==x

X(xy® + dx + x(x*y?)dy =0

(CASO 1)

= 113 =




(x2y3 + x)dx + x3y?dy =0

Comprobacion
udM  uoN

dy dx
3x%y? = 3x2%y?
Solucion:
jxdx+jx2y3dx+jx3y2dy =0

X3y3

C

3x% + 2x3y3

3x? +2x%y
6

3x2+2x3y3 =C

2. (2xy* —3y3)dx + (7 — 3xy*)dy = 0
Comprobacion

oM oON
R _ 2 R _ 2
3y (4xy — 9y*) o =03y
Factor integrable
() = 1 (aM azv)
g’ = M\dy Ox
90) = ——; 37 (4xy — 9y* — 3y?)

= 114 =



B 4xy — 6y?
M"(ﬂ)
()__<M>__E

IV =\ex—3n) " Ty

_[2dy
H:e_fg(y) :u:efy :‘u:e

my™ = = y=2 (CASO?2)

Comprobacion
(2x — 3y)dx + (7y~%2 — 3x)dy
oM =0- SO—N =0-3
dy 0x
Solucion
[ 2xdx + [ 7y~2dy — [ 3ydx — [ 3xdy = [ 0

x2 =7y 1 —3xy—-3xy=C

2 73 =C
Xt —g—3xy=

3. (rt+r*t+)dr + (r* + 2t>)dt = 0
Comprobacion
My = (rt +rt + t3)dr
Ngp = (r? 4+ 2t*)dt
oM _ N
at  Or
r+1r?+3t2 =2r
Factor integrante (CASO 3)
u(r,t) = f(r).g(t)
oM _ON _Nf'(r) _Mg'(®)
at  or  f(r) 9()

= 115 =



f'(r) g'(®)

r+r2+3t2—2r=0%+2t)—=— (rt +r’t + t3)—=

f(r) g(®)
r?2+3t2 —r = (r? +2t2)j;(()) (rt + 2t+t3)g((t))
f’(r):
f(r)
g® _1
gt) ¢t

r24+3t2 —r=2r2+4t> —r—r? —t?

r24+3t2—r=r24+3t2—r

o _ f'@) . )

@ C f(r) jZdT In(f(r) = 2r
- f(x) = e?

g®O_1 (9O _ (1 . )

gt) ¢ g j- 7t In(g(t)) = Int
gy =t

Encontramos u(r,t) = f(r).g()
ur,t) = f(r).g»)
u(r,t) = e?'t

Multiplicamos u(r,t) = e?"t en la ecuacion original

(re®"t? + r2e® t? + e*"t")dr + (r’e®'t + 2e*"t3)dt = 0
Comprobacion
oM 0N
ot or
2re?"t + 2r2e?t + 4e?7t3 = 2re? "t + 2r%e? 't + 4e?"t3

= 116 =




Solucion:

M. ndr + Nepdt =0
fM(r)dr+fN(t) dt+fM(r,t)dr+me dt =c
f(rletz +1r2e?t? + e?"tY)dr + f(rzlet +2e?"t3)dt = ¢
1

1 1 1 1 1
2142 2742 2,2142 27142 27142 21 +4
—re“'tc——e“'t —ree“'t* ——re“'t —-e“'t —e“'t
> 1 +2 > +4 +2

1 1
+—r2e?t? 4 —e?tt = ¢
2 2

1

2 2
1 4 2 2
4. (qu—q—z)dp+(§p2—q—§)dq=0 (CASO 4)
1 4 2 2p
vt _ - —n2 =
pq *[(ZPq qz)dp+(3p q3)dq 0]
1 v+1 ,t+1 v t—2 2 v+2 ,t v+1 ,t-3
(Ep q- —4p¥q )dp+<§p q"—2p""q )dq=0
v 1 oT
— 1 v+1 t_4_ — Np? t—3 _
Py 2(t+ )P q (t—2)p"q o
2
=3+ 2)p"*tqt = 2w+ 1)pYq*t3
1 2 vgt3 = —4(t—2)=-2(v+1)
v+l t _“ rq =
p'tlq ﬁz(t+1)—3(v+2)
4 _
*t=g@+2)-1 * [—4(%):—2(1%1)]*3

4 — — = —6p —
t:§(1+2)—1 16v — 32 + 36 6v —6

t=4-1 10v =10

t=3 v=1
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1 =p"q" = pq’

1 2
(Epzq“ - 4pq) dp + (§p3q3 - 2p2> dq=0

Solucion:

1 2
f(§p2q4—4pq) dp+](§p3q3—2p2)dq =f0
1 1

“p3gt —p2g +=p3at —p2g=C
6Pq p-q 6Pq p-q

1
gPat-pla=c¢

2.4.3.Ejercicios varios
Ejerciciol =/

(6ab — 2b? + 1)da + (3a% — 4ab)db =0 Para: b(1) = 2

Se verifica que M=N

9% _ 6ab—2b% + 1 M=2%_Fa
da da
OF = (6ab — 2b? + 1) da N=2"=Fb

Se aplica el procedimiento de solucion

JaF=f(6ab—2b2+1)aa

2
F= 6ba?—2b2a+a+(p(b)
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F = 3a%b — 2ab? + b + ¢(b)

J0F
%=3a2—2a*2b+0+(p'(b)

8F_32 4ab + ¢’(b)
55 = 32 ab + @

3a? — 4ab + ¢’ (b) = 3a% — 4ab
o) =C
F(a,b) =C

3a%® —4ab +a=C (Solucidn Particular)

Ejercicio2 =~/
e*(b? + ab?® + 1)da + 3b*(ae® — 6)db = 0

Se verifica que M=N

dP
35 = e®(3b? + 3b%a) - e*3b%*(1 + a)
aQ
T 3b%(e® + ae?) - e*3b%(1 + a)

D = R?
Se aplica el procedimiento de solucion

oF
=== P(a,b) = e*(b3 +ab®*+1) - F(a,b)

= f e?(b® + ab® + 1)da =
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e*(b® +ab®+1)
- f e*b3da = e*(b3 + ab® + 1) — e®b3
= e%(ab® + 1)+« (b)

JF
35 = 3ab%e® + ¢’ (b)

Debera coincidir con:

Q(a,b) = 3b?(ae* — 6)db — a’(b) = —18b% - a(b)
= —6b3 + cte

Por tanto:
F(a,b) = e%(ab®+1)—6
e(ab®+1)—6b®>=K  (Soluciéon General)

Ejercicio3 _mw -
(2ab + b*)da + (a® + 2ab — b)db = 0
Se verifica que M=N

M—ab—2a+2b
2

N=2%_ 2042
da

Se aplica el procedimiento de solucion
F(a,b) = f(Zab + b?)da = a?b + b?a + a(b)

oF
P a’?+ 2ab + a’(b) = Q(a,b) =a? +2ab—b - 0'(b) = —b
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b2
a(b) = sy + cte

a’b + b*a — b; =k (Solucién General)

Ejercicio4 == -
(a + bcosa)da + senadb = 0
Se verifica que M=N
M=Pb=cos a
N= Qa=cos a

Se aplica el procedimiento de solucion
F(a,b) = f senada = bsena + a(a)

oF
Pl bcosa + a’(b) = P(a,b) = a + bcosa

2
a
s> a'(a)=a—-ala) = 7+ cte

2
bsena + a? =k (Solucion General)

Ejercicio5 m/

(2ae’ + e*)da + (a® + 1)eP = 0

Se verifica que M=N
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M = Pb = 2ae®
N = Qa = 2ae’

Se aplica el procedimiento de solucion

F(a,b) = f(Zaeb + e%da =a?e? + e* + a(b)
oF
3= a?e? + a’(b) = Q(a,b) = (a® + 1)e? - a’(b) = e? - a(b)
=eb +cte

a’e? + e% +eP = (a? + 1)e® + e* = k (Solucién General)
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Ejercicios propuestos/:/

1.

2
3
4
5.
6
7
8
9

b%? + 2a + (5b* + 2ab)b’ = 0,b(0) = 3

(a® + ab?)da + (a?b + b3)db = 0

(2a—1)da+ Bb+7)db=0

(5a + 4b)da + (4a — 8b3)db = 0

(senb — bsena)da + (cosa + acosb — b)db = 0

(2b%a — 3)da + (2ba? + 4)db = 0

(e*+b)da+ (2+a+beP)db=0 b(0) =1
(4b+2a—5)da+ (6b+4a—1)db=0;  b(-1) =2

. sec x(tgxtgy + ysec x)0x + (secx sec®y + tgx)dy = 0

10. (2x + ycos(xy))dx + xcos(xy)dy = 0
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2.5 Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias

Los diversos problemas que pueden resolverse con la ayuda de
ecuaciones diferenciales son muchos, vienen dados por las
interpretaciones de la funcion derivada. Ejemplos: tasas de variacion en

general, velocidades, tasas de cambio, pendientes, marginal, ente otros.

2.5.1 Trayectorias ortogonales
Dos familias de curvas, se dice que son ortogonales, si cada miembro de

la una familia es ortogonal a cada miembro de la otra familia.

Dos curvas son ortogonales entre si, cuando se intersecan
ortogonalmente, es decir sus rectas tangentes son ortogonales entre si,

en el punto comdn.

Dos rectas son ortogonales entre si, cuando el producto de sus
pendientes es —1.

Asi entonces, si dos familias de curvas estan dadas por las ecuaciones:
Gl(x’ y’Cl): 0, Gz(x’ y,cz) =0

Y si la pendiente de la primera familia esta dada por: y' = f(x,y)
entonces la pendiente de la segunda familia (la ortogonal) debe ser:

1
f(xy)




Nota. En la practica, se da una familia de curvas y lo que se busca es la

familia ortogonal.

Para encontrar las ecuaciones de las trayectorias ortogonales se procede

asi:

Inicialmente hallamos la pendiente mA de la ecuacion derivando
con respectoapyq.

Despejamos la constante de la pendiente, en caso de tenerla.
Reemplazamos la constante en la ecuacion original.

Hallamos la inversa de la pendiente mB la cual es igual a:

mA.mB = —1 ;debido a que es ortogonal(perpendicular)
1
mB = —a
Identificar qué tipo de ecuacion es y resolverla por el método
adecuado.

No todas las ecuaciones ortogonales son exactamente iguales.

Ejercicios /e

1. Encontrar la trayectoria ortogonal que pase por (1,2) de la

familia: x2 + 3y%? = Cy

mA; 2x + 6yy’' =Cy'

A 2x+6 c
ma; — Yy =
y

Sustituyendo C en la ecuacion original
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2x
mA; x* + 3y* = (7 + 6y>y

2

X 2x + 6yy’

!

2.,

Xy

+3yy’ =2x + 6yy’

X2
y’<7+3y—6y> =2x

4 v = 2xy
me Y = 3y2
B: !
mB: —
x% — 3y?
B;y' = —
mey 2xy
, X 3y
y - _5 + Z
Y _ _ X Eeuacién de Bernoulli
Y m5o= 2y cuacion de Bernoulli
, 3y xy™!
Y T T T2
yn =yt
z'=2yy’
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, 3y©  x
YY T ox T2
zy 3z  «x
2y  2x 2
3z
zZ ——=-X
X

7 = e—fP(x)dx[f Q(x)efP(x)dxdx +C]

dx dx
Z=€3j7[f —xe_3f7dx+C]
z=em[[ —xe™ P dx + C]

z=x3[[ —xx3dx + C]

z=x3[f —x7%dx + (]
z=x3[x"1+(C]
y? =x?% + Cx3
Reemplazamos el punto (1,2)
4=1+C
C=3

y? =x?% + 3x3

2. Hallar las trayectorias ortogonales de la ecuacion x? — xy +

yi=c

2x—y+xy' + 2yy'=0
y'(x+2y)=y—2x

_y—2x

Cx+2y

!

y
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x+ 2y

y:

y — 2x
, x+ 2y i
y =- E.D.Homogénea
y — 2x
Yy =ux
y'=ux+u
x + 2ux
u'x+u=-—
ux — 2x

WUx+uw(ux —2x) +x+2ux =0
wux? -2ux*4+ulx—2ux+x+2ux=0

uwxP(u—-2)+xw?+1)=0

x*(u—2) x(n?+1)
u dx =0
x?(u?+1) x?(u?+1)
udu du dx
fu2+1+2f uz+1-|_f7_f0

1
Eln(u2 + 1) + 2arctg(u) + Inx = C

In[(u? + Dx] + 2arctg(u) = C

1
2 /2
Yy Y
In <x—2 + 1> x|+ 2arctg (;) C

In[(y? + x2)Y/2] + 2arctg (%) =C

3. Encontrar las trayectorias ortogonales, que pasan a través del

punto (-2,3) de la familia de curvas y?=kx
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y? = kx
2y y' = kx

2yy
X

!

k =

Sustituimos en la ecuacidn inicial

y? = kx
2y y'x
A; y?=
mA; y :
yr=2yy'

mB; x' = % Variables Separables

dx _y

dy 2
2f dx = [ ydy
Zfdx—fydyzfo

2
y
Ix—2=C
T

Reemplazamos el punto (—2,3)




Nota: Si la familia de curvas planas se da por una ecuacion en

coordenadas polares ¢(r,9,a):0, (A), donde a es un parametro.

W _,
do

[P 4]

Eliminando el pardmetro “a” entre la ecuacion (A) y

encontramos la ecuacién diferencial de la familia:
F(r,0,r)=0 (A

2
. , r o .
Sustituyendo en esta r” por — " obtenemos la ecuacion diferencial de

la familia de las trayectorias ortogonales. F(r,e,—rer =0.
2.5.2 Aplicaciones geométricas
Las aplicaciones geométricas estan relacionadas con la primera
derivada, en la Tabla 1 se muestran algunas propiedades de la derivada
relacionada con las curvas y que sirven para realizar los diversos
ejemplos.
Procedimiento de solucion
1. Leer de manera detenida el enunciado.
2. Realizar un esquema grafico de acuerdo con el enunciado.
3. Identificar las férmulas o ecuaciones que se pueden utilizar para
la solucion de los ejercicios.
4. Establecer una ecuacion que se pueda resolver por ecuaciones
diferenciales.
5. Resolver aplicando cualquier método conocido de ecuaciones

diferenciales.

= 130 =



Tabla 1
Ecuaciones utilizadas para resolver problemas geométricos aplicando

ecuaciones diferenciales ordinarias.

1 Ecuacion de la recta tangente a la
curva en el punto (x,y) Y—-y=yX-x)
2 Ecuacién de la recta normal a la
curva en el punto (x,y) Y—y=x'(X—-x)
3 Segmento de la recta tangente entre
el punto coordenado y el eje de Eje X EjeY
coordenadas dy dx
X = — | v= —
x+y dx y+x dy
4 Segmento de la recta normal entre | Eje X EjeY
el punto coordenado y el eje de _ dx _ dy
coordenadas X_x_y@ Y=y-x
5 Longitud de la tangente entre el Eje X EjeY

P(x,y) y el eje de coordenadas

dx 2 dy
y * 1+(d—y) X * 1+(E)
6 Longitud de la normal entre el
P(x,y) y el eje de coordenadas Eje X EjeY
dy\? (dx)2
-2 1 -
yx |1+ (dx) X + dy
7 Longitud de la sub tangente @
y dy
8 |[Longitud de la sub normal Q
y dx
9 | Longitud de arco ds = /(dx)? + (dy)?
10 | Area (elementos de area) ydx o xdy
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Ejercicios =

1. En cualquier punto de una curvay la recta que une ese punto
con el origen formando un triangulo isosceles con base en el eje de
las x. Hallar la ecuacidn de la curva sabiendo que pasa por el punto
(2,2).

Ecuaciones a utilizar

Ecuacion de la recta tangente a la curva en Y—y=y'(X—x)

el punto (x,y)

Ecuacion de la recta normal a la curva en Y—y=x'(X—-x)

el punto (x,y)

Solucion
Condiciones iniciales: P(2,2)

Gréfico esquema

\ _dy/dx

Figura 9. Esquema grafico de solucion
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Planteamiento
L1-+L2
tagl * tag2 = —1
tagl = ar tag2

dy_ Y
dx X
d dx
YL
y X
Solucion general
d dx
f—y + | —=c
y x
Iny + Inx = Inc
y * X =C
Solucién particular
C.L
x=2
y=2
yXx =c
2x2=c
c=4
yx =4




2. El eje de las X, la tangente y la ordenada en cada punto de la
curva forman un tridngulo de area constante K, Hallar la ecuacion
de la curva obteniendo los valores correspondientes de K y de la

constante de integracion, suponiendo que pasa por los puntos (0,4)
y (1.2)

Ecuaciones a utilizar

Longitud de la sub tangente dx
dy

Condiciones iniciales
Po (0,4); P(1,2)

Figura 10

Esquema gréfico de solucion.

M

N
vdx/dy
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Solucidén

Soluciéon General

Solucion particular
C.l.
Po = (0,4)

P =(12)

AOMN
A=K
Azb*h
2

K =0M x ON

ZKZyE

ZK:yZE

2Kd
f yzyzfdx

d
ZKfy—Z —X+C

2K
=Xx+cC
y
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1=¢C

2(=2

22y
y

0=4—-—xy—y
3. La normal en todo punto de la curva pasa por un punto fijo.

Hallar la ecuacién de la curva.
Ecuaciones a utilizar

Ecuacion de la recta normal a la curva en el
punto (X,y)

Normal
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Figura 11

Esquema gréafico de solucion.

y
-dx/dy
dy/dx
O X
Solucion
_dx _y—k
M=y " x—h
f(y—k)dy=—J(x—h)dx
-k? (x-h)?
> = > +C
(y—l\f)er(x—h)2 _c?
2 2 2
(y —k)?> + (x —h)? = C?
4. Encuentre la forma que debe tener un espejo de rotacion

para que un rayo de luz, que parta de una fuente, se refleje siempre

en forma paralela al eje de rotacion.

= 137 =



Figura 12

Esquema gréafico de solucion.

Pl:x,y) & Ele de Feflex

Ele de Rotocldn,

Solucion:

Si se ubica la fuente de luz en el origen del plano xy , y el eje de
rotacion se lo hace coincidir con el eje Ox . De acuerdo con el grafico,
si el angulo SPT es ¢ , entonces el &ngulo OPA también es @, puesto
que el angulo de incidencia es igual al angulo de reflexién, de donde el

triangulo AOP es isosceles, es decir, AO=0P.

Entonces: tan(6) =y’ = %
AM = A0 + OM
AM = OP + x

PM =y

OP = \/x% + y?
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., - y ..
La ecuacion para esta familia de curvas es: §' = —=——. (Ecuacién
P y X+ x%+y? (

Homogénea de grado uno)

Cambio de variable: z ==y Z—§=Z+yz_;
z+y%=2y+\/zz'y2+y2
dy y
Z+y%—z+ ZZ+1:>y%:m
dy dy
dz dz dy
yd—=\/22+1=> ZZ+1=7
Integrando:
dz dy
f > =f—+ln|C|:>ln|z+\W|:ln|y|+ln|c|
z¢+1 y

In |z ++z% + 1| = In|yC]|
z++z2+1=yC

Regresando a variables x e y, y realizando simplificaciones algebraicas

c
se obtiene: y> =c? +2cx, =Yy’ = ZC(X + 2) Familia de parabolas.

2.6 Aplicaciones fisicas

2.6.1.1 Mecanicas
Las aplicaciones a la mecanica estan relacionadas con la aplicacién de

la segunda ley de Newton la cual dice que: F =m™a, donde “m” es la

[IP2)

masa y “a” la aceleracion, cabe recordar también que:
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dv dx

a a=-—— , donde “v” es la velocidad, “t” el tiempo y “x” el
dt  dt’

espacio y

b) v= Zt donde “t” es el tiempo y “x” el espacio.

Ejercicios

1. Un paracaidista, estd cayendo con una velocidad de 176

pies/seg = 53,65M , cuando se abre su paracaidas. Si la

seg.
. . . Wy 2
resistencia del aire es /256 Ib, donde W es el peso total del

hombre y del paracaidas, hallar su velocidad como una funcion del
tiempo t después de abierto el paracaidas.
Solucién:
Fuerza neta sobre el sistema = peso del sistema - resistencia del aire.
Wwdv_, wv
g dt 256

Simplificando, separando variables e Integrando entre los limites t =0,

v=176y t=t y v=v. Setiene:

dv dt v v—16 v Tt
27=_7:>J. - fJ-d =
v° — 256 8 1762 256 V+l6 176 8o

| v—16 l 5 4t v—-16 5 . 166+5€_4t

. —In==—4t > == >v=16——u0——

“U¥16 V6 v+16 6° v 6 — 5e—4t
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Como conclusion podemos observar que el paracaidista alcanza

rdpidamente una velocidad aproximadamente constante.

2. Una bala que se mueve con una velocidad de 400 m/s,
atraviesa una pared de 20 cm de ancho y sale con una velocidad de
100 m/s. Si la fuerza de resistencia de la pared es proporcional al
cuadrado de la velocidad, determine en que tiempo atraviesa la bala

la pared.

Solucién:
Vo = la velocidad inicial
V¢ = la velocidad final

h =ancho de la pared
Segunda ley de Newton: m%: —kv? (el signo negativo es para

indicar que es fuerza de resistencia)

Separando variables e integrando tenemos:

dv k dv k 1 k
— =——dt> —2=——fdt+C=>——=——t+C
v m v m v m

Con la condicién inicial dev=vp para t=0, encontramos C = -4

Vo

de donde:

1 klt+i...donde....kl _k
v Vo m
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Si T es el tiempo necesario para que atraviese la pared, se tiene:

1 1
_— = le + —
%1 Vo

Six =x (t) es el desplazamiento recorrido hasta el instante t, se tiene:

dx
v = — entonces:
dt

dx Vo
dt kivot +1
Vo
dx = kivgt +1 dt

fd —f Yo ge+c
*Z ) ket + 1 1

1
X = k_ln(klvOt + 1) + Cl
1

Con la condicion de que para t =0, x =0, encontramos C; = 0,y

con x=h para t=T

V1 Vo

- = _(L_1
Reemplazando se obtiene T = (@) ( )

Reemplazando los datos del problema: vo =400,v1 =100y h=0.2, se
obtiene que el tiempo que necesita la bala para cruzar la pared es de: T
=0.00108 (seg).

3. Determinar el camino recorrido “S” por un cuerpo durante
un tiempo “t” si se sabe que su velocidad es directamente
proporcional al camino recorrido. Ademas, se sabe que en 10s el

cuerpo recorre 100my en 15s el cuerpo recorre 200m.
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Condicion 1 t=10s S1=100m
Condiciéon 2 t=15s S$2=200m

vas
v=kS

ds_
dt

ds
[EN
S
InS=kt+C

s = C.ekt

kS

Condicioén 1
In100 = k(10) + C
Condicion 2
In200 = k(15) + C
Igualar ecuaciones
In100 = k(10) + C
[In200 = k(15) + C] (=1)
—1In(100) = k(5)

B —1n100
-5
k=014
C =321

Solucion

S — 014t 321

s = 25014t
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2.6.1.2 Aplicaciones termodinamicas
Las ecuaciones diferenciales pueden ser utilizadas para resolver
ejercicios de termodinamica en lo referente a cambios de temperatura,

donde la relacion a utilizar es la siguiente:

Q = mCp. AT

AT
A—td(T - TO)

Ley de enfriamiento de Newton. Establece, que la rapidez de cambio
de temperatura de un cuerpo en cualquier tiempo t, es proporcional a la
diferencia de las temperaturas del cuerpo y del medio circundante en el

tiempo t.
Consideremos:

T =temperatura del cuerpo en el tiempo t
Tm = temperatura del medio circundante

To = temperatura inicial del cuerpo (t = 0).

Luego la ecuacion que gobierna este fendbmeno es:

ar _ +k (T —Tm), ya sea que aumente o disminuya la temperatura, con

dt
k como factor de proporcionalidad.
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Ejercicios ==

1. Segun la ley de Newton la velocidad de enfriamiento de un
cuerpo en el aire es proporcional es igual a la diferencia entre
la temperatura del cuerpo t y la temperatura del aire t,. Si la
temperatura del aire es 20°C y el cuerpo se enfria en 2° min
desde 100°C hasta 70°C. Calcular el tiempo que se demora en
enfriar el cuerpo hasta 30°C.

Datos

T, = 20°C - Temperatura del aire

T = 100°C t = 0min
T, = 70°C t = 20min
T = 30°C t =?
AT
Ea(T —-To)
AT
AT —K(T —T,)
L k-1
dt
dT
T T, = —Kdt

[am =]«

In(T —T,) = —Kt+C
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t = Omin
In(100 —20) = =K(0) + C
C =4,38
t = 20min
In(70 —20) = —K(20) + 4,38
K = 0,023
In(T — Ty = —0,023t + 4,38
B In(T — Tyy — 4,38

— Solucién general

—0,023
T =30°C t=?
. In(30 — 20) — 4,38
—0,023
t =90,32 min

Una taza de café cuya temperatura es 190 °F se coloca en un
cuarto cuya temperatura es 65 °F. Dos minutos mas tarde la
temperatura del café es 175 °F. ;Después de cuanto tiempo la

temperatura del café sera 150 °F?

Sea T (t) la temperatura (en °F) del café en el instante t > 0 min.
Observamos que
T(0) =190,T, =65y T(2) =175
dT

Frin K(T — 65),con T(0) =190 y ademéas t(2) = 175
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Para determinar la temperatura del café en cualquier instante t > 0

min. Se sabe que:

T(t) =T, + Ce*t = T = 65+ Cekt

Ahora usamos la segunda condicién:

110 22

= — K2 _ 2 - _ 22
T(2) =175=>T(2) =65+ 125eK2 =175 = ¢ = 5r =32

k=1 (22) 0.0639 = K ~ —0.0639
S K== — | = —0. = ~ —0.
2™\25

Entonces:
T(t) = 65 + 12500639

Es la temperatura (en °F) del café en el minuto t >0.
Sea t; el instante en que T'(t;)=150. Tenemos entonces:
T(t) = 65 + 125700639 = 150 = ¢ 00639 — () 68
= —0.0639t; = [n0.68 =

_ In0.68
1™ _-0.0639

Por lo tanto deben transcurrir t1 > 6 min, 2 s para que la temperatura del

café sea de 150 °F

>t ~ 6.0354 min

2.6.2 Aplicaciones quimicas (Descomposicidn de sustancias)

La rapidez de la descomposicion de una sustancia reactiva en un tiempo
particular P es proporcional a la cantidad de sustancia que existe en ese

instante.
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t = tiempo
s = cantidad de sustancia (masa, volumen)

+ — composicion

Ejercicios =

1. Una reaccion quimica se desarrolla con la ley de
descomposicién si la mitad de una sustancia A ha sido
convertida al final de 10 s. Encuentre en que tiempo se

, 9 .
transformara m de la sustancia.

ds
E:_KS
ds
E=—Kfs
Ins=—-Kt+C
S=Ce Kt

Condiciones
1)t =0s S=S,
2)t = 10s S = %
2
t =0s $=85,
InS,=-K()+C
C=1InS§,
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t =10 s==2
S 2

So
So
In=} = =K(10) +InS,

So
In? —InS, = —-K(10)

Inl =-10K
2
K = 0,069
InS =-0,069t+1InS,
Ini = —0,069t
S, '
S = e~ 00895 Ecuacion general
1
S = ESO
1_1050 — ¢006%g_
m % — 0069t
t =33,37s

La conversion de una sustancia B sigue la ley de la
descomposicion. Si solo una cuarta parte de la sustancia ha sido

convertida después de 10s. Encuéntrese cuanto tarda en

convertir 9/10 de la sustancia.
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ds_
dt

ds
—=—kfdt+c
s

—ks

In(s) =—kt+c

-»t=0 s=s5,
In(s) = —kt+c
In(s,) = —k(0) + ¢

¢ = In(s,)

3
-t = 10seg S:ZSO

In(s) = —kt+c

In (%so) = —k(10) + In(s,)

S,
In|{ 42| = —k(10)
SO
—0,2877 = —k(10)
k =0,0288
In(s) =—0,0288¢t + In(s,)

1
10 So
SO

In = —0.0288t

—-2.3026 = —0,0288t
t =79,9514 seg
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2.6.3 Tasas de crecimiento o decrecimiento poblacional
La rapidez de crecimiento del nUmero de bacterias o de la poblacion es

proporcional a la poblacion existente.

P = poblacion

t = tiempo

dap
EaP
dP
P —KP

Ejercicios ==

1. Una ciudad, aumenta con una razén proporcional a la
poblacion presente. Si la poblacion en 6 afios 3 veces la
poblacion inicial, ¢en cuanto tiempo crecera hasta 5 veces la

poblacién inicial?

Datos:

P,=P t=0

P =3P, t = 6anos

P = 5P, t =2
d—P = KP
dt
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[ a
r_

InP=Kt+C
P = CeXt
P,=P t=0
P, = CeX©®
C=P,
P =3P, t=6
3P, = P,ek(®
3 = eXK(®

In3 = In (eX®)

In3 = 6K
In3
"6

K =0,1831

P = P,e%1831t - Ecuacién general
P = 5P, t =,
5P, = p,e01831t
5 — 01831t
In5 = In(e®1831t)
In5 = 10,1831t

. In5
"~ 0,1831
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t = 8,7899 anos

El crecimiento de una ciudad es proporcional al nimero de
habitantes que hay en un instante cualquiera. Si la poblacion
inicial es de 400.000 y al cabo de 3 afios es de 450,000 ¢ Cuanto

tardara en duplicarse? ¢Qué poblacion habréa en 10 afios?

dp dp
Fekr o[ L[k o O =pen

p, = 400000 HABITANTES
t = 3 aflos - p =450.000 habitantes
a)t=? - p = 800000 habitantes

b) =? -t =10afos

Calcular K:

450000 o9

400000 ¢ 8

9
lng = lne¥* - In(1.125) = 3k

In(1.125
. InC : )
p(t) = 400000¢ 003926t
a) 800000 = 400000¢%-03926¢
, @
0,03926
b)t =10 ahos - p=?
p(t) = 40000003926 = 400000 *03926(10)

= 0,03926

In(2) = 0,03926t = 17.655 anos
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p = 40000023926 = 592330 habitantes

Aplicaciones de ecuaciones diferenciales

e Problemas de crecimiento y decrecimiento.
e Problemas de transferencia de calor: enfriamiento.
e Circuitos electronicos:

o CIRCUITOS L-R EN SERIE

o CIRCUITOS R-C EN SERIE

e Problemas de mezclas 3.

2.6.4 Ejercicios varios /-/

1) La poblacion de una pequefia ciudad crece en un instante
cualquiera con una rapidez proporcional a la cantidad de
habitantes en dicho instante. Si su poblacién inicial de 500
habitantes aument6 20% en 10 afios, ¢cuél sera la poblacion
dentro de 30 afios?

Sea X = nlimero de habitantes en un instante dado.

dx_k
P
dx
— = kdt
Inx =kt +c

x =ektet =>x=cef (1)
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Las condiciones iniciales son x(0) = 500 (2)
x(10) = 500 + 500(0.2) = 600 (3)
Sustituyendo la condicion inicial (2) en (1) se tiene
500 =c¢
x = 500ekt  (4)
Para la constante de proporcionalidad sustituir (3) en (4)

600 = 500e10F

600 _ ok

500

600

| = 510k
In 200 e

Donde k=0.01823
x = 500 60'01823t (5)

La cantidad de habitantes se obtiene con (5) reemplazando t =30 afios

x = 500 60'01823(30)

x = 864 habitantes

2) Un termdmetro indica que la temperatura en una habitacién es
de 80 “E. Si el termometro se coloca en el exterior donde la
temperatura es de 10 E, después de medio minuto se nota que
la temperatura es de 50 9F. ;Cual sera la temperatura cuando
£=1 min? ¢{En cuanto tiempo se alcanzaran los 15 9F?

Partiendo de la Ley de Newton:
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dT .
— = k(T = To) Ty = 10°F

L k(T — 10)
dt
dr

T_10=kdt

In|T — 10| = kt + ¢
T =ceX +10 (1)
T(0) =80 (2)
80=c+10 =>c =70
T = 70e* +10 (3)
T(0.5) =50 (4)
Sustituyendo (4) en (3)

50 = 70e©®5* 110

40
2V sk
70 ¢
k=-11192

T = 70e-11192t 4 10 (5)

La temperatura 1 en (5)
T=32.85 °F
15 = 70e~11192t 4+ 10

15 -10 — 11192t
70
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5
_n 7l
—1.1192
t = 2.358 min

t

3) Se aplica un voltaje de 30V a un circuito en serie, en el cual la
inductancia es de 0.1 henrios y la resistencia es 50 62. Encontrar
la intensidad de corriente ¢(£) si (0) =0 y determinar i cuando t

>0 (infinito).

Figura 13
Circuito.

01H

30V

50€Q

Partiendo de la ecuacién que describe el fendmeno:

by
LS 4R = E(O)

dt
di + 500i = 300 1
dt L= ( )
el 500dt — ,500t
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El factor integrante por (1)

eSOOt% + SOOieSOOt — 3006500t => %(iesow) — 3008500t

iS00t = 300fe5°°f dt

j@500t — %iesom +C

Resolviendo para la intensidad de la corriente

i = 0.6+ cie 500 i(0)=0
c=-0.6
Para cualquier tiempo t

i =0.6—0.6e7500¢
cuandot =0
i = 0.6 amperes

4) Un tanque contiene 200 litros de un liquido, en el que se disuelven
30 gramos de sal. Luego, en el tanque se introduce una mezcla de
agua con sal con una concentracion de 1 g de sal por cada litro y
con un flujo de 4 litros por cada minuto. La solucion,
adecuadamente mezclada, se bombea hacia fuera con la misma
rapidez de flujo. Encontrar el numero de gramos A(t) de sal que
hay en un instante cualquiera.
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Datos:
A(t)= cantidad de sal en el tanque

i (rapidez con que entra la sustancia(R,)) — (rapidez con que sale la sustancia(R5))

4L (1g g
1=m(7)=4ﬁ
(4L A g\ A

Rz—(m)(mz)—%

dA A

& - tTE0

dA A

actso=1

1 1
u(t) = el50% = e50t

st
1.,dA e504 1,

dt 50

1 1
e50'A = 4 f e50’ dt
Lt L
e50°A = 200e50" + ¢
Ly
A =200 + ce500
A(0) =30
c=-170

1
A(t) = 200 — 170e 500"

5) Una solucion de salmuera de sal fluye a razén constante de 6
L/min. Hacia el interior de un depdsito que inicialmente
contiene 50L de solucion de salmuera en la cual se disolvieron
5hg de sal. La solucion contenida en el deposito se mantiene
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bien agitada y fluye hacia el exterior con la misma rapidez. Si
la concentracion de sal en la salmuera que entra en el depdsito
es de 0.5kg/L, determinar la cantidad de sal presente en el
depdsito al cabo de t minutos. ¢(Cuédndo alcanzara la
concentracion de sal en el depdsito el valor de 0,3kg/L?

Figura 14
Gréfico representativo.

6L/min

50L
0.5kg/L x(0) = 5kg 6L/min

Solucion:

x(t) = Kg.de sal dentro del deposito en el instante t

dx X
—=+x*x05—-6—

dt 50
x(0) =5
dx 75-—3x
dt 25
dx dt
75—-3x 25

1l|75 3|—t+
zIn x| =5ctc
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3t
In|75 — 3x| = —£+ C

75 — 3x = Ce~ /25

x(t) = 25 + Ce~>/zs
x(0)=5=>5=25+C=>C=-20

x(t) = 25 — 20e~" /25
Asi la concentracion es igual a

x(®) 1 2
= —= = — = 25
(O =%5=37"3¢
0.3 = 0.5 — 0.4e~ /a5

0.2 =—0.4e s

05 = e_3t/25
. 25In2
3
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Ejercicios propuestoy:/

1. Lacorriente sanguinea lleva un medicamento hacia el interior de
un 6rgano a razén de 3cm3/seg y sale de el a la misma
velocidad. El 6rgano tiene un volumen liquido de 125¢m3. Si la
concentracion del medicamento en la sangre que entra en el
6rgano es de 0.2 gr/cm® ¢(Cudl es la concentracion del
medicamento en el érgano en el instante t si inicialmente no
habia vestigio alguno del medicamento? ;Cuando la
concentracion del medicamento en el 6rgano sera de 0,1gr/cm3?

2. Inicialmente habia 100 miligramos de una sustancia radioactiva.
después de 6 horas su masa disminuy6 a un 3%. Si un instante
cualquiera la rapidez de desintegracion es proporcional a la
cantidad de sustancia presente, determinar la cantidad que queda
después de 24 horas.

3. Siendo la temperatura del aire de 20 °C se enfria una sustancia
desde 100 °C hasta 60°C en 10 minutos. Halla la temperatura
después de 40 minutos.

4. Cuando un objeto absorbe calor del medio que lo rodea sigue la
ley de Newton. Una pequefia barra de metal cuya temperatura
inicial es de 20 °C se deja caer en un recipiente con agua
hirviendo. Calcular el tiempo que dicha barra tardara en alcanzar
los 90 °C si se sabe que su temperatura aumentd 2 °C en un
segundo ¢cuanto tardara la barra en alcanzar los 98 °C?

5. A un circuito en serie en el que la resistencia es 200 Q y la
capacitancia es de 1 x 107 F se le aplica un voltaje de 100 V.
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Calcular la carga q(1) en el capacitor si q(0) =0 y obtener la
corriente.

Una alberca cuyo volumen es de 10.000L contiene agua con el
0.1% de cloro. Empezando en t=0 desde la ciudad se bombea
agua que 0.001% de cloro, hacia el interior de la alberca a razon
de 5L/min, y el agua de la alberca fluye hacia el exterior a la
misma velocidad ¢ Cuél es el porcentaje de cloro en la alberca al
cabo de una hora? ¢Cuando tendra el agua de la alberca 0.002%
de cloro?
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CAPITULD 3

Ecuaciones diferenciales de
orden superior




Capitulo

ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN 3
SUPERIOR

3.1. Definicion
Las ecuaciones diferenciales de orden superior son aquellas cuyo orden
es superior a 1.

Estas ecuaciones son de la forma:

FXy, Y, ¥V, V" e )

3.2.  Independencia lineal de las funciones
Consideremos un sistema finito de n funciones: f1 (x), f 2 (x),..., fn(x)
definidas en algun intervalo (a,b), diremos que estas funciones son

linealmente independientes si existen o,, &, ...... o, escalares tal que:
o fl (x), a,f2(x),.., a,fn(x) =0entoncesa o, =, ...... =a,=
Sialgunodelos o, a5 ...... a , es diferente de cero, entonces diremos

que f1 (x), f 2 (x),..., fn(x) son funciones linealmente dependientes.

Procedimiento
- Dada la funciéon y = f(x) se deriva tantas veces como sea
necesario hasta obtener un solo término en la funcion.

- Al derivar cada término va acompafiado de un a,, constante




- Siay=a,=a, =
0 significa que los términos son independientes
- Si a; # a, = a, =0 esto quiere decir que no exista

independencia lineal.

Ejercicios /s

Determinar si en las siguientes funciones existe o no independencia
lineal.

1. 3x,2x2,5x

3x, 2x2,5x

3xa; + 2x%a, + 5xa; =0

1¢"%derivada___3a,; + 4xa, + 5a3 =0

2%derivada__ 0+ 4a,+0=0

{az =0
a, = —50_’3

} no_existe_independencia_lineal

2. 2e%, ze?, z%e?

2e%,ze?, z%e?

2eZa, + ze?a, + 5z%e%a; = 0

1¢"%erivada__(2e%a, + (e? + ze?)a, + (10zet + t?et) = 0)/e?
a; + (1 + 2)a, + (10z + z%)a; =0

2%derivada__ 0+ a, + 10az + 2za; = 0

3"%derivada__ 0+ 0+ 0+ 2a3 =0
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CZ3 = 0
{az = 0} Existe_independencia_lineal
al = 0

3. x, x2,4x — 3x2
x,x?, 4x — 3x?
xa; + x%a, + (4xaz — 3x%a3) =0
1¢"%derivada___aq + 2xa, + (4az — 6xa3) =0
2%derivada___ 0+ 2a, + (0 — 6a3) =0
2a, — 603 =0
1

a3 = Eaz

a, = 2xa, + (2a, — 3xay)
a, = —xa, + 2a,

no_existe_idependencia_lineal

4, e %, e%

e~y e5

e a, +eVa,

1¢"%derivada__(—5e >V a; + 5e>a, = 0)/5e5Y

{0+a2=0

_ } Existe_independencia_lineal
a, =0

0a; +xa, +e*az; =0

1¢"%derivada_0+ a, + e*a; =0
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2%derivada_0+ 0+ e*az; =0

az; =0
{al = 0} existe_idependencia_lineal

a, =0

3.2.1. Método del Wronskiano

Este método es empleado comprobar si existe o no independencia lineal.

Procedimiento

1. Se forma una matriz cuadréatica con las derivadas respectivas.

2. Se deriva las veces necesarias para que la matriz se haga cuadratica.

3. Se calcula su determinante, en el cual: si el determinante es igual a

0, significa que no existe independencia lineal; si el determinante es

diferente de 0, quiere decir que si existe independencia lineal.

Ejercicios /="

Determinar si en las siguientes funciones existe 0o no independencia

lineal.

1. 5, 3x
5,3x

= 500y + 3x00,
(6 %)
=15-0=15

Existe Independencia lineal
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2. 2X+1 , X

2x+1,x
= (2x 4+ 1)o0q + x0,

P

=2x+1-2x=1
Existe Independencia lineal
3. Cos 2x, -3

cos2x,—3
= c0S 2 x0; — 30,

(Geenze o)

= 0+ 6sen2x = 6sen2x
Existe Independencia lineal

4, e 3*sen2x, e 3*cos2x

3

= e 3*sen2x0, + e 3* cos 2 xo,

( e ¥sen2x e 3¥cos2x )
—3e 3*sen2x +2e3*cos2x —3e3*cos2x—2e 3*sen2x

—-3x

= e 3*sen2x(—3e 3*sen2x + 2e3* cos 2 x)

—e 3% cos2x(—3e ¥ cos 2 x + 2e"3*sen2x)

6X cos? 2 x

= —3e %sen?2x + 2e~% cos 2 xsen2x + 3e”
— 2e % sen2x cos 2 x
= 3e % cos?2x — 3e"%*sen?2x = 3e~%*(cos? 2 x — sen?2x)

Existe independencia lineal
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5  x, 2x, x?

1 2 2x|1 2
0o 0o 210 O

[x 2x le X 2x
4x+0+0-0—-0—-4x=0
No existe independencia lineal

3.3. Comprobacion de soluciones

Procedimiento

1. Se deriva la solucién tantas veces como indique el orden superior
de la ecuacion diferencial.

2. Sereemplaza las derivadas de la solucién en la ecuacion diferencial
original.

3. Si se obtiene una igualdad o cero, eso quiere decir que es correcta
la solucidn de la ecuacion, de caso contrario no lo es.

4. Tener en cuenta que dicha comprobacion s6lo es vélida para

soluciones generales.
Ejercicios
1. y = (arcsinx)? + C;(arcsin x) + C,(1 — x?)y” — x(y') = 2

y' = 2(arcsinx)(1 — x?)7Y2 + C;(1 — x?)~Y/?
1 1 1 3
y" =21 -x*72(1 —x?)72 + 2(arcsinx) <_§) (=2x)(1 —x*)"2

+C; (— %) 1- xz)_%(—Zx)
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3 3
y" =21 —x*)"1+ 2x(arcsinx)(1 —x?)"2+ C; x(1 —x?)"2

Comprobacion:

(1-x?)y" —x@") =2

(1 —x?)[2(1 — x?)! + 2x(arcsinx) (1 — xz)_% +C; x(1 — xz)_%]
—x[2(arcsinx)(1 —x?)"Y2 + C;(1 —x?)"/2 ] =2

1 1
(2 + 2x(arcsinx)(1 —x2)"2 + C; x(1 — XZ)_E) — 2x(arcsinx)(1 — x2)72

1
-G x(1-x3)"2)=2

2=2

1
2. y=0Cx 2+ Cx 1 + %XZ - %xezy" +5xy' +y=x*-x

1, 2 1
==he ) ot s

5

y" = Z(Clx_i) +2C,x73 + 12—5

Comprobacion

2x%y" +5xy' +y =x% —x
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2x? E (Cix72) +2Cx73 + 1—5]
1, s )
+ 5x [_E(Clx E) — Cpx~2 —X — —] [Cix2
4. 1 1 )
+ C,x +1—5X —gx]—x —X

E (Clx_%) +4Cx~ 1 + —X ]

+ —;(Clx %)—SCZX_1+ =X ——x]

1
+ [Clx_% + Cpx71 +EX2 ——x] =x%—x

3. y = C,e?* + Cxe?* + x?e?* +x—2y" —4y' +4y =
2eX +4x — 12

y' = 2Ce%* + C,e2X + 2C,xe?™ + 2xe?* + 2x%e®* + 1

y" = 4C e?* + 2C,e2X 4 2C,eX + 4C,xe?* + 2e2X + 4xe?® + 4xe?*
+ 4x%e?x

y" = 4C e%* + 4C,e?X + 4C,xe?* + 2e%X + 8xe?® + 4x%e?X
Comprobacion

y" —4y' + 4y = 2e%* +4x — 12
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(4C e%* + 4C,e2X + 4C,xe?* + 2e2X 4 8xe?® + 4x%e?X)
— 4(2Ce%* + Cye%* + 2C,xe?X + 2xe?* + 2x%e®X + 1)
+ 4(Cie®*¥ + Coxe® + x%e®X + x — 2) = 2e?* + 4x — 12

(4Ce%* 4+ 4C e + 4C,xe?* + 2e2X + 8xe?® + 4x%e?X)
+ (—8C e — 4C,e?* — 8C,xe?* — 8xe?* — 8x%e?X — 4)
+ (4Ce** + 4C,xe?* + 4x%e?* + 4x — 8)
=2e%* +4x — 12
2e%% +4x — 12 = 2e* + 4x — 12

4. y = Cicosx + C, sinx + xsinx + (cosx) In (cosx) y" +

y = secx

! —

y' = —C;sinx + C; cosx + sin X + X cos X

(sinx) In (cos X) + —— (— sinx)
— (SInX) In (CosS X —(—SINnX
COS X

y' = —C;sinx + C, cosx + xcosx — (sinx) In (cosx)
y" = —C,cos x — C, sinx + cos x — x sinx — (cos x) In (cos x)
(sinx)?2
COS X

Comprobacion:
y'+y=secx

. . (sinx)?
—Cqcos x — Cysinx + cosx — xsinx — (cosx) In (cos x) + o5k
+ [Cicosx + C, sinx + xsinx + (cosx) In (cosx)]

= Secx
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(sinx)?

cosx + =secx
coS X
(cosx)? + (sinx)?
= secx
CoS X
1 1

COSX COS X

5. y = Cie%* + Ce%* + 6eXy” — 7y’ + 10y = 24e*
y' = 2C;e** + 5C,e°* + 6e*
y" = 4C e?* + 25C,e>* + 6e*
Comprobacion
y" =7y’ + 10y = 24e*

(4C,e%* + 25C,e%* + 6e*) — 7(2C,e%* + 5C,e>* + 6e¥)
+ 10(C e + C e + 6eX) = 24x

(4C,e%* + 25C,e5% + 6e*) + (—14C,e?* — 35C,e>* — 42¢e%)
+ (10C;e%* + 10C,e5* + 60eX) = 24x

24x = 24x
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3.4. Casos de analisis en ecuaciones diferenciales de orden
superior

En las ecuaciones diferenciales de orden superior consideraremos tres

Casos:
CASO 1
Las ecuaciones diferenciales de la forma: f(x) = Z%

Se debe derivar la ecuacién tantas veces como sea necesario hasta

encontrar el valor de la variable y.

dn—l
T = | f e

dn 2
e [+
Ejemplo /="
d3
d_x}; = xe*
dZ
d_x)zl = fxex dx + C
dZ
d_x:)zl = xe”* +C

d—yzf(xex+C)dx
dx
—=xe*—e*—e*+Cx+(;

= J(xex —2e*+Cx+ C)dx+C,
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2
X
y=xex—ex—2Cx+T+Clx+C2

CASO 2
Las ecuaciones diferenciales que tienen ausencia de (x) y se resuelven

de la siguiente forma:

2
Yy _
dxz —9(3’)
dy d'y
Donde
dy_ ,
dx_y
4y _
YD =g)

Resolvemos como variables separables

fy’dy’ = fg(y)dy+ C

12

y
- gy)dy +C

y' =j2fg(y)dy+6

Resolvemos como homogénea, lineal, etc.
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Ejemplo /="

y’ — /_a2y2 + C2
d
[ [asq
_a2y2 +CZ

1 d
L

—arcsen?=x+C1

C
yzasen(ax+aC1)

CASO 3

Las ecuaciones diferenciales de la siguiente forma:

F(x,y*, y**, . ...y™) =0

= 177 =




Se caracteriza porque la ecuacion carece de y, y se puede rebajar el orden
de la ecuacion haciendo un cambio de variable, la derivada de orden

inferior por una nueva variable.

Obteniéndose la ecuacion:

F(x,z,z,z ......... zZ") =0
Cuando la ecuacion diferencial es homogénea para la funcion y sus
derivadas, la sustitucion y’ = yz , reduce el orden de una ecuacién

diferencial una unidad.

Ejemplo /="

xy'+y' =0

xz'+z=0
z

zZ+-==0
x

dz =z

dx x

dz dx
f—+ & _0

VA X

Inz + Ilnx = InC




dy (€

dx x
fd _[(C dx
Y=17x
y=C Inx +C;
3.4.1. Ejercicios varios
2
1, $x g2 ; CASO 1

de?
%Ejtzduc
dt

dx_t3

dt 3
t3
jdx: _[§+c dt +cl

4

t
X=—+cCt
12
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Yy T T 2m
: 1[dy
Jrar==3] 55+
ng 1
() _ 1,
2 4y2
= [ 242
N1+ 4yZc
V2y
dy +/1+4y?c
dx [2y
V2yd
fdx+cl—f yey
J1+4y?c
u=1+4y
u—80ydy

3. xy"+y' =0 ; CASO 3
y' =z

y'=1z

xz'+z=0

= 180




1
(xz'+z=0)—
X

z
zZ+—-=0

z
z'=——

x
dZ_ z
dx  «x

dx dz
- | —+4c=|—

X V4
Inz=—-Inx+c

Inz+Inx=c

y=clnx+cl

3
4. %”‘59"" ;¥7(00=0, y(0)=0 ;CASO1

dz
d_xZ = j(xsenx) dx +c
u=x

du = dx
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dv = sinx

V=—C0SX

J.(xsenx) dx = —cosx+fcosxdx = —XxCc0osXx +sinx
dy .
v (—xcosx+sinx+c)dx+cl

f—xcosxdx =

u=x
du = dx
dv = cos x

vV=sinx

f—xcosxdx=xsinx—jsinxdx=xsinx+cosx

dy .
—=—xsmx—cosx—cosx+cx+cl
dx

y'(0)=0

0=0—-1—-1+0+c1

cl=2

dy .
az—xsmx—cosx—cosx+cx+2

fdy = f(—xsinx—cosx—cosx+cx+2)dx+62

‘ , cx?
y=xcosx—smx—2$lnx+7+2x
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y(0) =0
0=0-0-0+0+0+c2
c2=0
y=xcosx—3$inx+czi2+zx

5. y'=e?” ;y(0)=0, y'(0)=1, ; CASO2
fy’dy = f(ezy) dy + ¢
(y)?

1
2 2
y'(0)=1
(1?1,
— 52y
2 26 +c

e® +c¢

c =1(1 —32y)
2

"2
(}’) eZy+l_leZy
2

2 2

(v)?

N = N =




y(0)=0

0=0+—c1
cl=0
y=Xx

6. xy' =1+ @®)%;y(0)=1Ly=1,x=¢e* ;CASO3

dz dx
=|—+c
V1 + z2 X

ln(z+ 1+zz) =Inx+Inc

Z++1+2z2=xc

y +J1+ )% =xc

y'(0)=1

0+v1i+0=c

c=1

y +4J1+ )2 =x
Ji+ ()2 =x+y

1+ () =(x-y)?

= 184 =



1+ @) =x*—-2xy' + (¥)?
1=x?-2xy

1—x2=-2xy
, 1—x2
y=- 2x
. x2—-1
y = 2x
.1 1
Y =35 "%
dy 1 1
Ex 2x
1
fdy J dx—f(ﬂ)dx+c1
1
yzx—ilnx+c1
=1
=e2
e* 1
1=Z—§lne +cl
e4-
c1=2—z
x? 1 e*
yzx—zlnx+2—x
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7. xyy' —x(y)2—yy =0 ; CASO COMBINADO
y =yz
y' =y@@*+2z)
xy?(z2+z) —xy?z? —y?z=10
xy?z? + xy?z —xy?z? —y?z =0

xy?z' —y%?z=0

, 1
(xy*z —y?*z = O)F

xz —z=0

Xz =2z
dz

x—:
dx

dz dx
v[__ _=0
z x

Inz—Inx=1Inc

zZ

dy
ydx

fci/—yzf(xc)dx+62

XC
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8. x%yy" = (y—xy)? ; CASO COMBINADO

y =yz
y' =y@z*+2z)
2y (2* +2) = (y — xyz)®
x2y?z2 + x%y?z = y? — 2xy%z + x%y?z?
x%y?z = y% — 2xy?z
1

x2y2

(x2y?z = y? — 2xy?z)

_ 1 2z
2% %
. 2z 1
Z +—=—2
X  x
y =yz
y' =y(*+2)

x*y*(z* 4+ 2) = (y — xyz)*
x2y2z% + x%?y?%z = y? — 2xy%z + x?y?7?
x%y?z = y? — 2xy?*z
1
xZy?

(x2y?%z = y? — 2xy?2)
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x2 x
., 2z 1
Z +_:—2
X X

FORMULA — DIRECTA

Z = e_fp(x)dx I:f q(x) . efp(x)dxdx +c

_2
P(x)—;
1
CI(X)=x—2
2 1 2
z=e Iz U—-effdxdx+ c]

z=x"2 f—zxzdx+c]
) x
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d
f;y = f(x‘1 +cx7 ) dx +cl

c
lny=lnx+;+c1

y = xke®/x
3.5. Ecuaciones diferenciales lineales de orden n

Este tipo de ecuaciones tienen la siguiente forma:
ag()y + a1 (X)y" + az(x)y" ... an()y" = f(x)
Si:
f(x) = 0es homogénea
f(x) # 0 es Heterogénea

a, (x) son independiente de y

Su solucién tiene la forma:

y = C1y1 + Czyz + C3y3 vee e +C1’lyn
3.5.1. Ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de coeficientes
constantes

dny dn—ly dn—zy

dy
anﬁ+an_1W+an_zm........a1g+aoy =0

ai,az, as .. ... a, son constantes




Procedimiento
- Convertir la ecuacion en un polinomio y™ = p"
- Resolver el polinomio o ecuacion.

- Andlisis de raices.

Tabla 2

Forma de las soluciones generales Yg.

Soluciones Generales yq

Primer raicesreales r1 #71r2 #1713 Yg =cie™ + ce* + -
caso y diferentes + ¢ e™*

Segundo  raicesreales rl1=r2 =13 Yg=ce™+c,xe™ + -

caso e iguales + cp x"le™
Tercer raices rl =al +ipl Yg
caso imaginarias 2 = al —if1 = c,e*¥.cos Byx

+ c e . sen By x

Ejemplos /="

Primer caso
y'—-y=0
p?—1=0
pl=1 ,; p2=-1

Yg =ce*+ce™
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Segundo caso
y' =4y +4y=0
p>—4p+4=0
(r—2)?=0
pl=p2=>2
Yg =ce? +c, x e?*
Tercer caso
y' +y=0
p>+1=0
pl=i ; p2=-i
Yg = c,e®*.cosx + c,e®*.senx

Yg =c¢, cosx +c, senx

Ejercicios /=

1. y'+y'+y=0
(@) Resolvemos como g(x) = 0 Reemplazando y™ = P"
y' +y +y=0
p>P+p+1=0
(b) Encontramos los valores de p de la ecuacién.
Formula general

“1/T-@D@ _ -1+3

2(1) 2

Donde los valores de p son:

—1+3i -1-3i
P1=—; P2 =—;




(c) Expresamos la solucion final Yg segun sea el resultado de p

( raices reales diferentes, raices reales iguales, raices

complejas) en este caso raices complejas

1 V3 1 V3
Y, = Cie 2" cos X+ C Ze_ixsenTx

2. Yy —y=0
(@) Resolvemos como g(x) = 0 Reemplazando y™ = P"
yW-y=0
pt—-1=0

(b) Encontramos los valores de p de la ecuacion.
@*-DEP*+1) =0
P-DE+DE*+1)=0

P1=—1p,=1p3=ipy=—i

(c) Expresamos la solucién final Y, segun sea el resultado de p

(raices reales diferentes, raices reales iguales, raices

complejas) en este caso raices complejas y raices reales

diferentes.
Y, = Cie* + Cie ™ + € 5% cos(x) + C, cos(x)
Yy = Cie* + Cie™ + C 3cos(x) + Cysen(x)
3. 16%+24%+9y= 0

(@) Resolvemos como g(x) = 0 Reemplazando y™ = P™"
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d*y d?y
16w+24d—xz+9}/ =0

16p* + 24p> +9 =0
(b) Encontramos los valores de p de la ecuacion.
16p* + 24p2+9=0

(4p%2 +3)(4p? +3) =0
V3i V3i
pP1 =03 = P2 =Ps ==~
(c) Expresamos la solucion final Y, segun sea el resultado de p (raices

reales diferentes, raices reales iguales, raices complejas) en este caso
raices complejas

(d)

V3x V3x V3x \3x
Y, = C;e©@% cos <T> + C,e*sen <T> + C3e%x cos <T) + C,e®*xsen <T)

V3x V3x V3x V3x
Y, = C;cos (T) + Cysen (T) + C3x cos (T) + Cyxsen (T)

4. yV -3y +3y"-3y"+2y'=0
(@) Resolvemos como g(x) = 0 Reemplazando y™ = P"
p’ —=3y" +3y"=3y"+2y' =0
p°>—3p*+3p®—3p%2+2p=0

(b) Encontramos los valores de p de la ecuacion.

p®—3p* +3p°-3p*+2p=0
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1 -2 1 -2 - 1
1 -2 1 -2 0
2 0 2 2

P+0)@-1D/p-2)@P*+1)
p1=0 p,=1 p3 = 2 Py =1 ps = —1

Y, =C, +C,e* +C,e”™ +C, cos x+ Cgsenx

3.5.2. Ecuaciones diferenciales lineales heterogéneas de coeficientes
constantes
apy™ + an_y" o ay +agy = Q(x)
Solucion
Y=Yg+Yp
Yp= Una solucion de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas

Yg= Solucion que depende de la forma Q(x)

Para encontrar la forma de la solucién Yp se pueden guiar en la
Tabla 3:
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Tabla 3

Forma de las soluciones particulares Yp.

Q(x)

P (x)

e™ Py (x)

P, (x)cosBx
+ Q,,(x)senBx

e [Pn(x)cosBx
+ Q. (x)senfx]

Raices de la
ecuacion
caracteristica

a) Si r=0 no es raiz
de la ecuacion
caracteristica.

b) Si r=0 es raiz de
la ecuacion
caracteristica.

a) Sir=a no es raiz
de la ecuacion
caracteristica.

b) Si r=a es raiz de
la ecuacion
caracteristica.

a) Si r=+fi no es
raiz de la ecuacion
caracteristica.

b) Si r=+Pi es raiz
de la ecuacion
caracteristica.

a) Si r= a+xPino es
raiz de la ecuacion
caracteristica.

b) Sir= o£Pi es
raiz de la ecuacion
caracteristica.

Forma de y,

b (x)

x° By (%)

e“ Py (x)

x5e* B, (x)

B, (x)cosBx
+ Q,(x)senfx

x5 B, (x)cosBx
+ Q,,(x)senfx]

e*[P,(x)cosBx

+ Q,(x)senfx]

e x5 [B,(x)cosfx

+ Q,,(x)senfx]
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Ejemplo ="

y'+3y' =3
Resolver como E.D.L Homogénea

p?+3p=0

p(p+3)=0

pl=0 ; p2=-3
Yg=C, + Cre™3*
Resolver como E.D.L. Heterogénea
y'+3y' =3

Q(x) =3

Yp=x.A
Derivamos:

Y'p=A

Y'p=0

Reemplazamos en la ecuacion original
y"+3y'=3
0+34=3
A=1
Yp=x(1)
Yp=x
Solucion final
Y=Yg+Yp
Y=C +Ce 3 +x
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Ejercicios /="

1.y" —6y"+11y' — 6y = 3x
(@) Resolvemos como g(x) = 0 (E.D.L. Homogénea). Reemplazando
y‘l’l — Pn.

y" —6y" +11y' —6y =0

P3—6P2+11P—6=10

1 -6 11 -6 1
1 1 -5 6

1 -5 6 0 2
1 2 -6

1 -3 0

P,=1;P,=2; P, =3

(b) Determinamos la solucion general de la E.D.L.

yg = Cre* + Ce** + (e

(c) Hallamos la forma y,, segun g(x), derivamos de acuerdo al orden de

la ecuacién diferencial original.

g(x) =3x
Yp =Ax+ B
Yp=4
YVp=y"p=0

(d) Sustituimos dichas derivadas en la ecuacion diferencial original y

hallamos el valor de las constantes.
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y" —6y" +11y' — 6y = 3x
0—-6(0)+11A — 6Ax — 6B = 3x

11A — 6B — 6Ax = 3x

x: —6A=3 A=—-1/2
x% 11A—-6B =0 B =-11/12

(e) Determinamos la solucion particular de la E.D.L.

_x11
T T2

(f) Finalmente sumamos las soluciones parciales.

Y=Yg+ ¥

y = Cie* + C,e** + (3e3* — .
2 12

2.y" =3y +4y = —16x* + 24x — 8 + 2e** + 2xe* — &*

(a) Resolvemos como g(x) = 0 (E.D.L. Homogénea). Reemplazando
yn = pn

y' =3y ' +4y =0

P2—3P+4=0

p_ hEVBT—dac  —(=3)+/(=3)"— 4%
B 2a B 2

3+vV-=7




P=-+—i

TR
NG

(b) Determinamos la solucion general de la E.D.L.
3 \7 3 V7
¥y = Cye2" cos <7x> + C,e2"sen <7x>

(c) Hallamos la forma y, segin g(x) y derivamos de acuerdo al orden
de la ecuacion diferencial original.
g(x) = —16x?% + 24x — 8 + 2e?* + 2xe* — e*
yp = Ax* + Bx + C + De®* + Exe* 4+ Fe*
y'p = 2Ax 4+ B 4+ 2De** + Ee* 4+ Exe* + Fe*
y"', = 2A + 4De** 4+ 2Ee* + Exe* + Fe*
(d) Sustituimos dichas derivadas en la ecuacion diferencial original y
hallamos el valor de las constantes.
y" =3y + 4y = —16x% + 24x — 8 + 2e** + 2xe* — e*
2A + 4De®* + 2Ee* + Exe® + Fe* — 6Ax — 3B — 6De?* — 3Ee*
— 3Exe® — 3Fe* + 4Ax? + 4Bx + 4C + 4De?*
+ 4Exe”* + 4Fe”*
= —16x% + 24x — 8 + 2e%* + 2xe* — e*

2A 4+ 2De?** — Ee* + 2Exe* 4+ 2Fe* — 6Ax — 3B + 4Ax? + 4Bx
+ 4C + 4Fe*
= —16x?% + 24x — 8 + 2e%* + 2xe* — e*
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X: —6A+4B =24
x% 2A-3B+4C =-8
e?*; 2D =2

xe*: 2E =2

eX: —E+2F =-1

m O O W
Il
© R Rh o ©

(e) Determinamos la solucion particular de la E.D.L.
yp = —4x? 4+ e** + xe*
(f) Finalmente sumamos las soluciones parciales:

Y=Yg+ ¥
3 \/7 3 \/7
y = Cie2" cos <7x> + C,e2"sen <7x> —4x% 4 e + xe*

3 Ziy’z‘— 75+ 10x = 24¢”
(@) Resolvemos como g(y) = 0 (E.D.L. Homogénea). Reemplazando
x™ = p",
x"—=7x"+10x =0
P2—7P+10=0
(P-5)P-2)=0
P,=5P,=2
(b) Determinamos la solucion general de la E.D.L.
x; = Cie% + Ce?
(c) Hallamos la forma x,, segun g(y) y derivamos de acuerdo al orden
de la ecuacion diferencial original.
9(y) = 24e”
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x, = Ae”
x'y =x", = Ae”
(d) Sustituimos dichas derivadas en la ecuacion diferencial original y
hallamos el valor de las constantes.
x'""—7x"+ 10x = 24e”Y
AeY —7AeY + 104eY = 24eY
A—7A+ 104 =24
4A = 24 A=6
(e) Determinamos la solucién particular de la E.D.L.
x, = 6e”
(f) Finalmente sumamos las soluciones parciales.
X = xg + xp

x = Cie% + C,e?’ + 6e”

d?z

“dw?

4 4% L 47 = 202 4 4w — 12
dw

(a) Resolvemos como g(w) = 0 (E.D.L. Homogénea). Reemplazando
z" = Pp",

Pz _ L% | 4y
dw? dw Z=

P?—4P+4=0
(P-2)2=0
P1'2:2

(b) Determinamos la solucion general de la E.D.L.
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Zg = Clezw + C2W€2W

(c) Hallamos la forma z,, segun g(w) y derivamos de acuerdo al orden
de la ecuacion diferencial original.
gw) = 2e?” + 4w — 12

z, = Aw?e?" + Bw + C

= 2Awe?¥ + 2Aw?e?” + B

z'", = 24e*" + 4Awe?” + 4Awe?Y + 4Aw?e?”
(d) Sustituimos dichas derivadas en la ecuacién diferencial original.
i—4£+42— 2e2W + 4w — 12
dw? dw
24e?V + 4Awe?” + 4Awe?” + 4Aw?e?W — 8Awe?W — 8Aw?2e?V

— 4B + 4Aw?e?V + 4Bw + 4C = 2e?¥ + 4w — 12

2Ae®*Y — 4B + ABw + 4C = 2e?W + 4w — 12

e2w: 24 =2 A=1
w: 4B =4 B=1
wl: —4B+4C =—-12 C=-2

(e) Determinamos la solucién particular de la E.D.L.

z, =w?e®™ +w -2

(f) Finalmente sumamos las soluciones parciales.
Z=2Zgt 2y

z=Ce?" + Cowe?™ + w?e?V +w —2
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d%z
S-——=+z= 3sen(2w) + wcos(w)

(@) Resolvemos como g(w) = 0 (E.D.L. Homogénea). Reemplazando
z" = p™,

d?z

dw?

P2+1=0

P =+i

+z=0

(b) Determinamos la solucién general de la E.D.L.

z4 = C; cos(w) + Cysen(w)

(c) Hallamos la forma z,, segun g(w) y derivamos de acuerdo al orden
de la ecuacion diferencial original.
gw) = 3sen(2w) + wcos(w)
z, = Asen(2w) + Bcos(2w) + w(Cw + D)sen(w) +
w(Ew + F)cos(w)
z',, = 2Acos(2w) — 2Bsen(2w) + (2Cw + D)sen(w)
+ (Cw? + D) cos(w) + (2Ew + F) cos(w)
— (Ew? + F) sen(w)
z'', = —4Asen(2w) — 4Bcos(2w) + 2Csen(w)
+ (2Cw + D)cos(w) + 2Cw cos(w)
— (Cw? + D)sen(w)
+ 2E cos(w) — (2Ew + F) sen(w)
— (Ew? + F) cos(w) — 2Ewsen(w)
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(d) Sustituimos dichas derivadas en la ecuacion diferencial original y
hallamos el valor de las constantes.
d?z
v + z = 3sen(2w) + wcos(w)
—4Asen(2w) — 4Bcos(2w) + 2Csen(w) + (2Cw + D)cos(w) + 2Cw cos(w)
— (Cw? + D)sen(w) + 2E cos(w) — (2Ew + F) sen(w)
— (Ew? + F) cos(w) — 2Ewsen(w) + Asen(2w) + Bcos(2w)
+ w(Cw + D)sen(w) + w(Ew + F) cos(w)
= 3sen(2w) + wcos(w)
—4Asen(2w) — 4Bcos(2w) + 2Csen(w) + (2Cw + D)cos(w) + 2Cw cos(w)
— (Cw? + D)sen(w) + 2E cos(w) — (2Ew + F) sen(w)
— (Ew? + F) cos(w) — 2Ewsen(w) + Asen(2w) + Bcos(2w)
+ w(Cw + D)sen(w) + w(Ew + F) cos(w)
= 3sen(2w) + wcos(w)
—3Asen(2w) — 3Bcos(2w) + 4Cw cos(w) + 2D cos(w) + 2Csen(w) +
+ 2E cos(w) —4Ewsen(w) — 2Fsen(w)

= 3sen(2w) + wcos(w)

sen(2w): —34=3 =-1
cos(2w): —-3B=0 B =
wcos(w): 4C =1 C=1/4
cos(w): 2D+ 2E =0 D=
sen(w): 2C—2F =0 F=1/4
wsen(w): —4E =0 E =
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(e) Determinamos la solucion particular de la E.D.L.

Zp

1
sen(2w) + szsen(w) + chos(w)

(f) Finalmente sumamos las soluciones parciales.
zZ = Zg + Zp

1 1
z = C; cos(w) + Cysen(w) + —sen(2w) + szsen(w) + —wcos(w)

3.5.3. Método de variacion de parametro

dny dn—ly y
Mot gy ot a ot ay = f(x)

Procedimiento

1. Resolver como Ecuacion Diferencial Lineal Homogénea.
Vg = Gy + Gy, + C3ys+.. +Chy,
Suponer que 1, tiene la misma forma y, pero las constantes son
remplazadas por: C,, = C',,
Vp =C'1y +C'yy, + C3y3+..+C' 0y

Completar un sistema de ecuaciones para que pueda ser resuelta,
siendo cada ecuacion la derivada de y;,.

J—

Yp = 0

y,p =0

- y'p=0
y”’p — 0
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y', =)
Resolver el sistema de ecuaciones obteniendo: C'; + C', +
C's+-+C,
4. Integrar los resultados:

5. Remplazar Cy,C; C5, C, €nyy,.

Ejemplo /="

y'+3y =3
Resolvemos como Ecuacion Diferencial Lineal Homogénea.
p?+3p=0
p(p+3)=0
p1 =0 p2 = —3

yg = Cl + C26_3x
Yp =Yg
yp = Cll + Clze_sx

Formamos un sistema de ecuaciones

Cll + C’23_3x = 0
0—3C,e~3 = 3
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Obtenemos C'; y C',

Cll = Clze_Bx g Cll = e3x.e_3x - C,]_ = 1

Encontramos C; y C,

Clzfdx—> Ci=x

1
C, = f —e3¥dx - C, = —§e3x

Remplazamos en y,

yp = C,]_ + C’26_3x

Y=Yg+ ¥

y=C1+C28_3x+x——

Ejercicios /e

1. y'+2y —3y=1+xe

p+2p-3=0
P+3)@-1=0
P =-3 ;o p2=1

Yg = Cle_sx + Cgex
Yp = C{e 3 + Cje”*
Cle3*+Ce*=0 (1)

X

Gy
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yp=x_§

—Cye™ (3)




—3Ce 3" + Che* = 1+ xe*
(3)en (2)

3Ce* + Cie* =1+ xe*
3C;+C,=e*+x

, e ¥ +x ,
C; = 4 ’ (=
_eBx xe4x
C, = — dx =
1 f( 4 4 > x
e4x
u=x dv = —dx
4x
du=d =—
u X v 16
xe4x e4x
— | —d
16 .f16 x
xe4x e4x
16 64
e3x xe4x e4x
Ci = ——— h
1 12 16 64

e *+x —e™*
C2 = j dx =

3 8\2 8
Y=Yg+Yp
ex
Y =Ce 3 + C3e¥ — = — —
e + (ze 378

(2)




2. 3y" — 6y’ + 6y = e*secx
3p2—6p+6=0
_ 614/62—4(3)(6)
2(3)
P12=1%1

Yg = Cie* cosx + C,e* sinx
Yp = Cie* cosx + Cye* sinx

sin x

Cie*cosx + C,e*sinx =0 (1) C[=-C, 3)

Cie*cosx — C{e*sinx + C,e*sinx + C,e*cosx = e*secx (2)

(3) en (2)

CosS Xx

!

inx ,Sinx . ,
C, .cosx + C, sinx + €, sinx + C,cosx = secx
cos x C

0S X
. (sin®x + cos®x 1
2 Cos X COS X
c;=1 ; (C;=—tanx

C; = —ftanx dx = —In (secx)

C, = f dx = x
Yp = —e*In(secx) + xe* sinx
Y=Yg+7Yp

Y = Cie*cosx + Cre*sinx — e*In(secx) + xe* sinx

3. 4y" —4y' +y = e2. V1 — x?
4p* —4p+1=0
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4+./4-44)(1)

P= 2(4)
p==
X
Yg = C162
X
Yp = Cje2

1 1
Cl=J\/1—x2dx=§x 1—x2+§arcsinx

vp = §(1 1= 2% + > arcsi )
p=ez|5x x* + jarcsinx
Y=Yg+7Yp

x /1 1 X
Y =e2 (Ex\/ 1—x2+ Earcsin x) + Cie2

4. yv—y' =2xe*

p*+p*=0

p’(P*-1) =0

P12=0 ; p3=1 ; p,=-1

Yg=Ci+ Cox + C3e* + Che™

Yp =Ci + Cyx + C3e* + Che™
Ci+Cx+Cie*+Che™™=0 (1)
Cy+Cie*—Che™ =0 (2)

Cie*+Cle™ =0 (3) C; = —Cre™3* (5)
Cie* + Coe™™ = 2xe* (4)
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(5)en (4)
—C,e ™ — Cie™ = 2xe*
Cy=—xe** ; (j=x

Cy+xe*+xe*=0

C, = —2xe*
C{ —2x%e* + xe* —xe* =0
C| = 2x%e*

C, = ijzexdx =

u = x? dv = e*dx : u=x dv = e¥dx
du = 2x dx v=e* ; du = dx v = e*
x%e* — foexdx = : xe* — f e*dx
x%e* — 2xe* + 2e* ; xe* —e*

C, = x%e* — 2xe* + 2e*
C, =—-2 f xe*dx = —2xe* + 2e*
C3; = dex = ﬁ
2
Cy = —fxezxdx =

u=x ; dv=e?*dx
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xe e
2 4
erx er
C,=— + —
4 2 4

Yp = (x2%e* — 2xe* + 2e*) + (—2xe* + 2e*)x + <

Vo = —x%e* xe* N 7e*
P=" 2 "2
Vo= o x> x 7
P=¢\"2 727,
Y=Yg+7Yp

x2 x 7
Y=ex<_7_§+z>+Cl+sz+C3ex+C4e_x

5. y' +5y +6y=(x+1)*

p>+5p+6=0
p+3)@+2)=0
pr=-3 ; py=-2

Yg =Cie 3 + Ce™*

Yp = Cle 3 + Che™%*

Cle3*+Cle™®* =0 (1) ; C=-Ce* (3)
—3Cje 3% —2C,e % = (x + 1)? (2)

3C,e™ %% — 2C,e™%* = (x + 1)?

C,=e**(x+1)% ;¢ =—e3*(x+1)?

2

X

2>ex
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C, = —f e3*(x + 1)%dx =

u=(x+1)> dv = e3*dx ;
3x
du =2(x+ 1)dx v=T ;

e (x+1)* 2
%—§Ie3x(x+1)dx

e*(x+1)% 2 <e3x(x +1) e3x>

3 3 3 9

e*(x+1)% 2
€ =—— 2
3 9

C, = j e?*(x + 1)%dx =

u=(x+1)? dv=e*dx ;

er
du =2(x+ 1)dx v=7

e?*(x + 1)?
%—fezx(x+ 1)dx

e?*(x+1) 1
- = 2x
> 2]8 dx

e?(x + 1)? _ [ezx(x +1) fl
4

2 2
e?*(x + 1)
2 L
(x+1)? 5x+1) 35
-~ 6 8 108
Y=Yg+Yp

C2=_

= 213

2
+-—e¥(x+1)—=ze®*

u=(x+1) dv=e3*dx
e3x
du = d -
u =dx V=3
e*(x+1) 1
. - 3x
; 3 3fe dx
o eF(x+1) e
’ 3 9
27
u=(x+1) dv=e*dx
2x
;du =d =—
u=dx v=—

e?*(x+1) e




(x+1)2 5(x+1) 35

-3x _
V'=10Cem™ + (e 6 8 108

3.5.4. Ecuaciones diferenciales de coeficientes variables

dny d‘n—ly dy
and —+ an_ e —— Tt +a1dx+a0y=f(x)

ap + a,_1 ...Son constantes.

Procedimiento
1. Dada la ecuacion a 'y los valores de:

y1=f), Y. =f()1,y3=f(X)2, . ¥n = fF(Xn
Para y, = Ci1y + (¥, + C3ys+.. +Cryy
Sustituir: y = f(x) ...
2.y, = y4 solo que sustituimos a,, = u,
Vp = U1y + Uzy, + Usys+.. +Unyy

3. Formar un sistema de ecuaciones que pueda resolverse.

~ y,=0
y,p =0
- y”p —0
= )

4. Resolver el sistemay obtener U’y + U', + U'5 + -+ U’
5. EncontrarU; + U, + U3 + -+ U,
6. RemplazarU; + U, + Uz + -+ Uy eny,
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Ejemplo ="

(cos(x) — sin(x))y" + 2 sin(x)y’' — (sin(x) + cos(x))y = e*(cos(x) —
sin(x))?, y1 = €%, y; = sin(x)
2sin(x) . sin(x) + cos(x) |

cos(x) — sin(x) y = cos(x) — sin(x)

= e*(cos(x) — sin(x))

n

yg = C1y + CLy;
Vg = Cire* + Cysin(x)
Encontramos y,,
yp = Ulex + Uzsin(X)

Formamos un sistema de ecuaciones

U',e*+ U',sin(x) =0
U’ e* + U’; cos(x) = e*(cos(x) — sin(x))

Resolvemos el sistema de ecuaciones
U’, sin(x)
U ¥+ U,sin(x) =0- U’y = —— =

Remplazamos U’; en la segunda ecuacion

U’, sin(x) , )
—e—xex + U, cos(x) = e*(cos(x) — sin(x))
U',(—sin(x) + cos(x)) = e*(cos(x) — sin(x))

B e*(cos(x) — sin(x))
~ (=sin(x) + cos(x)) -

UIZ U'2=ex
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Remplazamos U’, en la primera ecuacion

. U', sin(x) ) e* sin(x) , )
U1=—e—x—> U1=—e—x—> U'; = —sin(x)

Integramos para hallar U, y U,

U, = —f sin(x) dx - U; = cos(x)

Uzzfexdx—> U, =e*
Remplazamos en y,, los valores de U; y U,
Yp = Ure* + Ussin(x)

Yp = e*cos(x) + e*sin(x)

Y=Ygt ¥
y = U e* + U, sin(x) + e*cos(x) + e*sin(x)

3.5.5. Ejercicios varios

Ejercicio 1 /=

q"+q =3+e’* con{q(o) =1

q0)=0
Solucidn:

Soluc.Gral: - q=C;+C,e™® +3p—pe™®

Soluc.partic: - q' = —Ce ?+3—eP+pe?
1=C,+C, _
{0 = _CZ + 2 (Cl,CZ) - (_112)

q=—-1+2e7? +3p —peP
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Ejercicio 2 /m”

vV"'+3v —4v =0

Solucion:
m3+3m?—4=0 - +1,+2,+4
(m—-1D(mM?*+4m+4)=0
m-1)(m+2)(m+2)=0
m—1=0; m+2=0; m+2=0
my=1;m;=-2=my
v=_Ce%*+ Ce 2%+ (3 = ue 2
Ejercicio 3 /="
vV=uv'-v=0; v=e™
Solucion:

m2—4m—-1=0
(m?—4m+4)=1+4
(m—2)2=5 v = (C101,.C,V,
m—2=+V5 v = CeWHV5) 4 C,e(w=V5)
m=2++5
m1=2+\/§, m2:2_\/§

Ejercicio 4

vy = e(W+\/§)u , Uy = e(W_\/g)u

vi—-2v"+v=0
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Solucién:

m*—2m2+1=0

(m?2—-1)2=0 v, =e%, v, =uet,v;=e4*,v, = ue”
[(m—1)(m+ 1D]* = v = Ciet + Cyuet + Cze™% + Cyue™

(m—-1)2(m+1)2=0
(m—1)?2=0,(m+1)?2=0
m=1, m=-1

Ejercicio 5 /="
d*v N 2d%v
du*  du?

+v=0

Solucion:

m*+2m?+1=0

m2 1
(m?>+1)?=0
m2+1=0 m2+41=0
m? = -1 m2 = -1

v = e%%(C cosu + C,senu) + e®*u(Cscosu + Cysenu)
v = Cycosu + Cysenu + Czcosu + Cysenu

Ejercicio 6

3v"+5v" +10v' —4v =0
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Solucién:

3m3+5m?+10m—-4=0

+1,%3 +1,%2,43
posibles raices: + 1,i%,i2 , i%,i3

(m—%)(3m2+6m+12)=0
1 2
m—§=0 3mc+6m+12=0

m1=% m2+2m+4=0

v = C1e™% + e¥(C,cosV3u+Cisenv3u)

Ejercicio 7 /e’

yIII _ zyll _yl + Zy — 0
Solucién:
El polinomio caracteristico, correspondiente a la ecuacion

diferencial:

y" =2y"—y'"+2y=0
P(t) =t3—-2t2—t+2
PO=t-DE+D({t—-2)=0
Dedonde:t=1, t=-1, t=2
Por lo tanto: y = c;e* + c,e ™ + c3e?*

ylll+3yll_3yl+y:0

= 219 =



Ejercicio 8 /o
d*y
dxt Y
Solucion:

El polinomio caracteristico, correspondiente a la ecuacion
diferencial:

d4
dy
dx*

P(t)=t*-1
PO =0C+DE-DE*+1)=0
Dedonde:t=1, t=-1, t=1i, t=—i
Por lo tanto:

y=ce*+ce*+c3cosx+c,senx

Ejercicio9 /e
T 4
= v'In=
xy’' =y n(x)
Solucion:
Z VA

z
y'=Z—>xz'=ZIn(—) -z ==In-
X X X

z = ux,donde dz = udx + xdu

dz = EIn (E) dx




udx+xdu=ulnudx

x du = (ulInyu—u)dx,separando la variable.

du dx

ulnu—u  x
In(lnu—1) =Incx

Inu—1=cx

Inu=1+cx

Z
1-cx - — = el+cx

u=e
X
7 = xe1+cx
dy — 1+cx
— = Xe
dx

dy = xel*¥dx

X 1
integrando:y = —e'** ——e'*¢ + k
c c

Ejercicio 10 /e
xy' (yy” —y(y)?) = x*y3
Solucion:

y = el Z(x)dx

y' — Z(x)efz(x)dx
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y’ = Z’(x)efZ(x)dx + (Z(x))ZefZ(x)dx
XZ(x)efZ(X) [efZ(x)dx(Zr(x)efZ(x)dx + (Z(x))zefz(x)dx) _
(Z(x))zeZJ‘ Z(x)dx] _efZ(x)dx(Z(x))zezf Z()dx — y4p3 [ zZ(x)dx
&3 W[y = ()7 () + x(2(0)” = x(2(0)* = (2())?]
x 3/ 2004 x = ()7’ (x) - (2(x))] = x*
1
ZORBES

= x3(z(x))"! (Ecuacién diferencial de Bernoulli en z conn
=-1)

1 1
Zz — e—Zfde [zerdex3dx + C] — x2(x2 + C)

z=xVx%+c

1
— efx x2+cdx — e§(x2+(:)2

y

Ejercicio 11 /=
xyy” —x(y)?—yy =0

Solucion:
y =yz
' =y'z+yz =yz*+yz
vy’ =y(z*+2)

Reemplazando en la ecuacién diferencial
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xy?(z?> +z") —xy?z? —y?z=0

donde xz> +xz' —z=0

xz'—z=0

dz dx
donde ———=0

Z x

z
integrando In = Inx = In ¢y es decir— = ¢;
x

Yy dy
Como:z =— - —=c > —=cyxdx
y yx y

c
integrando: Iny =71x2 +c,
y= k1ekx2

e Observacién: cuando la ecuacion diferencial es homogénea para la
funcion y sus derivadas, la sustitucion y” = yz 6 v = e/ 29%

e reduce el orden de una ecuacion dif erencial una unidad

Ejercicio 12 /e
yy —2yyIny—y*=0

Solucién:




Pd—p—z Plny —p? =0
ydy yPlny —p

factorizando: P (yZ—z —2lny— P) =0

P=0-y=q¢

9 _ L b olny (lineal en P)
oO——— = n ineal en
dy 'y Y

% 2.,
P=e 1.2Lnydy+cl}=y[§Ln Y+ cq]

dy
=7 Lny + ¢
dy

integrando: fm =dx

dy Iny
————— =dx —>arctg<—> =x+c,
f yn?y + ¢y c1

Iny = citg(x + cy)

Ejercicio 13 /e
2y
— =xe*,y(0)=1,y(0)=0

dx
Solucién:
d? d
d_ty =xe ™ > d—z = fxe‘xdx




integrando:

u:x > du=dx;v

= f e X¥dx=—-e*>—=—xe ¥+

dx
=xe *+e ¥+

y(0)=0
0=0-1+C,~>C =1

d
y =—xe ¥*—e*+1

fdy f(l—xe * —eX)dx

y=x+xe*+e ¥+,

y(0) =1
1=0+2+C,
C2:_1

y=x+xe*+2e*-1.

Ejercicio 14 /="
d3y
dx
Solucién:

Integrando:

—— =xSen(x),y(0) =0,y (0) =0

fe‘xdx

= f[xSen(x)de Por partesiu =xdu=dxv = fSen(x)dx = —Cos(x)

d*x
dx?

— = —Cos(x) + f Cos(x)dx = —xCos(x) + Sen(x) + C;
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C,:y%(0) =0
0=0+Sen(0)+C, > C, =0

Entonces:

d?y
Fro —Cos(x) + Sen(x)

fil_ic/ = J.[Sen(x) — xCos(x)]dx

Ejercicio 15 /e
@ = 2Sen(x)Cos?*(x) — Sen3(x)
dx?

Solucion:

dZ
gy _ 2Sen(x)Cos? — Sen3(x)
dx?

dy

dx f[ZSen(x)COSZ(x) — Sen®(x)]dx
dy 2Cos3(x)

- 3 — fSenz(x)Sen(x)dx

3
_ _ZC%(") _ f [1 — Cos®(x)]Sen(x)dx

dy 2cos3(x) Cos3(x)
- 3 + Cos(x) — 3

= Cos(x) — Cos3(x) + C,

+C

Z—i’ = Cos(x)[1 — Cos?(x)] + C; = Cos(x)Sen?(x) + C,

" Sen3(x)
y = f[Cos(x)Sen (x) + C1ldx = 3 + C1x + (;




Ejercicios propuestos /-/

1.

© © N o a &

11.
12.
13.
14.

15.

16.
17.
18.
19.

20.

d? d
ay _ 3_3’
dx?2

+2y=0
dy dy

=4 +4y =0
d2
dx

vV'4v —2v=14+v?+e*

2+ +y—0

v — v = usen(u)
y"'=y=0
yW-y=0

6y"" —y"—6y'+y=0
y'"'=y"=3y'—y=0

dx3 dx? dx
yIII — y — O
yW-y=0

6ylll _yll _6yl +y — 0

nr

y'"'=y"=3y'—y=0
d3y dzy_gdyzo

a3 “axz “ax
y/r/ —y=
yW—y=0

6}1’” _yn _6yr +y= 0

y'"'=y"=3y'—y=0
3
ay d_y_g =0

dx3 dx? dx
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CAPITULD 4

Sistema de ecuaciones
diferenciales




Capitulo

SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES 4

4.1. Sistema de ecuaciones diferenciales con coeficientes
constantes

X x4 by + ()
- axtbytf

L cxtdy + £
=t

4.2.  Tipos de sistemas de ecuaciones diferenciales
- f()=0 Homogéneo
- f(t)#0 No Homogéneo

4.3. Métodos de resolucién
- Reduccion o eliminacion.
- Matricial.

- Eliminacién mediante el operador diferencial D.

4.3.1. Método de reduccion o eliminacion

X x4 by + f(®)
- axtbytf

- a,b,c,d son constantes, f(t)y g(t)son funciones constantes de't




d
d_Jt/ =cx+dy+g(t) = x(t) Y y(t)son incognitas.

Procedimiento
1. De cualquiera de las dos ecuaciones se despeja una de las
incognitas X 0'y.
2. Laincdgnita despejada se remplaza en la otra ecuacion.
3. Se deriva respectivamente.
4. Se resuelve.

Ejemplo /=

dx
i 3-2y
% =2x—2t
Despejamos y de la primera ecuacion.
dx
P 3—2y
3 dx
T
Remplazamos y en la segunda ecuacion.
Z—i =2x—2t
d 3 dx
a(i—z—dt) =2x —2t
0-— d*x =2x—2t
2dt?




d*x + 4x = 4t
—_— X =
dt?
x" +4x =4t
Se resuelve como una ecuacion diferencial lineal homogénea.

p?+4=0

p=x2i

xg = C; cos(2t) + C,sin(2t)
f@©) =4t

X, =At+B

x,=A

x',=0

Se remplaza x’ y x’’ en la ecuacion original.
x" +4x =4t

0+ 4(At+ B) = 4t

tl: 4A=4 - A=1

t%: 4B=0->B=0

=t

X =x5+xp

x = C; cos(2t) + C, sin(2t) + t

Despejamos x de la segunda ecuacion.

dy
— =2x -2t
dx x
dy
=——+t
x=out

Remplazamos x en la primera ecuacion.

= 231 =



- 3—-2y
d dy
I (Z_dt +t)=3-2y
2
detyz +1=3-2y
2
% +4y =4
y'+4y =4
Se resuelve como una ecuacién diferencial lineal homogénea.
p2+4=0
p=x2i
Vg = C3 cos(2t) + Cysin(2t)
f(@) =4t
X, =At+B
Vp =4
y'p =0
Se remplaza x’ y x’” en la ecuacion original.
y'+4y =4
0+4A =4

tl: 4A=4 - A=1

Yp =1

Y=Y+

y = C3 cos(2t) + C,sin(2t) +t
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Ejercicios /e’
Ejercicio 1 /=

1) ? = ax + by f(t) = 0 Homogénea

t_

NP xid
)@= x Ty

De 1 despejamos y
3) v = dx ax
VY =3a b
Derivamos x con respecto a t
2yl dx? adx
)Y = dae v

Reemplazamos 3 y 4 en la segunda ecuacion

dx? adx e (dx ax)
ddtz bdr . T N\aar b
d™x d™1x dx
anﬁ+ an_1W+ ---+ala+a0t =0

A+ an_ "+ ar +agr® =0

Finalmente se analizan las raices

xp = Cie™* + Ce"* + - + Cpe™*
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Ejercicio 2 /e

dx dy t
at T ac ¢ 7Y
de+dy_ int— 2
dt " dar o™

Derivamos la primera ecuacion

d’x d’y  _, dy

e ae- ¢ T &

Sumamos la primera y tercera ecuacion

dx dy _ o+
@ tdr T € b
d’x | d’y  _et XY
az e = dt
dx dy  d?x  d?y dy
R A T TR
Derivamos la segunda ecuacion
d*x d?%y dy
2— +——=cost — 2—
dt? * acz dt
Sumamos la segunda con la quinta ecuacion
dx dy .
2%+%—smt—2y
d’x , d*y _ dy
ZW-I_W_COSt_ZE
dx d?x  dy  d?y . dy
2E+2W+E+W_Smt_zy-'_COSt_ZE
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Sumamos la cuarta con la sexta ecuacion

2
2dx dy 2d

d’y _ ,dy
at ~2dt "l tae T tac T

dx  ,d?x  dy  d*y .
2dt+2dt2+dt+dt2—smt 2y + cost —

2y
—Z?—%=sint+cost

d2x+dy = —sint t
dtz dt = sin COS

d*x dy
F-Fd— K=>1r’+7r

ye=C; + Cret
Yp = Acost + Bsint
y = —Asint+ B cost
y” =—Acost — B sint
Reemplazamos en la ecuacion

d*x dy

4+ —=—sint —cost
dez * dt

—Acost —B sint —Asint+ B cost = —sint — cost




Yp = cost
YT=Ye +V¥p
yr =C1+Cret +cost
Para hallar xr se reemplaza yr en la primera ecuacion

dx d(C;+ Ce "+ cost)
J— + =
dt dt

et —(C; +Cre P+ cost)

dx —t _ -t -t
E—Cze —sint=e " —C; —Cye " —cost

ad int+et—-C t
— = SIn e — — CO0S
dt L

fdx = f(sint+e‘t—C1 — cost)dt

Xy =—cost—e t—C,t—sint

Ejercicio 3. /e’

dx
Ez—Sx—y:ol
x(1)=0yy() =1
dy _
—dt—4x y =2

De la primera ecuacién despejamos y y derivamos

_ dx . 3
y = T x =
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Reemplazo 3y 4en 2

d?x 5dx_4 +dx+5
dt? dr - g X

d*x dx

Ix 6 or=0
dt? dc T T

x"+6x'"+9x=0
r2+6r+9
(r+3)(r+3)
rn =-3 r, =-3
Xy = Cie73t + Cyte™
Para hallar Y, derivo X, las veces que sean necesarias

dx
E = _3C19_3t - 3C2te_3t

Yg = 3C16_3t + 3C2te_3t + 3C2€_3t - 5C16_3t - 5C2te_3t

Y,

= —2C,e73 = 2C,te™3 — (e

Cuandox(1) =0yy(1) =1

Reemplazo en X, y Y,
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Xy = Cie73 4+ Cpte™
0=_Ce W+ Cyppe*P =5
Y, = =2Ce73 = 2C,te™ — Cre™3t
1=-2C,(1D)e MW - 2¢,(1)e 3™ — C,e=3M)
1=-2Ce3—3Ce3=>6
Multiplico la ecuacion 5 por 2 y sumo 6
0=2Cie 3+ 2C,e3
1=-2Ce™®—3C,e3
1=—Cye3
C, =—e?
Reemplazo C, en 6
1=2Ce 3 +3(—e3)(e™®)
1=2Ce3-3
C, = 2e3
Reemplazo C; y C, en las ecuaciones generales
X, =2e3e73 + (—e3)te™
Xy =2e3e73 —e3te3t

Y, = —2(2e3)e 3 — 2(—e3)te 3 — (—e3)e™¥
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Y, = —4ede™3 4+ 2e3te 3t + e3e7

Ejercicio 4 /"
Resolver el siguiente sistema de ecuaciones no homogéneo por el
método de eliminacion si x(0) =3y y(0) =3

de 6 6t2—t+3=>1
— = —y— - >
dac XY

dy

—2y—2t—12
dac <Y

De la ecuacion 1 despejo y y derivamos

dx
y=—-2—+6x—6t>’—t+3=3

dt

L SR

=-2—+6—— -1=
Y’ dez TP dr

Reemplazo 3y 4en 2

2d2x+6d 126 1= -4 L iox 1202 2t 46261
dez T O dr P TR

—zdz—x+ 10d——12x+12t2—8t—6_0
dt? dt
d?x dx 5
W_SE-I_@C_& — 4t —3

Resolvemos la ecuacion como homogénea
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9x D =0
dt? de T 0% T

r2—5r+6=0
(r*=3)(r*-2)
T'2=3 T'2=2

Xh = Cle3t + CzQZt

Resolvemos la ecuacion no homogénea

X, = (At* + Bt + C)
X, =2At+B
X, =24
2A —5(At+ B) + 6(At> + Bt + C) = 6t%> — 4t — 3
2A — 10At — 5B + 6At? + 6Bt + 6C = 6t> — 4t — 3
t?(64) + t(—10A + 6B) +2A—5B + 6C = 6t> — 4t — 3

t?: 6 =06A t: —4=-10A+ 6B t0: —3=
2A —5B + 6C
A=1 —4=-10(1) + 6B —3=

2(1) —5(1) + 6C
B=1 C =0
X, = (At> + Bt + ()
X, =(Dt*+ (Dt +0

— $2
X,=t*+t
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Xy = Xn + X,
Xy = Cie’ + Ge®t +t? +t

Derivo X, para hallar Y,
Xy =C1e3 + Ce®t +t2 + t
Xy =3C1e3 +2C,e*" + 2t + 1

Reemplazo en

dx
dt
Y, = —6C €3 — 4C, e — 4t — 2 + 6C1e3" + 6C,e* + 6t* + 6t

y=—-2—+6x—6t>—t+3

—6t2—t+3
Y, =2Ce* +t+1

Cuando x(0) =3y y(0) =3

Reemplazoen X, y Y,

Y, =2Ce* +t+1

3=2C,e*D +0+1

C, =1
Xy = C1e3" + Cre®t +t2 + t

3=Ce30 4+ (,e2® 402 40
3=C,+C,
¢, =3-C,
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C1=3_1
C1:2

Reemplazo en las ecuaciones generales
Xy = Cie’ + Ge®t +t? +t
Xy =2 +e* +t*+t
Y, =2Ce* +t+1

Yy =2e*+t+1

4.3.2. Método matricial
Dado el sistema de ecuaciones:

xi =lay1X, + A12X5 + -+ QX + f1(2)

x£ =|Ap1X1 + AppXy + o+ Agpxy + (1)

I

=|Ap1X1 + ApaXy + o+ AppXy + fn(t)

—

S

Procedimiento

1) Determinar la matriz fundamental
a;; Qi Qin JAQ)
A(t) = (a21 azz a2n> f@={rf2(t)
An1  An2  Qnn fn ()

2) Calcular A
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ajp —A - -
A(t)=< — Az, — A - )

- ~ A
det(A—1IA\) =0
Puede haber tres casos: a) Raices Reales e iguales
b) Raices Reales y diferentes
c) Raices complejas
3) A cada valor reemplazar, los valores pueden ser 1 o 2(los
valores mas utilizados)

4) Solucion general
X=ky y=k,
ky ky
yg = (kz) Clet + (kz) Czet
kn kn
5 yr=Ygt¥

v =t [ 97O (o)t

Ejercicios /e’
Ejercicio 1 /="

dx_6
dar XY
dy

— =5x+4
T x+4y




5 4—k
Kl = X
KZ = Y
Formamos matrices con los coeficientes de las ecuaciones
_ 6K1 _1K2
det(A) = o 4K,
En la diagonal principal restamos lambda
_6—-A -1
det(A—1)) = c Y

Igualamos la determinante a cero

det(A—IA) =0
Procedemos a resolver la determinante para encontrar las raices o
valores de lambda.

6-V4 -V - G)(-D=0
24-6A— 41+ A2 + 5=0
A2 —10A+29=0
L 1ot V100 — 116

2
A=5%72i
x=5Y f=2i
M =542
Ay, =5-—2i

Reemplazamos la primera raiz de lambda

Para A, =5+ 2i
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6—5+2i -1

det(A—1N) = 5 4542

dea-my= TR
Resolver el sistema de ecuaciones.
(1-2)K;— K, =0
(1-2DK; = K,
Damos un valor aleatorio para las constantes; (en este caso un valor de
1 para que no afecte la ecuacion y satisfaga a la vez)
K, =1
(1-2i) =K,
Ordenamos los valores de beta

_ Ky
= K

1
= (1-20)

Separamos los valores de beta en parte real y parte imaginaria

1 1 0 ..
a1-20-"1 7% _;®

Ry R,

Reemplazamos los valores obtenidos en las siguientes formulas
X, = e*Y[R,cosPft — R,senpt]
X, = e¥t[Rycosft + Rysenfit]

X, = QSt[icOSZt — _OzsenZt]

K

K

X, = e OZCOSZt + 1sen2t]
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XT ES X1 + X2
1 0 s¢r O 1
- +
[1c052t _ZsenZt] e [_2c052t + 1senZt]
Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneas

XT = eSt

X= XHl +XH2 +XP

X, == 1 2x+[8h

Xy — Det|A — 3”:[_1_13 1_3J

=(-1-DA-ND-(-D@)=—-1+3=-23+X3¥+2=3+1
> A=+
Elegimos 3 =i

Pl

Damos valores a k
Elegimos cualquiera de las ecuaciones.

—ky —iky + 2k, =0
Despejamos ko

(1+ D)k,

k2: 2

entonces damos valores y tenemos:

1+

e )

ko =
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Xy = e**(BycosPt — B,senft) = e°t<
Xy = e**(Bycosft + Bisenft) = e°t<
Calculamos xp
-8
x> fO) =]

52 2l 1= ol

Resolvemos el sistema

(—ay +2b; —8=0) (1)

_a1+b1+3:O

/2.

/2.

cost —

cost +

0—b,+11=0 > b, =11

_a1+11+3=0 - a = 14

% =[3]

La solucion del sistema es

X: XHI +XH2 +Xp

S€Tlt>

/2.

S€Tlt>

/2.
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X=e% <l1}2] cost — l122] sent) + et <l122] cost + ll}Zl Sent>

+[11]

Ejercicio 2 /"

Sistemas de ecuaciones diferenciales homogéneas con raices diferentes

ey
dt_ X y VA
dy

A 5y —
dt X+ y—z
dz _ +3
dt—x y V4

Xy — Det|A — JI|=[ -1 5-3 -1

3—3 -1 1 ‘
1 -1 3=

= GB=3)2G-N+1+1-5-N-GB=-N—-(GB-2
(=1)(=3 + 1132 — 363 + 36) = 0

1 —-11 +36 -—36
2 —18 36 2
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1 -9 18 0 ’
G=2)0?2=-N+18)=0-2)-6)3—-3)=0
11:2 ) 12:6, 13:3
Para11=2

3 - 2 - kz + k3
-1 — k1 + 3k, — k3| =0
1 — 3— 2 —ky + k3
Sumo la ecuacion 1y 2
kl - kz + k3 = O
_k1+3k2_k3 =0
2k2 = 0 - k2 = 0
k, = —k; ledamos ak, elvalor deunoytenemos:k; =1Y
k3 - —1
1
Bl = 0
-1
Paral, = 6
3—-6 -1 1 3k1—k2+k3
-1 5-6 -1 =0
1 _1 3_6 kl_k2_3k3
Sumo la ecuacién 1y 2
_3k1_k2+k3 =0
_k1 - kz - k3 = 0
—4‘k1 - 2k2 =0 - _2k1 = kz

= 249 =



_k1+2k1_k3=0 _>k1= k3

ky = k; ledamos ak, el valor de uno y tenemos: k; =1 ,

k3=1yk2=_2

Paral; =3
3—-3 —1 —ky + ks
_1 —_ = k1 - kz - k3 = 0
1 —1 3- 3
Igualando a cero 1 y 3 tenemos
_k2+k3:O - k2:k3
kl_k2=0 - k1=k2
le damos a kq el valor de uno y tenemos:ky =1 , k3 =1yk, =1

o

Xy = Blclelt + Bzc‘Zelt + B3C3elt

Usamos la férmula general

1 1 1
xy= |0 |Cie?t +|=2[Cre® +|1]|Cse3
-1 1 1
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Ejercicio 3 /"
Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales homogéneas

por el método matricial

dx_3 +
i xX—y+z
d

7] d—{=—x+5y—z
dZ— +3
dt_x y VA

Det(A —19) = 0

3 -1 1 3-9 -1 1 \3-9 -1
A(t):(—l 5 —1>=<—1 5-9 —1)—1 5—9 =

1 -1 3 1 -1 3-9 1 -1

=@B-9)G-9B-9)+ (DL + MDD
- OG- -EDEDLE-9) -
—9)(D(-1)

=B-9)6-9B83-9)+14+1-54+9-3+9—-3+9

=(15—-89 +92)(3—09) — 9 + 39

= (45 — 150 — 249 + 892 + 392 —93) — 9 + 39

=36 — 369 + 1192 — 93

1 11 -3 36 |2
2 18 -36

1 9 -18 0
(9 —2)(—92+99 —18) = 0
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O -2)(-9+6)IV+3)=0
9=2 9=6 9=3
Luego de obtener las raices procedemos a reemplazarlas en la primera

matriz y obtener el valor de las constantes k

9 =2
1 -1 1\0
(—1 3 —1)0
1 -1 1/0
ki—ky,+k;=0 Ec.1
—ki+3k, —k;=0 Ec. 2
ki—ky,+k;=0 Ec.3
Ecuacién 2 con 3
—ki+3k, —k; =0
ki—k,+k;=0
2k, =0
k,=0

Reemplazar k-, en la primera ecuacion
ki—k,+k;=0
ki = —ks3
Como tenemos una ecuacién con dos incognitas procedemos a resolver

la ecuacion con el método del tanteo, le damos un valorde k; = 1y

_ 1
-1

= 252 =
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Repetimos el procedimiento hasta resolver reemplazar todas las raices

9=3
0 -1 1\O0
(—1 2 —1>0
1 -1 0/0
kl_k2=0 EC3

Podemos observar que las variables se despejan con facilidad en la
ecuacion 1y en la ecuacion 3

ky = ks

ki =k,
Al observar los resultados, nos podemos dar cuenta que cualquier valor
numérico satisface la ecuacion asi que damos el valor de k; = 1,

obtenemosque ks =1y k, =1

_ 1
1

Para finalizar

9 =

-3 -1 1\O0

(—1 -1 —1>0

1 -1 -3/0
_kl_kz_k3=0 ECZ
kl_k2_3k3=0 E03
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Ecuacioén 2 con 3
{—kl—kz—k3 =0
ki —k, —3k; =0
—2k, —4k; =0

kz == _2k3
En la ecuacion 1 reemplazamos el resultado anterior

_Skl_k2+k3:0
_3k1+2k3+k3:0

_3k1 + 3k3 == 0
kl = k3
Le damos valores de k; = 1 entonces ks =1y k, = -2

_ 1
w3
1
1 1 1
yg = Cl ( 0 >32t + CZ (1) 83t + C3 (—2) e6t
-1 1 1

Soluciones parciales

X(t) = CleZt + Czest + C3e6t
Y(t) = Cze3t - 263e6t
Z(t) = —Cie?t + C,e3t + Cze°t
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4.3.3. Método de eliminacién mediante el operador diferencial D

Dado el sistema de ecuaciones diferenciales

dx,
d_t = f(t, Xy X1, X2, weey xn)n

dx1
d_t = f(t, X, X1,X2, ""xn)l

dx
T = f(t,x,%x1, X3, ., Xp)

dxy

El operador diferencial: D = —
Procedimiento:

1. Encontrar la Ecuacion diferencial homogénea AD(xn(t)) =0.
2. AD = determinante.

X X1 | X, Xn
1 1-D| 1 1 1
AD = |1 1 [1-D| 1 1
1 1 1 1D 1
- - - - | 1-D
AD = f(D) =0
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3. Resolver la ecuacion en funcion de D.
D, =? D, =? D, =?
4. De acuerdo a las raices escribir la solucion de la ecuacion.
Xp = Cq ...
5. La solucién se remplaza en la ecuacion que contenga el

respectivo diferencial.

Ejemplo /="

dy dy
E-y—Zzay—Zz—a—O
1 _ i3 13- %
—_— - —_——_—=
dx Y TR TYTI T
AD(zf(x)) =0
y Z
AD= |1-D]| -2
1 | 3D

AD =(1-D)(3-D) +2
AD =3—D—3D+D?+2
AD =D?—4D +5
AD(zf(x)) =0

(D? —4D +5)(zf(x)) =0
D?—4D+5=0
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4+v16—-20 4+2i
D = =
2 2
D=2+

zf (x) = C; e** cos(x) + C,e**sin(x)

Remplazamos z(x) en la segunda ecuacion

O o y+3
dx )27

j—x (C1 e?* cos(x) + Ce**sin(x)) = y + 3(C; e?* cos(x) + C,e?* sin(x))
C; (2e%* cos(x) — e** sin(x)) + C,(2e?* sin(x) + e** cos(x)) —y
—3C; e?* cos(x) — 3C,e?*sin(x) = 0
2C; e** cos(x) — C; e** sin(x) + 2C,e** sin(x) + C,e?* cos(x) —y
—3C; e** cos(x) — 3C,e**sin(x) = 0
(C, — Cy)e* cos(x) + (—C; — Cy)e* sin(x) =y
y = (€, — €C1)e** cos(x) + (=€, — C3)e** sin(x)
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