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El hablar de Matematica es estar dispuesto al descubrimiento de lo desconocido en funcion del
poder del razonamiento, mas aun, si de por medio estan las Ecuaciones Diferenciales, que nos
permiten realizar modelaciones y simulaciones de cosas reales. He aqui su importancia en un

estudiante de matematica del afio 2025 mi saludo y mi admiracion al saber.
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Introduccion

Ecuaciones diferenciales
y derivadas parciales.

Es el desarrollo de las
ecuaciones diferenciales en
sus distintas
manifestaciones fisicas,
quimicas, econémicas,
otras.

DEFINICIONES Y TERMINOLOGIA

Clasificacion segln el
tipo.

Orden de una ecuacion

4 : Clasificacion segun el
diferencial.

orden.

Ecuaciones diferenciales

: L Clasificacion segun la
lineales y no lineales.

linealidad.

Formal normal.

Solucién de una ecuacion
ordinaria.

Soluciones explicitas e >
implicitas.

Soluci6n trivial, familia
de soluciones, solucién
singular.

PROBLEMAS DE VALORES INICIALES

MODELOS DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

La creatividad de la matematica esta en el desarrollo mental de las aplicaciones, y la sabiduria

en la humidad de hacer las cosas bien.
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Introduccidén a las ecuaciones diferenciales

1.1 Contenido

Definiciones y terminologia.

Clasificacion de las ecuaciones diferenciales.
Problemas de valores iniciales.

Ecuaciones diferenciales como modelo matematico.

1.2 Objetivos

e Analizar el comportamiento de una ecuacion diferencial en la resolucion.
e Determinar las formas de una ecuacion diferencial segun su clasificacion.
¢ Identificar las diferentes aplicaciones que tiene dentro de las ingenierias.

ACTIVIDAD 1
Responder a las siguientes inquietudes:

¢ Qué es una ecuacion?

¢ Qué tipo de ecuaciones conoce?

¢ Como son los resultados de una ecuacion?

¢ Como se convierte una ecuacion en funcion?
¢ Qué tipo de funciones conoce?

arwdE
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1.3 Introduccidn

Las palabras ecuaciones diferenciales conducen a pensar en la solucién de cierto tipo de
igualdades que contienen derivadas; asi como al estudiar algebra, trigonometria y logaritmica,
se invierte bastante tiempo en resolver ecuaciones:

Como:

x2—=5x+4=0
Como:

senx + cosx =0
Como:

logsx = 4

En el primer caso, el objetivo es encontrar el valor de la variable "x", en el segundo caso
encontrar el angulo "x", y en el caso de la funcién logaritmica el objetivo es encontrar el
argumento "x", que satisfaga las igualdades indicadas; en este libro el objetivo sera resolver
ecuaciones diferenciales, como: y” 4+ 2y"+y =0, en este caso la incégnita, no es una
variable, sino la funcion y = @(x).

1.3.1 Definicién

Una ecuacion diferencial, es una ecuacion que contiene las derivadas de una o mas variables
dependientes con respecto a una 0 mas variables independientes (Boyce y DiPrima, 2009). Estas
ecuaciones se clasifican de acuerdo con el tipo, orden y linealidad, como se vera mas adelante.
En la siguiente tabla se indican los elementos que constituyen a una ecuacion diferencial y las
maneras en las que se puede expresar el término de la derivada.

Funcion Derivada Variable dependiente Variable independiente
fx) f (%) y x
y y y No puedo definir
f@ dy y t
dt
y(t) ay y t
dt

19
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La manera formal de expresar una ecuacion diferencial es (Boyce & DiPrima, 2009; Zill, 2009;
Spiegel, 1983):

Flx,y,¥,y"...y") =0 (1)

1.3.2 Aplicacion

Hallar Z—z de la funcion y = e3*” definida ]—a, af.

Solucién:

P1. Identificar qué tipo de funcidn es, en este caso se trata de obtener la derivada de una funcion
exponencial.

P2. Aplicar la regla correspondiente y obtener la derivada de la funcion Z—z = 6xe3*’.

. . -z 2 . .
P3. Si se realiza el reemplazo de la funcion y = e3*” en la derivada, se obtiene:

dy
a = 6Xy

. . -, 2 . d
Obsérvese que la derivada de la funcion y = e3*", contiene en el resultado ﬁ = 6xy, a la

variable dependiente “y”, para muchos puede ser desconocido lo que esta expresion representa,
pero se trata de una ecuacion diferencial; ecuaciones como estas son el objeto de estudio de este
libro. El objetivo siempre se enfoca en encontrar el valor de la funcion incognita y = @(x).

EJERCICIO RESUELTO

Dada la ecuacion diferencial f'(x) = 2f(x) + x, escriba de manera formal e identifique la
derivada y sus variables dependientes e independientes.

Solucion:
P1. Escribir de manera formal la ecuacion diferencial:

W ooy = v =20+
)=y =2y+x

P2. La derivada es y".
P3. La variable dependiente es y.

P4. La variable independiente es x.

20
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Dada las ecuaciones diferenciales, escriba de manera formal e identifique la derivada y sus
variables dependientes e independientes.

dy
a. = 2y + 2x
b. xy”"=5y"+3=0
1.4 Que significa resolver una ecuacion diferencial?

Resolver una ecuacion diferencial significa encontrar la funcion o las funciones que satisfacen
la igualdad dada Apostol (2002). Los siguientes ejercicios resueltos, ilustran esta definicion.

EJERCICIO RESUELTO 1
Sea la ecuacidn diferencial y* — 2x = 0, hallar la solucion.

Solucion:
P1. Determinar qué funcion hace valida esa igualdad.

P2. Probar algunas ecuaciones:

y=e ,Yy=4—7x, y=+x%2-9, y=x?

P3. Derivar cada una de las funciones hasta identificar la funcion que cumple con la ecuacién
diferencial propuesta, en este casoes y = x2 -y’ = 2x.

y—=2x=0-2x—-2x=0
P4. Finalmente, la solucion son todas las antiderivadas: y = x2? + c.

NOTA. Si un problema tiene valor inicial, se le llama problema de Cauchy y en un problema
con valor inicial es posible determinar el valor de C.
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EJERCICIO RESUELTO 2
Sea la ecuacidn diferencial y" — 2x = 0, y(0) = 1, hallar la solucion.

Solucion:
P1. Determinar qué funcion hace valida esa igualdad.

P2. Probar algunas ecuaciones.

y=e* ,y=4-—7x, y=+4x%2-9, y=x?

P3. Derivar cada una de las funciones hasta identificar la funcion que cumple con la ecuacion
diferencial propuesta, en este caso es y = x2 -y’ = 2x.

y—=2x=0-2x—-2x=0

P4. Finalmente, la solucién son todas las antiderivadas: y = x2 + ¢, que se le conoce como
solucion general.

P5. En este ejercicio se proporcionaron valores iniciales, lo que permite determinar una
solucion particular, para ello se deben sustituir los valores iniciales, y(0) = 1 — x = 0, es decir
1= (0)?+ ¢ > ¢ = 1, en este caso la Unica solucion es:

y=x%+1
1.5 Clasificacion de las ecuaciones diferenciales

Figura 1
Clasificacion de las ecuaciones diferenciales.

TIPO
ORDINARIAS PARCIALES
Las variables dependientes estan Las variables dependientes estan
derivadas con respecto a una variable derivadas con respecto a dos 0 mas
independiente. variables independientes.

22



Ecuaciones diferenciales. Teoria, practica y resolucion de problemas

Jaime Rodrige Guilcapi Mosquera, Mayra Alexandra Viscaino Cuzco y Freddy Geovanny Benalcdzar Palacios

Figura 2
Orden de las ecuaciones diferenciales.

Primer orden

F(x,y,y) =0
Segundo Orden
Z 12 m o
m Flo,yy',y") =0
D —
DO: Tercer Orden
| F(X, y’ yl’ yn’ ylll) =0
n-orden
TF(xyy, . y™) =0
Figura 3
Grado de las ecuaciones.
La variable dependiente y, y todas
“sus variables son de primer grado.
Lineal
Cada coeficiente de y, y sus
.derivadas dependen solo de
variable independiente x (puede ser
Grado constante).
No lineal |Las que no cumplen con las

propiedades anteriores.

v Ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales.
v Orden de una ecuacion diferencial.
v Ecuaciones diferenciales lineales y no lineales.
v" Forma normal.
v" Solucion de una ecuacion ordinaria.
v Soluciones explicitas e implicitas.
v" Solucién trivial, familia de soluciones, solucion singular.
Recuerde que en calculo diferencial se aprendio6 que la derivada % de una funcion y = @(x) es

otra funcion, representada por y” = @°(x), que se la determina aplicando una regla adecuada.
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1.6 Clasificacién segun el tipo

Si una ecuacién solo contiene derivadas ordinarias de una o0 mas variables dependientes con
respecto a una sola variable independiente, entonces estas son ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO), como las ecuaciones que se presentan a continuacion:

v — ¥
1. dx+4y—e
2
2. LX_Ygy=9

dx? dx

dx  dy _
3. dt+dt—3x+y

En cambio, una ecuacién que contiene las derivadas parciales de una o mas variables
dependientes, respecto de dos o0 mas variables independientes se llama ecuacion diferencial en
derivadas parciales (EDP), como las ecuaciones que se presentan a continuacion:

L P,
T 0x2  0y?

0%u  9*u ou
2. ﬁ—ﬁ+25—0
3 o . 0v
© oy ox

Observacion 1: Las derivadas ordinarias se las denotara con la representacion de Leibniz:
dy d?y a° am™
Yy y Yy y (3)

dx’dx?’dx3’""" dxn

“0” la notacion con primas, y’,y”,y””, con esta representacion las primeras ecuaciones se
escriben:

1. y+4y=¢*
2. Y=y +8y=0

Pero esta notacion es valida hasta y“’: de este valor en adelante se utilizan nimero arabigos,
expresado de la siguiente manera y®, y® ..., y™ pero la mejor forma representativa dada es
la forma de Leibniz. Ya que permite ver con claridad a las variables dependientes e
independientes, como se muestra:

dx +16x =0

— X =

dt?

En la ecuacidn anterior se observa que "x" es la variable dependiente y "t" la independiente.
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Observacion 2:

e En fendmenos fisicos 0 “de ingenieria” Se utiliza la representacion de Newton o de
puntos. Para indicar derivadas con respecto al tiempo. Asi la ecuacion diferencial,
d?s
ae -
se transforma § = —32.

e En cambio, las derivadas parciales se representan con subindice, que indica. Las
variables independientes, por ejemplo:
0%u d*u _ou
A T
Seria:

Hxx = Hee — 214

1.7 Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales

Las ecuaciones diferenciales tienen muchas aplicaciones en Fisica (modelado de la mecénica),
Quimica (modelado molecular), Biologia (modelado del crecimiento de bacterias). En general,
en cualquier Ingenieria. Un ejemplo particular es el analisis de poblacion, que puede ser de:
humanos, bacterias, animales u otros.

EJERCICIOS RESUELTOS DE MODELQOS

1. Un conjunto de 100 bacterias crece con un ritmo de 10 bacterias méas cada hora. ¢Cuantas
bacterias hay después de 3 horas?

Solucion:

P1. Es un modelo sencillo ya que el razonamiento légico seria:
NUmero inicial de bacterias: 100

Primera hora: 100 + 10

Segunda hora: 100 + 10 + 10 = 110 + 10

Tercera hora: 100 + 10 + 10 + 10 = 120+ 10 = 100 + 30 = 130

P2. El modelo general sera:
Ndmero inicial de bacterias: 100

Tiempo en horas: x
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Crecimiento de bacterias: 10
y =100+ 10x

2. Un conjunto de 100 bacterias crece con un ritmo de crecimiento de 10 bacterias por hora;
ademas, “el crecimiento es proporcional a la poblacion”, esto quiere decir que se tienen 200
bacterias el crecimiento seré de 20 bacterias por hora. Responder a las siguientes preguntas:

¢ Cuantas bacterias hay después de 3 horas?
¢ Cuéntas bacterias hay después de 24 horas?

Solucion:
P1. Con la informacion proporcionada, se plantean los siguientes modelos:
Caso 1
y =100 + 10x
Caso 2.
y = 200 + 20x
P2. Construyendo una tabla de proporcionalidad

Tiempo Poblacion Variacion
Oh 100 100
— =10
10
1h 110 110
10

P3. Los valores de la funcion para h=0 y h=1 son: f(0) = 100; f(1) = 110
P4. Por la condicidn se establece la proporcionalidad de crecimiento,

00 _ o
10
200 _ o
20
P5. Modelando:
B f@a-1) 11
fO=f-D)+——5—=3/C-1)
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B fa-1 11
f(l)—f(1—1)+1—0—ﬁf(1—1)

ey SO 11
() = £(0) + 5~ = T5£(0)

(1) = 100 + 100 _ 1 100 = 110
= _— =
f 10 10

Modelando para 4 horas:

_ fa-v_1 .-
f@) = fa—1D + == (4= 1)

133 11
f(4) =133+ — =-=.133 = 146

10 10
P6. Construir la siguiente tabla:
Tiempo Poblacion Variacion
Oh 100 100
— =1
10 0
1h 110 110
—=11
10
2 121 121
—=121
10 '
3 133 133
T0 - 13,3
4 146
24 984

1.7.1 Problema (ley del enfriamiento de Newton)

Tiene que ver con la velocidad de enfriamiento. Suponga que tiene una taza con té a una
temperatura de 70°C y el ambiente al que se encuentra es 20°C; a medida que transcurre el
tiempo, el té se va enfriando hasta llegar a coincidir con la temperatura del ambiente. Lo mismo
ocurrira con cualquier recipiente que “esté” por arriba o debajo de la temperatura ambiente; en
tal caso el té tendra que irse calentando hasta llegar a la temperatura ambiente. La inquietud

sera ¢Cual es la temperatura después de 5 minutos?

Solucién:
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P1. Considere la taza de té a mayor temperatura 70°C, y suponga que en ese tiempo ahora es
de 40°C. Es decir, disminuy6 en 30°C. Aqui surge otra interrogante, ¢la taza que estaba a 40°
sera que ahora esta a 10°?

P2. La respuesta es incorrecta ya que todos tienen que llegar a la temperatura ambiente,
entonces la interrogante es ¢cudl es la temperatura al cabo de 5 minutos para la taza que estd a
40°? Para resolverlo se utiliza ecuaciones diferenciales, pero se debe estar convencidos que sera
una temperatura mayor a 20° y menor a 40°.

P3. Se observa que se establece una proporcionalidad; segun Zill (2009), la velocidad de
enfriamiento de un cuerpo es proporcional a la diferencia de temperaturas entre el cuerpo y su
entorno, lo que implica que, a mayor temperatura inicial, el enfriamiento ocurre mas
rapidamente, mientras que, a temperaturas mas bajas, el calentamiento se produce con mayor
rapidez.

CONCLUSION: Pueden aparecer otras inquietudes como:
¢Cual es su temperatura a los 10 minutos?
¢ Cuanto tardara en enfriarse hasta 25°C?

1.8 Clasificacion segun el orden

Segun el orden, las ecuaciones diferenciales se clasifican en ordinarias o en derivadas parciales,
y se identifica por la derivada de mayor orden en la ecuacion.

EJERCICIOS RESUELTOS

. .. . . . d
1. Determinar el orden de la siguiente ecuacion diferencial: ﬁ -3y =0.

Resp: Es una ecuacion diferencial de orden 1.

2 3
2. Determinar el orden de la siguiente ecuacion diferencial: ZTZ + 2 (Z—z) — 3y =0.
Resp: Es una ecuacién diferencial de orden 2.
. .. ey . d%y dy dsy
3. Determinar el orden de la siguiente ecuacion diferencial: —St2-+ 5 =3y =0

Resp: Es una ecuacion diferencial de orden 5.

i . a2\ 0 dy dSy
4. Determinar el orden de la ecuacion diferencial: (—2) +2—=+5—=-3y=0.
dx dx dx
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Resp: Es una ecuacion diferencial de orden 5.

5. Determinar el orden de la siguiente ecuacién diferencial:

dZV dV 3
(
dx?

—=) —4y=e¢”
dx) Y
Solucion:

P1. Analizar la maxima derivada que tenga la ecuacion:

Segundo Primer
orden orden
d?y = _rdyy’
(@) -w-e
dx? dx y=e

P2. Por tanto, es una ecuacion diferencial de segundo orden.

6. ¢Cual es el tipo de ecuacion, de cuantas variables depende y cual es el orden?

ou au_

E+a—2u

Solucion:

P1. Ecuacién en derivadas parciales, la funcion desconocida es u(x, t).
P2. Las variables independientes de u es x, t.
P3. El orden de la ED esta dado por el orden de la derivada, por tanto, es de primer orden.

7. ¢Cudl es el tipo de ecuacion, de cuéntas variables depende y cudl es el orden?:
ou 0%u ou

oo Cay v

Solucién:

P1. Ecuacién en derivadas parciales, la funcion desconocida es u(x, y, t).
P2. Las variables independientes de u es x, y, t.
P3. Como el orden da la derivada es de segundo.

P4. Otra forma de escribir u; = uy, — 2u, — u.
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1.9 Notacion de una ecuacién diferencial ordinaria

Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden se escribe como:

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0
Ejemplo:
(y —x)dx + 4xdy =0
De otra manera. Si se considera a “y” como la variable dependiente entonces y” = Z—Z , dando
lugar a la expresion:
d 0

y
— Qy = = —
=x)+ xdx dx

(y—x)+4xy =0
4xy"+y—x=0

En forma general, la ecuacion diferencial de orden “n” en una variable dependiente se denota:
F(,9,9,y",.,y™) =0 (4)

F: representa una funcion de valor real de (n + 2) variables (x, vy,y’, ...,y(”)), en la que

an . Ly , .
y™ = ﬁ . En ocasiones practicas se empleara y™, con las (n + 1) variables restantes se
escribe:

n

2731/ = f(x' »y,y’ ...,y(n—l)) (5)

f: es una funcién continua en los reales y se llama forma normal de (4).
Asi, cuando sea conveniente se usaran las formas normales:

Primera orden:

dy
a_f(xry)

Segundo orden:
2

y ,
E=f(x,y'}’)

Tercer orden:

d3 ;e
o5 = fey,y, v, ete.
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Asi la ecuacion diferencial 4xy” + y = x se representa como:
,_X—Y
YT T

Es facil entenderlo ya que se despeja el valor de y’, asi:
4xy" =x—y
LX)
T 4x

y
1.10  Clasificacion segun la linealidad

Se dice que una ecuacion diferencial de la forma (4) es lineal si F es lineal en
(x, v,y ...,y(")) esto quiere decir que una ecuacién diferencial ordinaria de orden “n” es
lineal de la forma:

an()y™ + ap_; )YV + -+ 4y ()Y + ag(x)y — g(x) =0
O bien:

dny dn—ly dy
an(X) =+ ap 1 () ==+t a () +a )y =g (6
Algunas caracteristicas que tiene las ecuaciones diferenciales lineales son:

1. La variable dependiente y todas sus derivadas son de primer grado; esto es, que el
exponente de todo término donde aparece “y” es uno.

2. Cada coeficiente solo depende de “x”, que es la variable independiente.

Aqui se presentan ejemplos de ecuaciones diferenciales lineales:

a. (y—x)dx+ 4xdy = 0, es una ecuacion diferencial lineal ordinaria de primer orden.
Ademaés, recuerde que (y —x)dx + 4xdy = 0, puede expresarle alternativamente
como: 4xy” +y = x.

b. vy —y"+ 8y = 0, es ecuacion diferencial lineal de segundo orden “y”.

Ly

d ., . .
+x =2 — 5y = e*, es ecuacion diferencial de tercer orden.
dx3 dx

Una ecuacion diferencial ordinaria no lineal simplemente es aquella que no es lineal, las
funciones no lineales de la variable dependiente o de sus derivadas, como por ejemplo sen(y)
0 e”, no pueden aparecer en ninguna ecuacion lineal, por consiguiente:
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1. Analizar la ecuacion:

Existe un término no lineal, y el
coeficiente depende de “y”.

A-y)y +2y=e*

y  —yy' + 2y = e*, ecuacion diferencial de primer orden.

2. Analizar la ecuacion:

No es lineal cuando la variable
dependiente estd acompafiada de una
funcién trigonométrica.

d? S .
d—x)z’ + seny = 0, ecuacion diferencial de segundo orden.

3. Analizar la ecuacion:
El exponente de la
variable dependiente
“y” no es uno.
d*y

+ y? = 0, ecuacion diferencial de cuarto orden.

dx*

1.11 Solucion de la ecuacion diferencial ordinaria

Cualquier funcién @ definida en un intervalo | que posea al menos “n” derivadas continuas en
I, que al sustituirse en una ecuacion diferencial ordinaria de orden “n”, se reduce la ecuacion a
una identidad, es una solucion de la ecuacion en el intervalo.

Intervalo de definicion

El intervalo I tiene los nombres intervalo de definicion, intervalo de existencia, intervalo de
validez o dominio de la solucidn y puede ser un intervalo abierto (a, b), cerrado [a, b], infinito

(a, ®).

EJERCICIOS RESUELTOS

o 4 o e ., d L
1. Compruebe que la funcién y = % sea solucion de la ecuacion diferencial ﬁ = xyz en
el intervalo ]—oo, oo].
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Solucién:

P1. Una forma de comprobar que la funcion dada es solucion, si al sustituir las ecuaciones son
equivalentes, para todo “x” en el intervalo.

- . . dy _ 1 . x3

P2. Lado izquierdo: = @) ==
1 x4 (%) x2 x3
P3. Lado derecho: xy(E) = x (E) — 5 (T) =z

Otra forma para comprobar es:

P1. Establecer la ecuacion diferencial:

4
P2. Derivar la funcion y = ’16—6:

dy 1 3 X
FE TS iy

P3. Sustituir el resultado del paso P2 en el paso P1:
dy 1
— —xy2=0
dx Xy

Resolver:

Verificando que es solucion.

2. Compruebe que la funcidén y = xe* es solucion de la ecuacion diferencial y” — 2y " +y =
0.En el intervalo ]—oo, oo

Solucién:
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P1. Se determina primero las derivadas de y’e y”, de la funcion y = xe*. Aplicar logaritmos
a la ecuacion y aplicar sus propiedades:

Iny = Inxe*

Iny = Inx + Ine*

Iny =Inx +x
Derivar:
A
y
=y (z+)
y =Yy o

Sustituir el valor de “y”:
1
y'=xex(;+1> =e* + xe*

De igual manera se determina la segunda derivada:

y’ =xe*+2e*
para todo "x" en el intervalo. Sustituyendo sus valores se tiene:
y' =2y +y=xe*+2e*-2(xe*+e*)+xe*=0

Eliminado los términos semejantes en el lado derecho, se tiene el valor de “0”.

Conclusion LI = LD .. 0 = 0; por tanto, si es solucion.

Nota: La solucion de una ecuacion diferencial que es idéntica a cero en un intervalo I, se llama
solucion trivial.

OBSERVACION

La gréafica de una solucion ¢ de una ecuacion diferencial ordinaria se llama curva solucion.
Como ¢ es una funcién diferenciable, entonces es continua en su intervalo de definicion |I.
Por consiguiente, puede haber una diferencia entre la gréafica de la funcién ¢ vy la grafica de la
solucion ¢ . Dicho de otra manera, el dominio de la funcién ¢ no necesita ser igual al intervalo
de definicion.

ACTIVIDAD 2
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Verificar si la funcion es solucion de la ecuacion diferencial.

1. Lafunciény = % es solucion de xy” + y = cosx.

2. Lafunciény = x (fex—xdx + C) es solucion de xy’ — y = xe*.
3. Lafunciony = é es solucion de y’ — ytagx = 0.
4. Lafunciény = —ﬁ es solucion de y' = 3y2.

5. Lafunciony = e* [ et"dt + Ce* es solucion de y' — y = e**+*".
EJERCICIOS PROPUESTOS
Verificar si la funcion es solucion de la ecuacion diferencial.

1. Lafuncion y = e ¢(semx) gs solucion de xy” = ytan(Iny).
2. Lafuncién y = vx2 — Cx es solucién de (x? + y?)dx — 2xydy = 0.

y = t(1 + sent) + cost

3. Lafuncion {
x = Int + sent

es solucion de x = Iny” + seny’.

y

4. Lafuncion x = yeY*1 es solucién de y = —=——.
y y
x(Inx—Iny)

5. Lafuncion x3 — 4x?y + 2xy? — y3 = 0 es solucion de
(3x% — 8xy + 2y?)dx — (4x? — 4xy + 3y?)dy = 0.

APORTE AL RAZONAMIENTO

EJERCICIO DE ANALISIS

Aplicacion: Dominio contra intervalo de definicién

. -, 1 ,y- .
Considere la funcion y = - valida para todos los valores reales “x”, excepto 0, que, al graficar
mediante un muestreo cuidadoso, pueda determinar la ecuacion diferencial.

Solucién:
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Deben entenderse claramente que en x = 0, existe una asintota vertical, dado que no hay
division para cero.

e 1
P1. Trazar la grafica de f(x) = -
Figura 4
Representacion del Dominio.
X f(x) X f(x) ' T
3 |[-033| o i
-2.75 | -0.364 | 0.125 | 8.000 o

-25 | -0400 | 0.25 | 4.000 o}
-2 -0.500 0.5 2.000 1A

175 | 0571 | 075 | 1333 iR
15 | -0667 | 1 | 1.000 i IEEhe==rmn)
425 | 0800 125 | 0800 [ Tt

-1 -1.000 15 0.667
-0.75 [ -1.333 | 175 | 0571

05 [ 2000 2 | o500 \
025 | -4000 | 25 | 0400 !
0125 | -8000 | 275 | 0.364 )

0 3 | 0333 l

1 ., -7 . . . .
P2. Por otra parte y = ~,esuna solucion de la ecuacion diferencial lineal de primer orden de:

xy'+y=0

P3. Aclarando que la restriccion del intervalo es cualquier punto que no involucre a cero.
Derivando la funcion y = x™1, se tiene y' = (—1)x"2dx.

Luego, sustituir en la ecuacién diferencial y se tendra la igualdad:

xy'+y=0
1
x(—x)"2+-=0
1 1
——4+==0
X X
0=

P4. Por ejemplo, el lado derecho de la funcion es una comprobacion de la ecuacion diferencial
esta bien determinada.

Figura b
Comportamiento derecho.
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A X fix)
0

| 0.123 | 8.000

| 023 | 4.000

\ 03 2.000

-\ 075 | 1.333

| 1 1.000

i e k 43354 [t pinet 182 125 | 0.800

G wwy e Rmey Tema S TN TeSuY TREEE 1.3 0.667

; 173 | 0371

2 0.500

H 23 0.400

275 | 0364

‘| 3 0.333

1.12 Soluciones explicitas e implicitas

El objetivo de esta seccion es identificar las funciones explicitas e implicitas con criterio l6gico,
para ello es importante las siguientes definiciones:

1. Funcion explicita: cuando la solucién de la variable dependiente se expresa tan sélo en
términos de la variable independiente, por ejemplo, paralaformay = ¢(x), es posible manejar,
evaluar y diferenciar empleando las reglas establecidas (Apdstol, 2002).

2. Funcién implicita: cuando las funciones no llevan a la forma y = ¢(x). Especialmente
cuando se trata de resolver ecuaciones diferenciales no lineales de primer orden, se toma la
forma G (x,y) = 0, que defina una solucion de ¢ (x) implicitamente (Apostol, 2002).

3. Otra definicion de funcién implicita, indica que una relacion G (x,y) = 0 es una solucion
implicita de una ecuacion diferencial ordinaria. Si F(x,y,y’,y", ..,y™) = 0, en un intervalo

I. Siempre que exista al menos una funcion ¢@(x) que satisfaga tanto la relacién como la
ecuacion diferencial en | (Zill, 2009).

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Verificar si la relacion x? + y? = 25 es una solucién implicita de la ecuacion diferencial

g .
2 = _Z ‘enelintervalo (-5,5).
dx y
Solucion:

P1. Aplicar la definicion de derivada implicita para obtener:

37



Ecuaciones diferenciales. Teoria, practica y resolucion de problemas

Jaime Rodrige Guilcapi Mosquera, Mayra Alexandra Viscaino Cuzco y Freddy Geovanny Benalcdzar Palacios

;—x x?) + dd—yyz = d(25)
Es decir, derivando con respecto a la variable que se indica, se obtiene:
2x +2yy" =0

Despejar y’, de la ecuacion:

i 2x

YTy
Sustituir el valor de:

dy

dx =Yy
Queda demostrado, que:

dy x

dx "y

P2. Por tanto, toda expresion de la forma x2 + y? = ¢, ¢ > 0 satisface normalmente este tipo
de ecuaciones.

ou _ o

at  ax?
Solucion: Para demostrar lo que se pide, se debe realizar la derivada parcial con cada una de
las variables por separado.

2
2. Demuestre que u(x,t) =t + % es una solucion para la ecuacion del calor

a
P1. Calcular a—’:, en este caso "x" es constante:

ou(x,t) it + dx2
ot 2
du(x,t)
71
at

az memn
P2. Calcular ﬁ, en este caso "t" es constante:

Primera derivada:

U oy g™
0x 2
du(x,t)
ox x
Segunda derivada:
0%u(x,t)
2x
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P3. Sustituir los resultados en:

au_azu
ot  dx2
1=1

P4. Obtenida una igualdad, se concluye que si es solucion de la ecuacion del calor.

3. Demuestre que las siguientes funciones son soluciones de la ecuacion de Laplace u(x,y) =
e*cosy.

2%u
37 = 0, otras formas de representar:

Au=20
B 0%u N 0%u
C0x2  0y?

., 0%u
La ecuacion del Laplace es Fyel

Au

0%u

%u
2
En forma nafla V= —— + 372

Solucién: para demostrar lo que se pide, se debe realizar la derivada parcial con cada una de
las variables por separado.

aZ n,..n - -,
P1. Calcular ﬁ, en este caso "y" es constante de la primera funcion:

u(x,y) = e*cosy

Primera derivada:

%ﬁ;}/) = de*cosy
M = e*cosy
0x
Segunda derivad:
2
% = de*cosy
ou’(x,y)
ez~ e cosy

62 n_.n - -,
P2. Calcular, ﬁ, en este caso "x", es constante de la primera funcion:

u(x,y) = e*cosy
Primera derivada:
ou(x,y)

3y = de*cosy
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dy Y
Segunda derivada:
ou®(x,y) y
a—yz = de*seny
out(x,y)
oz e*cosy
.o 0%u 9%u
P3. Sustituir, 32 9 0

0 = e*cosy — e*cosy
Se concluye que si es solucién.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Demuestre que las siguientes funciones son soluciones de la ecuacion de Laplace:
1. u(x,y) =e*cosy
2. u(x,y)=2+x%—y?
3. ulx,y) =In(x?+y?)

1.13 Familias de soluciones

El estudio de ecuaciones diferenciales es semejante a la del célculo integral. A veces, a una
solucidn ¢ se le llama integral de la ecuacién y a su gréfica, curva integral o curva solucion.

En el calculo, al evaluar una antiderivada o una integral indefinida, se emplea una sola constante
c de integracion, en forma similar, al resolver una ecuacion diferencial de primer orden:

F(x,y,y) =0

En general. Se tiene una solucion con una sola constante arbitraria o parametro ¢. Una solucion
con una constante arbitraria representa un conjunto de soluciones:

G(x,y,¢)=0
y se llama familia monoparameétrica de soluciones.

Al resolver una ecuacion diferencial del orden:

F(x, v,y ...,y(”)) =0
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se busca una familia n-paramétrica de soluciones:

G(x,y,¢1,Cy e, Cp) =0

Esto indica que una sola ecuacion diferencial puede tener una cantidad infinita de soluciones
que corresponden a las elecciones ilimitadas del pardmetro o parametros.

Solucién particular:
Cuando la ecuacion diferencial no tiene parametros arbitrarios, este concepto se ilustrara con el
siguiente ejemplo:

1.14  Problemas modelo y propuestos

EJERCICIO RESUELTO

1. Comprobar que la familia monoparamétrica y = cx — xcos(x), es una solucion explicita de
la ecuacion lineal de primer orden xy” — y = x?senx, en el intervalo ]—oo, .

Solucion:

P1. Se habla de una solucién singular cuando la ecuacion diferencial posee una solucién que
4

no es miembro de una familia de soluciones, por ejemplo, se tiene que y = ’16—6 e y=0son
soluciones de la ecuacion diferencial:

. En el intervalo ]—oo, o[

P2. Se demostrara que esta ecuacion posee la familia monoparamétrica de soluciones:

2
x? N
=|—+cC
Y=\%
4
Cuando ¢ = 0, la solucion particular resultante es y = ’1“—6 pero observe que la solucion trivial

2 2
y = 0, es una solucion singular, debido a que no es miembro de la familiay = (XT + c) no hay

forma de asignar un valor constante ¢ para obtener y = 0.

2. De las ecuaciones planteadas, indique cuél de ellas representa una ecuacion ordinaria y
cuéales ecuaciones diferenciales parciales.

dzx 2
a. m——o= —kx, donde k = mw
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g L2 20
T 9t? 0x2
Solucion:

Los literales a y ¢ son ecuaciones diferenciales ordinarias que cumplen con la condicion de que,
si una ecuacion sélo contiene derivadas ordinarias de una 0 mas variables dependientes con
respecto a una sola variable independiente, entonces estas son ecuaciones diferenciales
ordinarias.

Los literales b y d son ecuaciones diferenciales parciales que cumplen con la definicion de que,
una ecuacion que contiene las derivadas parciales de una o mas variables dependientes, respecto
de dos o0 mas variables independientes se llama ecuacion diferencial en derivadas parciales.

3. Determine cual es el orden de las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias.

d*y dy
X = _ =
a. e St senx——=x

b.

) -2() 4=
(dx3 2 dx txy=0
Solucion:
d? d T . .
a. e* d—;z’ + senxd—z = x, ecuacion diferencial de segundo orden y de primer grado.

3 2 4
b. (%) -2 (Z—i) + xy = 0, ecuacion diferencial de tercer orden y de grado dos.

4. Verificar que las funciones y; = e*, y, = coshx son soluciones de la ecuacion diferencial
Y —y =0

Solucién:
P1. Considerar la funcion, y; = e* su primera deriva es y’; = e*, su segunda derivada

y//l — ex.
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P2. Sustituyendo en la ecuacion:
y' —=y=0
eX—e*=0

P1. Considerar la funcion, y, = coshx su primeraderivaes y’, = senhx, su segunda derivada
y”’, = coshx. Reemplazando en y”" — y = 0 se tiene coshx — coshx = 0

5. Verificar que la funcion y = ¢(x) = e*" [ e " dt + e es solucién de la ecuacion
diferencial y* = 2xy + 1.

Solucién:
P1. Hallar la primera derivada de y = p(x) = e** [ e~*"dt + e*". Entonces,

X X
y' =e*d j e tdt + J e dtde®” + de*”
0 0

X
y =@ (x)=e. e + erxzj e t’dt + 2xe*”
0

NOTA: Por el teorema fundamental del calculo [ e™*"dt = e™*"

P2. Reducir términos semejantes para tener: y’ = ¢"(x) = 2xe® [ e 'dt + 1+ 2xe*’

P3. Reemplazar la primera derivada en y* = 2xy + 1, se obtiene:

X X
erxzj e~ dt + 1+ 2xe*’ — 2x <ex2J e t’dt + ex2> =1
0 0
X

X
erxzj e tdt + 1+ 2xe** — 2xe*’ f e t’dt +e* —2xe* =1
0 0

1=1
P4. Se concluye que si es solucion la funcion.

6. Encontrar la ecuacion diferencial cuya solucion general es y = C;cos(x + C5).

Solucién:
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P1. Se debe determinar que la derivada mas la funcion dada sea cero; por tanto, se parte de la
funcién y = C;cos(x + C,),y de esta determinar su primera derivada.

y = —Cisen(x + C,)
Si se suma la funcion con la derivada no se anula, como puede verificarse.

P2. Derivar otravez y”" = —C,cos(x + C,), se observa que con este valor se anula:
Y +y=0
7. Encontrar la ecuacion diferencial cuya solucion general es y = Cie™ + C,e 3%,

Solucion:

P1. Determinar que su derivada mas la funcion dada sea cero:
y=Ce ™™+ Ce™3*

P2. Antes de proceder a realizar las derivadas, dejar a C; sin variable asi:

_ -1 —3x
y—ex+Cze

ye* = C; + C,e™%*
P3. Derivar en forma implicita:
yde* + e*dy = dC, + C,de™**

ye*dx + e*dy = —2C,e **dx
2x

ye* + e*y' = —2C,e”

P4. Igual que en el paso P2, se dejaa C, sin variable:

—2C,
er

ye* +e*y' =

ye3* + e3¥y’ = -2,

P5. Derivando por segunda vez se tiene:
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yde3* + y'de3* + e3*dy + e3*dy’ = —d2C,

3ye3* +3y'e3* + 3%y + 3%y =0

3y’e3* + ey + 3e3*y + €3y =0

Eliminando, e3*se tiene,
3y +y"+3y+y =0

Reduciendo términos semejantes:

3y +y " +3y+y =0

vy '+4y" +3y=0
A continuacion, se presenta otra forma de solucionar:

P1. Encontrar sus derivadas primera y segunda:

y = Cle_x + C28_3x
y, = _Cle_x - C26_3x
y’ =Ce ™ +9C,e 3

—y+Ce*+Ce =0
_y” + Cle_x + 9C29_3x = 0

P2. El sistema tiene solucion si el determinante es igual a cero, en efecto:

—y e—x e—3x
-y —e™™® —3e 3| =0
-y eX 9e~3%

4x _ y"e—4-x _ 3ye—4x + 9y'e—4x =0

9ye ™ + 3ye ™ —y'e”
6ye ™ + 2y e " + 8y’'e ™ =0
207" (By+y " +4y) =0

Yy ' +4y +3y =0
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8. Encontrar la ecuacion diferencial de la familia de parabolas. Las que tienen su vértice en el
origen y sus focos sobre el eje “y”.

Solucién:
P1. La ecuacion de esta familia de parébolas es:

x?=4py (1)
P2. Donde los elementos desde el punto de la geometria analitica.
El vértice es V (0,0) y el foco F (0, p).
P3. Como el parametro es p, es decir es una constante; entonces se despeja:

x? A
- = p
y

P4. Eliminar el término 4p, por ser constante, es decir su derivada es cero:

2xy — x2y’
yy2 Y _ o
P5. Realizando las operaciones algebraicas, se obtiene:

x(2y —xy’) _ 0
yZ

xQy—xy)=0
P6. Aplicando la ley del anulamiento: a * b = 0.
x=0 o 2y—xy'=0
P7. La ecuacion diferencial solicitada es:

xy =2y

P8. De acuerdo con estos datos la grafica pedida es:

Figura 6
Familia de parabolas.
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1.15 Aplicacion de las ecuaciones diferenciales a problemas fisicos

Se debe considerar que un problema de este tipo proviene de diferentes fuentes las cuales

pueden ser mecénicas, eléctricas, quimicas, etc.

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Se sabe que los objetos en caida libre cercanos a la superficie de la tierra tienen una
aceleracion constante g. Ahora, la aceleracion es la derivada de la velocidad v y esta a su
vez, es la derivada de la distancia s. Si se considera la posicion vertical hacia arriba como

.- . d? ., . . . . .
positiva, se tiene d—tj = —g, que representa la ecuacion diferencial de la distancia vertical

recorrida por el cuerpo que cae.

Observacion: se da el signo menos, puesto que el peso del cuerpo es una fuerza de direccion

opuesta a la direccién positiva de la gravedad.

2. Unalancha que pesa 500 kgf se desliza por un plano inclinado 5°. Si la fuerza de rozamiento
que se opone al movimiento es de 20 kgf y la resistencia del aire expresado en kilogramos
fuerza equivale a 0.05 veces la velocidad en centimetros por segundo, hallar la ecuacion

del movimiento.

Solucién:
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Figura7
Representacion de las fuerzas.

Wy v
W=500 kgf

En la Figura 7, se muestra a la lancha sobre un plano inclinado del cual se pueden extraer los
siguientes datos:

F= Componente de peso en la direccion del movimiento.
Fr=Fuerza de rozamiento.
F,=Resistencia del aire.

P2. Por la segunda ley de Newton se tiene la suma de fuerzas en la direccion del
movimiento=(masa)(aceleracion); es decir se tiene:

W,—Fg—F,=m.a (6)
Donde Wx = 500kgfsen5° = 43,6 kgf
Fgr = 20 kgf

F, = 0,05v
500

™= 981

P3. Tomando en cuenta que se tiene los valores de: v=velocidad, a=aceleracion y m=masa se
reemplazan los datos en (6).
F,—Fp—F,=m.a

43,6 — 20 — 0,050 = 220
’ OV =981 ¢

23,6 — 0,050 = 2q
981
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-, . d -,
P3. La aceleracion se define a = d—’;, por lo que la ecuacion (2) se transforma:

5Oo(dv>+05 = 23,6
981 \dt) T OV T 4

Conclusién: Es la ecuacion diferencial del movimiento.

3. Segun la ley del enfriamiento de Newton, la velocidad a la que se enfria una sustancia al aire
libre es proporcional a la diferencia entre la temperatura de la sustancia y la del aire, obtener la
ecuacion diferencial respectiva.

Solucién:

P1. Considerar los siguientes datos:

T = Temperatura de la sustancia en el instante t.

Ta= Temperatura del aire.

ar . . .
e Velocidad a la que se enfria una sustancia.

P2. De esta Ultima condicidn se tiene:

ar _ k(T —T,), k>0
dt a’

Conclusion: La ecuacion obtenida, es la ecuacion diferencial pedida, donde k es la constante
de proporcionalidad.

Observacion: El signo menos, se debe a que la temperatura de la sustancia disminuye al
transcurrir el tiempo.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Determinar el orden de las siguientes ecuaciones diferenciales.

2
a. x2%+x3—z+2y=senx
2
b. (1+y2)3732/+3x2—3:+5y=29x
dly _gdy Ay ,dy _
C. -5 3dx3+dx2 de+6y—1

dy 2 _
d. dx+5xy =0

2. Encontrar la ecuacion diferencial cuya solucion general es la familia de circunferencias:
(x—a)*+ (y—b)? =r?
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en el plano xy, siendo a, b, reR.

Resp. (1+y2)y” =3y.y~

3. Hallar la ecuacion diferencial de la familia de circunferencias en el primer cuadrante,
tangentes a lasrectasx = 0 y y = 2x.

Resp. (x — (V5= 2)y) (1 + y?) = [(V5 - 2)(x + )]’

4. Considere el circuito en serie que consta de un inductor, un resistor y un capacitor. La
segunda ley de Kirchoff dice que la suma de las caidas de voltaje a través de cada uno
de los componentes del circuito es igual a la tension E(t) aplicada. Si se llama q(t) a la
carga del capacitor en un instante cualquiera, entonces la corriente i(t) determine la
ecuacion diferencial.

d*q dq , q _
Resp. L o R i E(t)

5. De las opciones de la siguiente tabla aparee la ecuacién diferencial con su solucion

general:

Problemas Soluciones
y =x%+ Cie* + C,e™%* Yy +y —2y=2(14+x—x?)
y = C1e**cos3x + C,e**sen3x Yy —4y +13y =0
y=ex2(Cl+Czje‘x2dx) y'—2xy =2y =0
y=Cx+Ce™ x+1D)y " +xy"—y=0

6. Encontrar la ecuacion diferencial de la familia de rectas que pasan por el origen.
Resp.xy"—y =0
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Resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDO) de primer orden y de primer grado

A las ecuaciones diferenciales de este tipo se las representa, como: F (x y, %) =0 (1).

Esta ecuacién no indica la relacion entre la variable independiente "x", la variable dependiente

"y",y su derivada (Z—i).

De la ecuacion diferencial F (x, y, Z—i) = 0, despejar la derivada para obtener Z—Z =g(x,y).

2.1 Objetivo
Determinar los distintos métodos de resolver las ecuaciones diferenciales ordinarias de

primer orden y de primer grado.
e Identificar el método apropiado de resolucion conociendo la ecuacion.

e Analizar su campo de aplicacién en la ingenieria.

2.2 Métodos de resolucion
1. Ecuacidn diferencial de variable separable

M(x)dx + N(y)dy =0
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2. Ecuacion diferencial reducible a variable separable
Z_z = f(ax + by + C), sustitucion z = ax + by +c

3. Funcion homogénea f(Ax,Ay) = A*f(x,y).

Aplicar u =2;y = ux; dy = udx + xdu

X

4. Funciones Reducibles a homogéneas

. d ax+by+c . .
e Sitiene la forma ﬁ = f( 4 ) si son paralelas no aplica.

aix+biy+cq
e Sino son homogeéneas se aplicay = z%.

5. Funciones Exactas

aM(xy) _ ON(xy)
ay T ax

Comprobar que se cumpla:

6. Factor de Integracion u = e~/ f®dx; o — ¢~/ 7 O)dy

2.3 Primer método de resolucion

2.3.1 Ecuaciones diferenciales ordinarias de variable separable

Se parte de la ecuacion diferencial ordinaria de primer orden y de primer grado:
dy
I = 9y)

Y se la expresa en la forma:

M(x)dx + N(y)dy =0 (2)
Donde M es una funcion sélo de x y N es una funcién sélo de y, entonces a la ecuacion (2) se

denomina ecuaciones diferenciales ordinarias de variable separable y la solucion general
se obtiene por integracion directa, es decir:

fM(x,y)dx+fN(x,y)dy =f0dx

Donde se tiene:
fM(x,y)dx +fN(x,y)dy =C

donde C es la constante de integracion.
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EJERCICIOS RESUELTOS:
1. Resolver la siguiente ecuacion diferencial (y? + xy?) Z_Z + (x2—x%y)=0
Solucion:
P1. Expresar en la forma:
M(x)dx + N(y)dy =0
2 + xyDdy + (x* — x%y)dx = 0
realizar la separacion de variables:
y2(1+ x)dy + x*(1 — y)dx = 0
y2(1 + x)dy = —x?(1 — y)dx

y2dy N x?dx
1-y) (1+x)

f (f—df/frf (fji) =] 0dx

Para facilitar la integral dividir los polinomios,

P2. Integrar,

2

(
J(l—y)__y_lJr—yL

2

L (1)fl-x) B

Sustituyendo:

[yt v 22 [tn— faxe [ 25— [oa

—y?—y ln(l—y)+——x+ln(1+x)—

X2 y?
7—7—x—y+ln(1+x)—ln(1—y)=K

xz_yz

2

(x + +l<1+x K
x+y)+in|7 y)—
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1+
(xz—yz)—Z(x+y)+Zln(1_;>=2K

(x+y)(x—y)—2(x+y)+2[n(1+;>=2K

(x+y)(x—y—2)+21n(1t;>=C
1+x _C—(x+y)(x—y—2)
ln(l—y)_ 2

2

_ 1 1+x
Y =17\ "cemar-—2>
e 2

Se entiende que es una funcion implicita.

1+x _
Gy | =17V
e

., . .. d
2. Resolver la ecuacion diferencial d—i =(1+y?).e*

Solucion:

P1. Expresar en la forma M(x) dx + N (y) dy =0. En efecto.

dy _ oty
a+yn ° %

[awim= [

arctg(y) =e*+C

P2. Integrando se tiene:

y=tg(e*+C)
3. Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

e*secydx + (1 + e*)secy.tgydy =0,y =60 six =3
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Solucion:
P1. Expresar en la forma:
M(x)dx+ N (y)dy =0

P2. Dividiendo la ecuacion para sec(y) se tiene:

1
x dx+ (1+e* .tgydy = 0] —
[e*secydx + (1 + e*)secy.tgydy ]Secy

e*dx + (1 +e*)tgydy =0

e’ +tgydy =0 (1
P3. Integrando:

e*dx
Gren ) 0

Luego, integrar por sustitucién de variable:

Calcular la primera integral,

e*dx {u = 1+e*

(1+e%) ~ ldu = e*dx

du
f7 = lnu = [In(1 + %)

De manera similar resolver la otra integral.

_ pseny u = cosy
[ tgydy = fcosy dy = {du = —senydy
du I = —I
— = ~lnu = —Incosy

Se sustituye en la EDO general:

In(1+ e*) = Incosy + Ink
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P4. Sustituyendo en la ecuacion del paso P1, se tiene:

In(1 + e*) — Incosy = Ink

1+e*

n( >=lnk
cosy
1+e*

=k
cosy

1+ e* = kcosy
1+ex_

. = cosy
1+e*
y=arccos< " )

P5. Reemplazando los valores iniciales:

i <1 + 63)
= arc cos

3 k
T 1+¢€3
cos(§)=< X >
1+¢€3
cos60
1+¢€3
T =
2
k=2(1+e?

P6. Sustituyendo el valor de k en la funcién solucién:

1+e* )

y =arccos (m

4. Encontrar la solucién al problema de valor inicial.

dy
= (1+y2e*y(0) =1

Solucién:
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P1. Expresar en laforma M(x)dx + N (y)dy =0

d
Enefecto: —=— = e*dx
1+y

P2. Integrando se tiene:

dy X
fl_l_yz—fe dx

arctgy = e*+C

P3. Sustituyendo en -2 = e*dx, se tiene:
1+y

arctgy = e*+C
y =tg(e*+0C)
P4. Reemplazando los valores iniciales:
1=tg(e®+C)
1=tg(1+C)

arctg(1)=1+C

Te1+cC
i

T _1=c¢
1=

., dy  3x%+4x+2
5. Hallar la solucién de — = ——.
dx 2(y-1)

Solucién:
P1. Expresar la ecuacion en la forma:
M(x)dx+ N (y)dy =0

2(y—1)dy — (3x2 +4x +2)dx =0
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P2. Integrar las funciones:

Zf(y— 1dy = f(3x2 + 4x + 2)dx

y2—2y=x3+2x*+2x+C
P3. Expresarla como funcién:
y2—2y+1=1+4+x3+2x2+2x+C

(y—1)%2=1+x3+2x2+2x+C

y—1=y1+x3+2x2+2x+C

y=1++J1+x3+2x2+2x+C
Los otros problemas deberéa resolverlos el estudiante:
ACTIVIDAD 3
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales por variables separables:

1. Hallar la solucion de (1 + y?)dx + (1 + x?)dy = 0.
Resp.x +y =C(1—xy)

2. Hallar la solucion de ylnydx + xdy = 0, parax = 1;y = 1.
Resp.y =1

3. Hallar la solucion de.
(xy? —y2+x—1Ddx + (x’y —2xy+ x>+ 2y — 2x + 2)dy = 0
Resp. (x? — 2x + 2)(y? + 1)e?%rctd®) = ¢

EJERCICIOS PROPUESTOS
1. Encontrar todas las soluciones posibles de 2—3; =1+—.
Resp.y —arctg(y) =t+c
2. Encontrar la solucion particular de Z—z = % y(1) = 2.

3+x?2
Resp.y = —
3. Encontrar la solucion de: ylnydx + xdy = 0; y = 1;x = 1.
Resp.y =1
e
4. Encontrar la solucion particular de & =%
dx y+eX

Resp. y2 —x2+2(e? —e™*)=C
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5. Encontrar la solucién particular de:

(xy? —y2+x—1Ddx + (x’y —2xy+ x>+ 2y —2x+ 2)dy =0
Resp. (x% —2x+2)(y? + 1)e?t9Y = K

2.3.2 Ecuaciones diferenciales ordinarias reducibles a variable separable

. . . d
Las ecuaciones diferenciales de la forma: d_i = f(ax + by + c) (@)

Donde a, b y c son constantes, no son de variables separables, por lo que para resolver este tipo
de ecuaciones diferenciales se transforma a una ecuacion diferencial de variables separables,

mediante la sustitucién z = ax + by + c. De donde diferenciando de tiene:
dz = adx + bdy + dc

dz = adx + bdy

. dy.

Ahora, despejando -
dz dx dy

a=aa+ba

dz b dy

dx TP ux
(dz ) . dy

dx )T Vax

dy 1 (dz )

dx  bl\dx
Que al remplazar en (2) se obtiene una nueva ecuacion diferencial que es de variables separables
asi:

10 =5(g0)

Expresarla en la forma ordinaria: M(x)dx + N(y)dy = 0
de donde;

dz
a+bf(Z):a
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Obteniendo el proceso para las variables separables

dz —d
atbf(z)
dz dx = 0

a+bf(z) 7

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Resolver la siguiente ecuacion diferencial (x + y)%y” = a?

Solucion:
P1. Expresarenlaformaz =x +y

P2. Derivando dz = dx + dy, se obtiene %. Para eso se divide la ecuacion para dx.

dz dx dy

dx dx ' dx

dz dy

ot
Despejando,

dy dz

dx dx

P3. Reemplazando en la ecuacion diferencial (x + y)%y” = a?.

dz
2 __1 — 2
z (dx > @

Se tiene:

P4. Separar las variables:

(dz 1) _a
dx T z2

dz a?
x2t!
dz a?+ z?
dx 72
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P5. Integrando las funciones,

[ ()= [ a

Dividir —— para facilitar la integral:
72 a?
z2+a% z% + a?

sustituir en la integral:
f P P f d
72 + a2 Z= x
Aplicando la propiedad distributiva:
a’dz
de‘f;::ﬁ=de
dz
fdz—af 7 a2 fdx

z— a? Earctg (Z)] =x+C
zZ—a (arctg (2)) =x+C

(aretg (%)) =x+

P7. Reduciendo términos semejantes:

y—a (arctg )
+
y+C—a<arctg< ))
y+C < x+y
—=\arctg ( )
a a

P6. Sustituir z = x + y:

x+y

62



Ecuaciones diferenciales. Teoria, practica y resolucion de problemas

Jaime Rodrigo Guilcapi Mosquera, Mayra Alexandra Viscaino Cuzco y Freddy Geovanny Benalcazar Palacios

tg(y+C>

(x+y>
a a
y+C

a.tg(T)=x+y

—at (y+C)
y=a.tg " b

2. Resolver la siguiente ecuacion diferencial (x + y)? =y’

Solucién:
P1. Expresar en laformaz = x + y.
P2. Derivando dz = dx + dy:

dz dy
& T
Despejando,
dy _dz_,
dx dx
P3. Reemplazando en la ecuacidn diferencial (x + y)? =y~ se tiene:
dz
#=(z1)

P4. Aplicar la separacion de variables:
M(x)dx + N(y)dy =0

dz
2 ([ 1
z (dx )
dz

—=2z"+1
dx z

dz
z2+1

dz
fzz+1:fdx

arctg(z) =x+C

=dx

P5. Integrando:
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P6. Sustituir z:
arctg(x +y)=x+C
x+y=tglx+C)
y=tglx+C)—x
3. Resolver la siguiente ecuacion diferencial (2x — 2y + 2)3 = y".

Solucién:

P1. Expresar en la forma.
z=2x—2y+2

P2. Derivando la funcién de P1.

dz dy
dx dx
Despejando el valor de Z—z.
dy dz
2—=2——
dx dx
dz
dy 2" dx
dx 2

P3. Reemplazando en la ecuacién diferencial.
x—-2y+2)3 =y

El valor de z:
dz
z3 = ‘&
2
P4. Separando las variables:
dz
223 =2——
z dx
dz
2-27%=—
z dx
2(1 3N dz
( z ) - d

64



Ecuaciones diferenciales. Teoria, practica y resolucion de problemas

Jaime Rodrigo Guilcapi Mosquera, Mayra Alexandra Viscaino Cuzco y Freddy Geovanny Benalcazar Palacios

Observe que una solucion de esta ecuacion es z = 1. Ya que al sustituir este valor

dZ_O
dx
dz = 0dx

Integrando:

Determinar el valor C.

Sustituir el valor z y el valor de C:

2x—2y+2=1.
2x+1=2y

_2x+1
Y=

Para z # 1:
2(1—2z3dx =dz
dz
-z

f dz —ZId
1—23 x

dz _ p
j(l—z)(1+z+zz)_ 33J x

2dx

P5. Integrando las funciones:

P6. Resolver por descomposicion de fracciones parciales, como se indica:

j dz _J dz + Bz+C d
1-2)1+z+2z2) J1-z z (1+z+2?%) z
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Sacar el m.c.m.
1 _ A N Bz+C
(1-2)1+z+2z2) 1—-z (1+z+2z2)

1 A +z+2*)+(Bz+0)(1-2)
(1-2)(1+z+22) 1-21Q+2z+2z?
Se tiene entonces,

1=A1+z+2z%)+(Bz+C)(1—2)3333
1=Az+Az+A+Bz—Bz>+(C—Cz
0z24+0z+1=(A—-B)z?+(A+B—-C)z+A+C
Si z = 1 se reduce,

1=41+1+1)+Bz+0C)(1-1)

1=34
A_1
3

Construir un sistema de ecuaciones:

0xz2+0*xz+1=22(A—-B)+z(A+B—-C)+A+C
A—B=0 A=B
A+B—-C=0;->{A+B—-C=0
A+C=1 1-4=¢C

1 e .
Como A= 5 sustituiry se obtienen los otros valores:

(1

1 =—

( 5_1 ) [A=3
3 1
!A+B—C=0La<3=—>
L : J :
1-=-=C 2

3 ¢ =3

Sustituyendo estos valores en la integral:

f dz _f A N Bz+C
1-2)1+z+2z2) J1-2z (1+z+2?%)
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z 2

_+_
3 3
Zdz+f(1+z+zz)dz

| |l =

,f(l—z)(fj-z+zz):f1

2@ +2)
(14+z+2?%) z

| [l =

dz B p
f(l—z)(1+z+zz)_f1 z Z

f dz _1f dz +1J zZ+ 2 p
(1-2%) 3)1-2z"'3 z

1+ z+ z2

dz 1( dz 1 2(z+2)
| aes=5] 1+ 73) dz
1—-23) 3)J1—2z 3%2)1+4+z+2z?

j dz _ 11(1 )+lj 2z+ 4 p
1-2z3) 37276 0rz+0%

dz 1 1(2z+1)+3
f(1—z3)‘_§ln(1_z)+8f(1+z+22) z

dz 11 " 1 (22+1)d 1 3dz
J(l—z3)__§ n( _Z)+g z2+z+4+1 Z+6J

6) z2+z+1

j dz___ 11(1 )+1l(2+ +1)+1J dz
(1—z3) 3 - #Tgmz T2 2) 22+z+1

f z___ 11(1 )+1l(1+ +2)+1f dz
(1—z3) 3 v 2T gMET2r 2% | 2+ 1

Completar el trinomio cuadrado perfecto:

j dz 11 (1 )+1l(2+ +1)+1f dz

————=—z-In(l-2)+=-In(z"+z =

a-z) 3 6 2V rzei-241
z___ 11 1 +1l 242741 +1 dz

f(l—z3)_ 3n( z) 6n(z z+1) f

(ZZ+Z+%)—%+1
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f dz 11 (1 )+1l (1+z+ 2)+1J dz
——=—zsn(l-2)+=-In z+z =
Q-2 3 6 20 (22 4z+5)+3

f z___ 11(1 )+1l(1+ +2)+1f dz
(1_23)— 3n z 6n z+z >

. dx 1 X
Se conoce que la integral fx2+a2 = —arc tag (E)

1
1j dz 1| 1 . z+3
— = —|—qarcta
; (+1)2+§ N W
2 ) ) 2
2z+1
1]’ dz 1 . 2
- —qarcta
e TS
) ) 2

1f dz V3 . <Zz+1>

= | —————=|—5arcta

ey U
) )

Sustituyendo en la integral total,

f(li—zf) B —%ln(l -+ %ln(l +z+2%)+ [g arctag (sz/—g 1)l

Laotraparte 2 [ dx = 2x + C

Sustituyendo en la ecuacidn se tiene,

1 1 V3 2z +1
— — — —_— 2 — =
3ln(l z)+6ln(z +Z+1)+I3arctag( NG )l 2x + C

1l zZ2+z+1 +\/§ . (22+1) i
6n (2_1)2 3arcag = 44X

V3
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P6. Sustituir z = 2x — 2y + 2, en la ecuacion diferencial buscada:

1+2x—2y+2+ (2x—2y+2)?
(2x -2y +2—1)?

V3 (1 4x — 4y + 4 +1
+—arctg —( ) =2x+c

1
iy
6" 3 NE 1

2x — 2y + 3+ (2x — 2y + 2)?
(2x — 2y + 1)2

1l
cln

+\/§ . (4x—4y+ 5) .
—arc _— = 4LX C
3 I V3

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Transformar a ecuaciones de variable separable y hallar la solucion de la ecuacion diferencial
2 ’ — 42
xy“(xy'+y)=a

Solucion:
P1. Expresar la ecuacion en la forma:

M(x)dx+ N (y)dy =0
Se observa que no es posible despejar, por tanto, aplicar primero el principio de transformacion:
xy*(xy’ +y) = a?
P2. Recurrir a la sustitucion de z:

zZ=xy
Diferenciando,
dz = xdy + ydx

dz dy+ dx
dx_xdx ydx

Encontrar el valor de. d—y.
dx
dy 1 (dz >
dx  x \dx
P3. Sustituyendo los valores determinados en la ED xy?(xy” + y) = a?
1 (dz ) N
x x \dx Y

zy = a?
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Operando,
[dz +y] = o2
Vg Yry|=a

[dz o,
2y dxl
zydz = a®dx
Realizar una sustitucion de y = =:
ZZ
—dz = a’dx
X

z%dz = xa?dx

fzzdz = azjxdx

P4. Integrando las funciones:

VA _ a=x iy
)
P5. Sustituir el valor de z = xy:
x3y3 a2x2
= C
3 2 +

2x3y3 =3a’x* + C

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Resolver la siguiente ecuacion diferencial y" = cos?(ax + by +c¢), en donde a y b
constantes positivas y diferentes.
Resp.

—a_
—————arctyg tg(ax +by+c)=x+k

Ja(a+b)

2. Resolver la siguiente ecuacion diferencial xy?(xy” + y) = a?.
Resp. x3y3 = 3a?x? + k
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3. Resolver la siguiente ecuacion diferencial (Inx + y3)dx — 3xy2dy = 0.
Resp. y3 = kx —Inx — 1

4. Resolver la siguiente ecuacion diferencial cos(x + y)dx = xsen(x + y)dx + xsen(x +
y)dy.

Resp. xcos(x +y) =C

2.4 Segundo método de resolucion

2.4.1 Ecuaciones diferenciales ordinarias homogéneas

OBJETIVO

e Reconocer cdmo es el comportamiento de una ecuacion diferencial homogeénea.
e Resolver ecuaciones diferenciales homogéneas aplicando los procesos correctos.

Introduccion.

La funcion f(x, y) es homogénea de grado k, en "x" e "y", si y sélo si, cumple con la
siguiente condicion (Boyce & DiPrima, 2009):

fQx,Ay) = Af (x,y)

EJERCICIOS RESUELTOS

Determinar cudles de las siguientes funciones son homogéneas.

1. f(x,y) = x?y — 4y3 Es homogénea de grado 3enx e y
2. f(x,y) = y*tg (g) Es homogénea de grado 2enx e y
3. f(x,y) = x% + senx. cosy No es homogénea

EJERCICIOS PROPUESTOS

Determinar cudles de las siguientes funciones son homogéneas.

1 fxy) = 3\/29632— y3
2. flay) =2

3. flx,y)=¢e*

4

L feoy) =x* —xy
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2.4.2 Comprobacion si la EDO es homogénea

Para comprobar si una ecuacion diferencial es homogénea, se debe verificar si se cumple la
definicién de homogeneidad, dada por la siguiente expresion (Boyce & DiPrima, 2009):

fx, 2y) = 2*f(x,y)
EJERCICIOS RESUELTOS 2
1. Demostrar que la funcion f(x,y) = x3 + y3 es homogénea.

Solucioén:
P1. Considerar la definicién de homogeneidad.

fQx, 2y) = 2°f (x,y)

x = Ax

A partir de ,y) = x3 + y3, se obtiene ue:{
p foy)=x"+y Uy, — 2y

P2. Sustituir este principio en la funcion: f(x,y) = x3 + y3
fQx,2y) = (Ax)° + (Ay)°
f(Ax, Ay) = 23x3 + A3y3
fQx, 2y) = 22(x* + y°)
fx,2y) = 2f (x,y)
2. Demostrar que la funcion f(x,y) = x3dx + y3dy, es homogénea.

Solucion:

P1. Considerar la definicién de homogeneidad:

fQx, Ay) = 2 (x, )
A partir de f(x,y) = x3dx + y3dy, se obtiene que: {; _ i;
dx = dx

Diferenciando: {dy — dy
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P2. Sustituir este principio en la funcion: f(x,y) = x3dx + y3dy
fQx, Ay) = (Ax)*dx + (Ay)*dy
f(Ax, Ay) = 3x3dx + A3y3dy
fAx, Ay) = 23(x3dx + y3dy)

fx,2y) = Bf(x,y)

3. Demostrar que la funcion f(x,y) = xze(§) + y2In (y) es homogénea

x
Solucion:

P1. Considerar la definicién de homogeneidad.

fQx,2y) = 2*f(x,y)
x = Ax

ue significa. {
Quesig y =24y

P2. Sustituir este principio en la funcién:

X

flx,y) = xze(y) + y2In (%)

Ax A
f(Ax, 2y) = Azxze(ﬂy) + 2%y%in (%)

X
FOx, ay) = 22x2e) 4 2292 (g)

f(Ax, 1y) = 22 [xze(g) + y2In (%)]
fQx, 2y) = 2f (x,y)

EJERCICIOS PROPUESTOS

4. Demostrar que la funcion f(x,y) = x2sen (g) + y2ln (y) es homogénea.

X

5. Demostrar que la funcion f(x,y) = 3x? + xy — 2, es homogénea.
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DEFINICION
Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden y de primer grado de la forma:
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

Es homogénea si M y N son funciones homogeneas del mismo grado en x e y (Zill, 2009);
como el ejemplo que se presentan a continuacion:

EJERCICIO RESUELTO
1. Demostrar que es homogénea (x3 —y3)dx + y?xdy = 0
Solucioén:

P1. Si se determina el exponente de cada monomio y la suma es la misma; entonces es
homogénea.

P2. Determinar los grados de los factores:

Grado de x3 es 3
Grado de y3 es 3
Grado de xy2es 3
Por tanto, es homogénea.

2.4.3 Solucion de una ecuacion diferencial homogénea

Considerar la ecuacion diferencial ordinaria homogénea:
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (1)

Entonces:
M(Ax,Ay) = 2*M(x,y); N(Ax,Ay) = 2*N(x,y) (2)

., . . , . 1 -z
Esto es porque la ecuacion diferencial (1) es homogénea, haciendo A = —en la ecuacion (2) se
tiene:

(12) = e+ ) =i (1)

Haciendo u = f toma la forma:

Mo y) = M (1,2) = XM (110 = ¥ ()
Es decir:
M(x,y) =x*p@conu==  (3)

X
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De igual manera para N(Ax, ly) = A*N(x,y) , se tiene (1)

., . . , . 1 .y
Esto es porque la ecuacion diferencial (1) es homogénea, haciendo A = ~ en la ecuacion (2) se
tiene:

N(l,%) = xikN(x,y) - N(x,y) = x*N (19

Haciendo u = % toma la forma:

NGxy) = 34N (1.2) = N (L ) = ()
Es decir:
N(x,y) = x*pu) conu == 3)

x
Como u = %despejando y = ux derivando:
dy = d(xp) = xdu + udx (4)
Reemplazando (3), (4) en (1) se tiene:

x*ow)dx + x*y(u) (udx + xdu) = 0
Simplificando,

ew)dx + Yp(u)(udx + xdu) =0

agrupando y separando las variables se tiene:

dx Y(w)

% To@rwp@ ™0

gue es una ecuacion de variable separable, analogamente:

1
/1=—,u=X
X X

EJERCICIOS RESUELTOS
1. Resolver la siguiente ecuacion diferencial (x? + 3xy + y?)dx — x?dy = 0
Solucion:

P1. Ver si es homogénea de grado 2

1<

P2. Sustituir el principio u =

X
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P3. Despejar la variable dependiente,

P4. Diferenciar esta expresion
dy = (udx + xdu)

P5. Remplazar en la ecuacion diferencial el P4 y P3.
(x2 +3xy + y*)dx — x?dy =0

(x% + 3x. xu + (xu)?)dx — x?(udx + xdu) = 0

(x? + 3x%u + x?u?®)dx — x?(udx + xdu) = 0
Simplificando:

x?(u? + 3u + 1)dx — x%(udx + xdu) = 0
(u? + 3u + 1)dx — (udx + xdu) =0
Agrupando:
(u? +3u+1dx —udx —xdu =0
(u?+2u+ 1)dx —xdu =0
(u+1)?dx —xdu =0

P6. Separando las variables:
dx du

SIS
x  (u+1)?

P7. Integrando las funciones se tiene:

dx du
f7_ (u+1)2_f0

fci—x—f(u+1)‘2du=f0

+ 1)1
lnx—uzC
-1
lnx+(u+1)=C
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P8. Sustituir el valor de u = %

1
Inx + =C
(+1)
Inx + yix =C
(=)
Inx + * -
y+

2. Resolver la siguiente ecuacion diferencial (x — ylny + ylnx)dx + x(Iny — Inx)dy = 0

Solucion:
P1. Se puede expresar de la forma:

(x —yln (%)) dx + xln (%) dy=0
P2.Sea u = %; y = ux — dy = (udx + xdu). Reemplazando en la ecuacion diferencial,

(x — uxlnu)dx + xlnu(udx + xdu) = 0

simplificando,
/tx — uxinu + xulnu)dx +/(x2lnudu) =0

dx + xlnudu = 0
P3. Separando las variables:

dx
—+lnudu =0
X
Integrando se tiene:
fi—x+flnudu=f0

de donde:

dx
— = Inx
X

Integrar por partes la segunda integral:

Jlnudu=v.x—]v.dx
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_ _ du
Es decir. {x = lnu > dx ==
du=dv->u=v
Sustituir el valor.
du
f Inu.du = u.Ilnu —fu.7 =ulnu —u =u(lnu —1)

Sustituyendo en la ecuacion diferencial:

dx
f—+flnudu=f0
X
se tiene:

Inx+ulnu—-—u==C

Sustituyendo el valor u = %

lnx+%ln(¥)—%=€

xlnx + yln G) —y=Cx

P4. Resolviendo los logaritmos:
xlnx + ylny — ylnx —y = Cx

Agrupando:
(x—y)iInx +ylny =Cx+y

ACTIVIDAD 4

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias de primer grado:
1. (4x—-3y)+yR2y—3x)=0
Resp. y2 —3xy + 2x% =k
2. 4x*+xy—3y*+y (-5x*+2xy+y%) =0

Resp. (y — x)8(y — 2x)? = C(y + 2x)°

3. xy =y?—x?
y(y+,/y2—x2)
Resp.y ++/y2 —x%2 = cx3e” 2
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4. 2xy’ (x* +y2) =y(2x% +y?)

Resp. y? = xC

EJERCICIOS PROPUESTOS

Determinar la solucion de las siguientes ecuaciones homogéneas:
1. Sea la ecuacién diferencial. (x — y.arctg (%)) dx + x.arctg (%) dy =0

Resp. y.arctg G) =xln (xz:—f) c?

2. Sea la ecuacion diferencial. xevdx + ye%dy =0.

Yy t

= te“dt
Resp. Inx = — f; -
et+t2et

3. Sea la ecuacion diferencial. (ycos (%) + xsen (i)) dx = cos (%) dy.
Resp. x = ksen (y)

X

4. Sea la ecuacion diferencial. xy” =y + {/y? — x2.
Resp. 2Cy = kx? + 1

5. Sea la ecuacion diferencial. y* = —
3x2_y2
Resp. 2Cy = kx? +1
.y . . dy x+y
6. Sea la ecuacion diferencial. — = —
dx X
.y . . dy 3y—x
7. Sea la ecuacion diferencial. — = ——
dx 3x-y

., . . d 2y—x+5
8. Sea la ecuacion diferencial. &£ = 2™
dx 2x—-y—4

2.4.4 Ecuaciones diferenciales reducibles a homogéneas

Las ecuaciones diferenciales de la forma:

Z_zzf( ax+by+c ) (1)

a;x+biy+cq

No son homogéneas, porgue tanto en el numerador como en el denominador aparecen dos
constantes Cy c; , estas constantes se pueden eliminar mediante una traslacion, transformando
a la ecuacion (1) en una ecuacién diferencial homogénea, para lo cual se consideran las
ecuaciones:

Lizax+by+c=0yLya;x+byy+c, =0 (2)
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Donde el punto de interseccion es (h, k). Si se traslada el origen de coordenadas (h, k) las
ecuaciones (2) se transforman:

Litaz+bw=0yLy:a;z+ byw =0
Haciendo el cambio:
x=z+h, y=w+k
Diferenciando,
dx =dz; dy =dw
Se tiene de (1):

bw
o) - () - P () @

Que es una ecuacion diferencial homogénea.

Nota: Cuando:
Litax+by+c=0 A Ly:ayx+ by +cq

son paralelas no se aplica este método, sin embargo, se tiene:
a a a b
—_—= —— — = — = A
b b, a b
a = /1a1; b= Abl
de donde se deduce,

dy ( ax + by + ¢ )
dx_f a1 x + by +cg

</’1(a1x + by) +c

a,x + biy+cy ) = 9(axx + byy)

que es una ecuacion diferencial reducible a variable separable.
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Figura 8
Rectas intersecantes.

y

ai1X + biy + ¢4

A
:
1
1
'
'
1
:
'
1
'

» X

dectonincancana

OBSERVACION
Otra forma de transformar a una ecuacion diferencial homogénea, cuando no son homogéneas,

es mediante la sustitucion de la variable y = z%, esto puede aplicarse cuando todos los términos
de la ecuacion son del mismo grado atribuyendo el grado 1 a la variable "x" , el grado « a la

variable "y", y el grado (a« — 1) a la derivada Z—i.

EJERCICIOS RESUELTOS
1. Resolver la siguiente ecuacion diferencial (x — 4y —9)dx + (4x +y —2)dy =0
Solucion:
P1. Identificar las rectas:
{Ll:x—4y—9=0

Ly:4x+y—2=0
Determinar si son 0 no son paralelas mediante la existencia.

Ap(h, k)elL, A L,,
para lo cual se debe resolver el sistema formado por las rectas:

{x—4y—9=0
dx+y—-2=0
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Aplicar el método de sumas y restas, para esto multiplicar la fila 2 por 4,

{x—4y—9=0
16x+4y—-8=0
17x—-17 =0

Se tiene 17x = 17, entonces x = 1, sustituir este valor en una de las ecuaciones para
determinar el valor se tiene:

x—4y—-9=0
1-4y-9=0
—4y—-8=0
—4y =8
Asi:
y=-2

El punto buscado de la interseccion es: P(1, —2).

P2. Considerando las nuevas sustituciones de "x" e "y" se tiene:

(x =z+h

y=w+k
entonces:

x=z+1

y=w-—2
sus diferenciales, son:

{dx =dz

dy = dw

P3. Reemplazando en la ecuacién diferencial:
(x—4y—9dx+ (4x+y—2)dy=0
z+1-4w—-2)—9dz+ 4(z+ 1)+ Ww—-2)—2)dw =0
(z+1-4w+8—-9)dz+ (4z+4+w—-2—-2)dw =0
Reduciendo términos semejantes:
(z—4w)dz+ (4z+w)dw =0 (D

gue es una ecuacion diferencial homogénea.
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P4. Aplicar la regla de las ecuaciones homogéneas: u = %

y diferenciando:
dz = udw +wdu (2)

P5. Reemplazando (P4) en (P3) y simplificando se tiene:

(uw — 4w) (udw + wdu) + (duw + w)dw = 0
Operando ~— N

y/dt —4)(udw + wdu) + %(411 +1)dw =0

u?dw — 4udw + uwdu — 4wdu + 4udw + dw = 0
W+ Ddw+ (u—4wdu =0

separando la variable:

dw (u—4

u2+1)du=0

w

P6. Integrando las funciones:

[+ [ Gerg)a=o
deWJrf(uZil)d”_f(uj?J:fo
v (@)oo (@)= o

1
Inw + Eln(u2 +1) — 4arctagu = C

P7. Aplicando las propiedades de los logaritmos:
2lnw + In(u? + 1) — 8arctagu = C
Inw? + In(u? + 1) — 8arctagu = C

Inw?(u? + 1) — 8arctagu = C
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P8. Hay que recordar que: z = u.w

. 4 x—1 -, . .
Despejar, u = w2 Y reemplazar en la ecuacion diferencial:

2
S (X~ 1) B (x - 1) _
In(y +2) ((y—+ > + 1) — 8arctag ) C

— 1) 2)2 -1
ln(%év)z ((x ()y/-l-:Z(;]:_ ) ) — 8arctag (;Cm) =C

In((x — 1)? + (y + 2)?) — 8arctag (%) =C

2. Resolver la siguiente ecuacion diferencial 4xy?dx + (3x%y — 1)dy = 0
Solucién:

P1. Sea:
y=z°

Derivando esta funcién se tiene:

dy = az* ldz
P2. Reemplazando en la ecuacion diferencial se tiene:
—_—=
4xz%%dx + (3x%z% — 1) (az% 1dz) = 0
~—

4xz%%dx + (3x%2z%z% 1 -z V(adz) = 0
4xz%%dx + (3x%z%%1 — z* Vadz = 0
P3. Luego establecer:
El grado de 4xz%% es 2a + 1
El grado de 3x2z2* les2+2a—1=2a +1

Elgradode z¢* tesa — 1
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P4. Para que la ecuacion del paso P2 sea homogénea debe cumplirse:
N
20+1=2a+1=a-1
20+1=a-1

2a—a=-1-1

a=—-2
Es decir, si:
y=z°
Entonces se tiene:
y=z"*
Es decir, la derivada:
dy = —2z73dz

P 5. Sustituir en la ecuacion del paso P2:
4xz%%dx + (3x%z%%¢ 1 — 2z Dadz =0
4xz *dx — 2(3x%z7 5 —2z73)dz =0

Para no tener exponente negativo como es una ecuacion se multiplica z°>:

[4xz™*dx — (3x%27° — z73)2dz = 0] * z°
[4xz™*dx * z° — (3x%27 % — z73)2dz * z°> = 0]
[4xz™* % z°dx — (3x?275 % z° — 273 % 25)2dz = 0]
dxzdx —2(3x*> —z%)dz =0
Que es una ecuacién diferencial homogénea.

P6. Aplicar la definicién de homogénea, u = =

Z=Uux
Entonces:

dz = udx + xdu
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Reemplazando en la ecuacion diferencial homogénea del paso P5:
Axzdx — 2(3x> —z%)dz =0
4x%udx — 2(3x? — x*u®)(udx + xdu) = 0
de donde simplificando y separando las variables:
4udx —2(3 —u?®)(udx + xdu) = 0
4udx — 6udx — 6xdu + 2uldx + 2u’xdu = 0
—2udx — 6xdu + 2u3dx + 2u?xdu = 0
2(w® —w)dx + 2x(u? —3)du =0

dx (w?-3) B
7+—(u _u) u=20

=K
fdx u(zluz_— 1))d —fo

f%-l_fu(u(le)_(il 1) du =f0

Resolver la segunda integral:

P7. Integrar:

W-3) A B _ C
u(u—l)(u+1)_a+u—1+u+1
(u?-3) A -1 +Bu(u+ 1)+ Cu(u—1)
uu—Du+1) uu—1Du+1)

u?-3=AWw?-1)+Bu(u+1) +Cu(u—1)

u?—3=Au*—-A+Bu*+Bu+Cu®*—-Cu

1=A+B+C
0=B-C
—3=—A

86



Ecuaciones diferenciales. Teoria, practica y resolucion de problemas
Jaime Rodrigo Guilcapi Mosquera, Mayra Alexandra Viscaino Cuzco y Freddy Geovanny Benalcazar Palacios

Resolver el sistema:

1=A+B+C
B=C
A=3
1=3+B+B
B=C
A=3
—2=2B
B=C
A=3
B=-1
C=-1
A=3

Sustituir en la integral:

dx 3 du du
X u u—1 u+1

Inx +3lnu —In(u—1) —In(u + 1) = Ink

P8. Sustituir el valorde z = w.x; u = i
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43
Zz_xz_k
o . _9. 1 1
Sustituiry = z 2,y=Z—2—>zz =2
z%.z
Zz_xz_k
_1_
vy
=k
1 2
——x
y
_1
vy o
1—x2y
y
1
Vr
1—x2y =k
1
_ =k
(1—x2y)y
L 2
E=(1—X y)ﬁ
c=(1-x%y)y

y(1—x*y)? =k
ACTIVIDAD 5

Aplicar los conocimientos adquiridos y resolver las ecuaciones:

1. Resolver la ecuacion diferencial: (3y — 7x + 7)dx — (3x — 7y — 3)dy = 0.
Resp. (x+y—1Dex—-y—-1)2=C.

2. Resolver la ecuacion diferencial Bx +y —2) —y'(x —1) = 0.

Resp. (x —1)(3x+2y—1) =C.
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Resolver la ecuacién diferencial: ((x — y)cos (%)) dx + xcos (%) dy = 0.
Resp. y=Cx+x

d 4x+3y+15
Resolver laED, & = - 22220722
dx 2x+y+71

Resp. |y + x + 4|y + 4x + 13]? = K.

Resolver la ecuacion diferencial: (x + y3)dx + (3y® — 3y?x)dy = 0.
3
Resp. arctagy? = %ln(x2 +y%) +k

EJERCICIOS PROPUESTOS

Determinar la solucion de las siguientes ecuaciones homogéneas:

1.

w

d_y __ x+3y-5
dx  x-y-1
Res. InC(x +y —3) = -2 (;;3)

(y* — 3x?)dy = —xydx
Res. x2 = y* + Ky®

ycosxdx + (2y — senx)dy = 0.
Res. 2ylny + senx = 2Cy

(2x% + 3y2 — 7)xdx — (3x? + 2y?> — 8)ydy = 0

4 4 2 9.2 3, y3-x?+1 _
Res. In|y® — x* + 4x° — 2y° — 3| + 2 lny2+x2_3 =

k.

(3x% — 2y?) Z—z = 2xy, con las condiciones y(0) = —1
Resp x2 = 2y2(y + 1)

d y+xcos?(2 .
é = T(x) , con la condicion, y(1) ==

Res. 1 + Inx = tag (%) "

(x2 + 2xy — ZyZ)Z—i + (y? + 2xy — 2x?) = 0, con las condiciones y(0) = 3.
Resp y% —xy + x2 = 3(y + x)

(x? — 3y?)dx + 2xydy = 0, con las condiciones y(2) = 2

Respy =x /1—%"
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10.3x+y—-24+y'(x—-1)=0
Res. (x—1)(Bx+2y—-1) =k

11. 2x —4y)dx+ (x+y—3)dy =0
Res.(y—2x+3)3=C(y—x+1)2
2.5 Tercer método de resolucion

2.5.1 Ecuaciones diferenciales ordinarias exactas

OBJETIVOS:
e Reconocer como es el comportamiento de una ecuacién diferencial exacta.
e Resolver ecuaciones diferenciales exactas aplicando los procesos correctos.

a. DIFERENCIAL TOTAL

Si f:R? -> R, es una funcion diferenciable en (x, y) € R?, entonces la diferencial total de “f”
es la funcion df, cuyo valor esta dado por (Apostol, 2002):

of (x, of (x,
O (x,y) = f(a);y)dx+ fg;y)

dy

b. DIFERENCIAL EXACTA

Una expresion de la forma:
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

se denomina exacta si existe una funcion f: D c R? — R tal que:

df (x,y) = M(x,y)dx + N(x,y)dy

Es decir que toda expresion que es la diferencial total de alguna funcién de "x" e "y" se
Ilama diferencial exacta.

c. DEFINICION
Considerar la ecuacion diferencial:

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (@)
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Si existe una funcion z = f(x, y) tal que:

f (x, f (x,
M(x,y) =—f§;y) A N(x,y) = f(g’;y)

Se dice que la ecuacion (a), es una ecuacion diferencial exacta (Boyce & DiPrima, 2009).

d. TEOREMA

Segun Apostol (2002), la condicion necesaria y suficiente para que una ecuacion diferencial:
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

sea exacta es que cumpla con la siguiente igualdad.

OM(x,y) ON(x,y)
dy ox

EJERCICIO RESUELTO

La ecuacion diferencial ordinaria (e*seny — 2ysenx)dx + (e*cosy + 2cosx)dy = 0 , (€S
exacta?:

Solucion:
P1. Para responder esta inquietud se aplica la definicion:

OM(x,y) ON(x,y)
dy ox

P2. Se identifica las funciones M y N:

{M (x,y) = (e*seny — 2ysenx)
N(x,y) = (e*cosy + 2cosx)

Aplicando el P1.

oM (x,
& = e*dseny — 2senxdy
dy
ON (x,
J = cosyde* + 2dcosx
0x
oM(x,y)
———— = e”*cosy — 2senx
dy
M = e*cosy — 2senx
dx y
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Se verifica que se cumple la igualdad:

OM(x,y) ON(x,y)
dy  ox

e. SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL EXACTA
Considerar la ecuacion diferencial exacta:
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (1)

Entonces existe una funcion f(x, y) tal que:

of (x, af (x,
MGxy) =22 A Nexy) =222 @)

Reemplazando la ecuacion (2) en (1) se tiene:

9f (x.y) 9f (x.y) _
o dx + oy dy =0 (3)

Por otra parte, si z = f(x,y) entonces su diferencial total es:

dz = df (x,y)

_ oY) g 9 Gy)
dz =D dx + L7220 dy (4)

Luego al comprobar (3) y (4), se tiene dz = 0 entonces z = c, es decir f(x,y) = c, que es la
solucidn de la ecuacion diferencial.

Como:

f (x,¥)

M(x,y) = Ep

Integrar a la variable x, entonces:

of (x,y) = M(x,y)ox
[oreen = [ M yax

Por el teorema fundamental del célculo [ 0f (x,y) = f(x,y), por tanto:

fO,y) =M, y)dx + g(v) (o)
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donde g(y) es la constante de integracion, que es una funcion que depende sélo de la variable

Yy, puesto que la integracion es con respecto a "x", derivando la ecuacion (o)) con respectoa "y

es decir:
of (x,y) 0 ,
3y —Wmeww+gm
Pero,
of (x,y)
ay - N(xl y)

Entonces se tiene N(x,y) = aa—ny(x, y)dx + g’(y), de donde:

NGy) = 5= M(x,y)dx = g'(¥)
Integrando con respecto a "y" para encontrar g’'(y):
90) = [[NGY) =55 [ MG y)dx|dy + ki (B)

Reemplazando (B) en (a) se tiene la solucion general de la ecuacion diferencial (1); en forma
similar se resuelve el otro caso:

f (x,y) _
dy

N(x,y)

y se integra con respecto a "y".
EJERCICIO RESUELTO
1. Hallar la solucion general de la ecuacion diferencial,
ylsen(x + y) + xcos(x + y)]dx + x[sen(x + y) + ycos(x + y)|dy = 0
Solucion:
P1. Aplicar la definicion de E.D.E.:

{M(x, y) = y[sen(x + y) + xcos(x + y)]
N(x,y) = x[sen(x + y) + ycos(x + y)]

aM(x,y)_a[ (x+y)+ +)]

_){ 3y = 3y ysen(x +y yxcos(x +y)
ON(x,y) 0

T~ Ox [xsen(x + y) + xycos(x + y)]
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!%ﬁ’” = [sen(x + y)dy + ydsen(x + y) + x(cos(x + y)dy + ydcos(x + y))]
| aNg;, y) _ [sen(x +y) + xcos(x +y) + ycos(x + y) — xysen(x + y)]
!aMg], Y) _ [sen(x +y) + ycos(x + y) + xcos(x +y) — xysen(x + y)]
kaNg;’ y) _ [sen(x +y) + xcos(x +y) + ycos(x + y) — xysen(x + y)]
!aMfg? 2 = (1= xy)senx +3) + G+ 3)Cos(x+ )
ON(x,y)

kT = (1 —xy)sen(x +y) + (x + y)Cos(x +y)

Como:
IM(x,y) ON(x,y)

dy dx

la ecuacion diferencial dada es exacta y la solucion general es f(x,y) = C

P2. Entonces 3f (x, y) tal que % = M(x,y) es decir:
af (x,
% = y[sen(x + y) + xcos(x + y)]
of (x,y) _
F P ylsenxcosy + senycosx + xcosxcosy — xsenxseny|

Integrar con respecto a "x":

fwgw

=y f [senxcosy + senycosx + xcosxcosy — xsenxseny|

fx,y)=y [cosy J senxdx + seny f cosxdx + cosy J x.cosxdx — seny J x.senxdx]

f(x,y) = y[—cosycosx + senysenx + cosy(xsenx + cosx) — seny(—xcosx + senx)]

f(x,y) = y[—cosycosx + senysenx + xcosysenx + cosxcosy + xcosxseny — sexseny|
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Reduciendo términos semejantes, se obtiene:
f(x,y) = y[xcosysenx + xcosxseny]| + g(y)
Como paso siguiente se debe encontrar el valor de g(y) de esta funcion.

P3. Ahora esta funcion se deriva respecto a “y”:

of(,y) 0
= | M(x,vy)d ’
% ayf (x,y)dx + g'(y)
of(x,y) _ 0 '
~%y "3y [x[ycosysenx + ycosxseny] + g'(y)]
of (x,
% = xsenxd(ycosy) + xcosxd(yseny) + g’ (y)
of (x,
ff?y Y xsenx(ydcosy + cosydy) + xcosx(ydseny + senydy) + g'(y)
of (x,
fgy y) = xsenx(—yseny + cosy) + xcosx(ycosy + seny) + g'(y)
of (x,
f (ay y) = —xysenxseny + xsenxcosy + xycosxcosy + xcosxseny + g’ (y)
P4. Sustituir —af;’;'y) = N(x,y) en el paso P3:

N(x,y) = x[sen(x + y) + ycos(x + y)]
N(x,y) = x[senxcosy + senycosx + ycosxcosy — ysenxseny|
N(x,y) = xsenxcosy + xsenycosx + xycosxcosy — xysenxseny

Xsenxcosy + xsenycosx + xycosxcosy — xysenxseny
= —xysenxseny + xsenxcosy + xycosxcosy + xcosxseny + g’'(y)

g =0
P5. Integrar este valor:
f g = f 0
gly)=¢C
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P6. Por tanto, la solucion del P2:
f(x,y) = x[ycosysenx + ycosxseny| + g(v)
Es decir, la solucion es:

0 = x[ycosysenx + ycosxseny| + C

2. Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial:
(2xy? + 2y)dx + (2x*y + 2x)dy = 0
Solucién:

P1. Al aplicar la definicién de la ecuacién diferencial homogénea, se verifica que no cumple
por tanto debe aplicarse la definicion de ecuaciones diferenciales exactas. Para ello se determina

M(x,y)y N(x,y):

{M(x,y) = 2xy% + 2y
N(x,y) = 2yx? + 2x

P2. Derivar con respecto a su variable opuesta

oM (x,y)
——= = 2xdy?* + 2d
3y xay*® + 2dy
JdN(x,
é—xy) = 2ydx? + 2dx
oM(x,y)
— =4 2
J 3y Xy +
ON(x,y)
— =4 2
k Ix xy +
Es decir,
oM(x,y) 9ON(x,y)
dy  ox
P3. Entonces 3f(x,y) , tal que % = M(x,y), de donde:
of (x,y)

= 2xy? + 2
ax xXy©+ 2y
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P4. Integrando respecto a "x" se tiene:

of (x,
j%d = f(ny2 + 2y) dx

fO,y) = [(2xy? + 2y) dx

flx,y) =f2xy2dx+f2ydx

flx,y) =2y2fxdx+2yfdx

1+1
FGoy) =2y [f — 1] +2y(0) + 9()
2x2 2
foy)=—7—+2xy+g0)

flo,y) =x2y* 4+ 2xy + g(y)

P5. Derivando respecto a "y":
of (x,) _
dy

x2dy? + 2xdy + dg(y)

of (x,y)
dy

=2x%y+2x+ g’ (v)

Pero;

f (x,y)
oy N(x,y)

Se tiene,
N(x,y) = 2x*y 4+ 2x + g'(¥)

2x%y +2x = 2x%y + 2x + g’ (y)

g =0

fg’(y)=f0

giy)=C

P6. Integrar:
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P7. Sustituir, g(y) en el paso P4:
fl,y) =x?y? +2xy + g(¥)

flx,y) =x?y?+2xy+C
flx,y) =0

x?y? 4+ 2xy =k
ACTIVIDAD 6

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales exactas:

1. Encontrar la solucién de 2xy3 + 3x2y? Z—Z =0

2
Resp. x2y3=C->y=Cx"3
2. Encontrar la solucion de (ycosx + 2xe*)dx + (senx + x%e” + 2)dy = 0

Encontrar la solucién de (% + 6x) dx + (Inx —2)dy =0

Resp. ylnx +3x2 -2y =C
4. Encontrar la solucion de (xiny + xy) + (ylnx + xy)y =0

2
Resp.x(lnTy+ 1) +@—2lny =C
5. Encontrar la soluciéonde (9x2 +y—1) — (4y —x)y =0
Resp. 3x2 +xy —x —2y2=C
EJERCICIOS PROPUESTOS
1. Hallar la solucion general de la ecuacion diferencial:
(e*seny — 2ysenx)dx + (e*cosy + 2cosx)dy = 0
Resp. e*seny + 2ycosx =k

2. Determinar si la siguiente ecuacion diferencial es o no exacta, en caso afirmativo encontrar

., . , y—x+1
su solucion general: y” = Txtyi3

3. Hallar la solucién general de la ecuacion diferencial.
1 1
(seny + ysenx + ;) dx + (xcosy — cosx + ;) dy=20

Resp. xseny — ycosx + In(xy) =k

4. Hallar la solucion general de la ecuacion diferencial.

x 1 1 y 1 x
bt |dx+ [ ==——=+—+|dy =0
JxZ+yz X Y x2+y2 ¥ Y?

98



Ecuaciones diferenciales. Teoria, practica y resolucion de problemas

Jaime Rodrige Guilcapi Mosquera, Mayra Alexandra Viscaino Cuzco y Freddy Geovanny Benalcdzar Palacios

Resp. VX +y?2+in(xy) + g =k

2.6 Cuarto método de resolucion

2.6.1 Factor de integracion

OBJETIVOS:
e Aplicar a una ecuacion diferencial ordinaria el factor de integracion.
e Resolver ecuaciones diferenciales por factor de integracion aplicando los procesos
correctos.

INTRODUCCION: Considerar la ecuacion diferencial de la forma:

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 1)

Si la ecuacion (1) no es exacta, se puede transformar en exacta, eligiendo una funcion "u" que

pueda depender tanto de "x" como de "y", de tal manera que la ecuacion:
uCe,y)M(x, y)dx + u(x, y)N(x,y)dy = 0 )

nC,y)M(x,y) = H(x,y)
n(x, yIN(x,y) = P(x,y)

Entonces a la funcion u(x,y), se llama factor integrante o factor de integracion, como la
ecuacion (2) es exacta entonces se cumple:

0 9]
oy HEY)- MG y)] = 5 [ule y)- N y))

Derivando el producto de funciones se tiene:

ou(x,y) oM(x,y) ou(x,y) ON(x,y)
3y +.U(X,J’)T— N(x,y) Ep +N(X,Y)T

M(x,y)

Agrupando la funcion u(x, y):

opxy)
oy

oulx,y) _
ox

ON(x,y) B oM(x,y)

M(x,y) N(x,y) u(x,y) 9% u(x,y) 3y

99



Ecuaciones diferenciales. Teoria, practica y resolucion de problemas

Jaime Rodrige Guilcapi Mosquera, Mayra Alexandra Viscaino Cuzco y Freddy Geovanny Benalcdzar Palacios

Factorizando la funcion u(x, y).

opu(x,y) oplxy) _ ON(r,y) 0M(xy)

M(x,y) 3y - N(x,y) Ep =u(x,y) Ix 3y

(3)

Para determinar el factor integrante se consideran los siguientes casos:

Primer caso:
Si "u" es una funcion sélo de "x", entonces M = 0, luego de la ecuacion (3) resulta:
6#( ) _ dN (x y) oM(x,y)
~N(x,y) ) -
y
Multiplicar por (-1)
u( Y _ OM(x,y) ON(x,y)
N(x,) ) [ ~

Esto da como resultado el proceso de variable separable:

oulx,y) laM(x y) ONGx,y) 4
u(x,y) N(x y) dx

Integrando las funciones:

f ou(xy) _ laM (x,y) ON(x, y)
ulx,y) N (x y) dx

Tomar la integral del lado derecho:

OM(x,y) ON (x y)
N(x y)l l Jf(x)dx

Donde el valor de la funcion f(x) por el teorema fundamental del célculo es:

_ OM(x,y) ON(x,y)
fe) = N(x, y)[ d0x l
Igualando a la otra integral:
ou(x,y) _
f u(x,y) _ff(x)dx
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Inu(x) = f fx)dx

Despejar la funcion u(x):

'u(x) = eff(x)dx

Segundo caso: Si “u” es una funcion sélo de “y”, entonces ——— ”( Y) = 0, luego de la ecuacion
(3) resulta:
op(x,y) _ ON(x,y) 0M(x,y)
oulxy) _ laM (x,y) ON(x, y)l dy
uty) M (x )
Integrando,
jau(x, ) _ _f IMxy) NGy
u(x,y) M(x,y)| 0y
Pero,
j‘ E)M(x y) ON(x,y) _f )d
M(x,y) 0x dx= | 9O)dy
Donde:
oM (x y) ON (x y)
gy) =-
M (x )
Como,
du(x,y) f
= d
| = | s
Inu(y) = J g(y)dy
Por tanto:

’u(y) — efg(Y)dy
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Tercer caso: En muchos ejercicios el factor integrante estd dado en un producto de dos
funciones f(x) y g(x), es decir u(x,y) = f(x).g(y) que reemplazando en la ecuacién (3)
resulta.

ON(y) OM(x,y)

M(x, 0x oy

N(x,y)

olf(x)-g)] _
y)T— =f(x).9(y)

Alf(x).g»)]
0x

ON(y) OM(x,y)

M(x,y).f(x).g’(¥) —N(x,y).f (x).gy) = f(x).g() I 3y

esta expresion es similar a escribir:

oM (x, AN (x,

[ ;;C, y) (g?; y)lf(x).g(y) =N, ).f (). 9() — M(x,y). f(x). 9" ()
aM(x'y) aN(x,y) _ @_ M
[ oy ox ‘N(x'y)-f(x) M(x,y) 70 4)

Donde M y N son funciones conocidas, de la ecuacion (4) por inspeccién se puede determinar
las funciones f(x) y g().

Cuarto caso: Para ciertos casos el factor integrante es la forma u(x,y) = x™y™ donde my n
se determinan mediante la condicidon necesaria y suficiente de las ecuaciones diferenciales
exactas.
EJERCICIOS RESUELTOS
1. Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

(1—x%y)dx+x*(y —x)dy =0
Solucion: Como se observa, no se puede resolver por ninguno de los métodos analizados.

P1. Partir del principio de verificar si es exacta, este proceso, es:

{ M=1-x%
N =x?(y—x)=—x3+x2y

Para ver si es exacta se obtienen las derivadas opuestas:
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Como se verifica, no es exacta:
oM ON

By * ox

P2. Transformar la E.D. a exacta mediante la ecuacion la utilizacion del factor de integracion
u(x,y), para lo cual se debe definir la variable “x”, por tanto “y” es constante.

1 oM(x,y) ~ ON(x,y)

flx) =

N(x,y) dy 0x
Sustituyendo sus valores:
2x% — 2xy
— a2 2 —
f(x) ——xz(y_x)[ x* = (=3x* + 2xy)] 20— )
2x(x—y) —2x(y—x) 2
fG) = - =~

x2(y—x) x*(y—x)  «x

P3. El factor integrante con respecto a u(x) es:
u(x) = el 16Idx

Sustituir f(x) en el factor de integracion:

2d
u =e e
Integrando:
d
ueo) = e %

N
’u(x) — e—zlnx
Aplicando las propiedades de los logaritmos se tiene:

u(x) = elnx™? — -2

1
p(x) = w2
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P4. Multiplicando a la ecuacion diferencial por el factor de integracion:

1
p(x) = -

Se tiene: /’x\

[(1—x%y)dx + x*(y — x)dy = 0] x—lz
) A
(x—z—y)dx+(y—x)dy= 0

P5. Comprobar gque es exacta para ello se debe identificar los valores de las funciones M y N.

P6. Se verifica que se cumple la igualdad:

oM _ ON
dy  ox

Lo que prueba que la ecuacion diferencial es exacta, por tanto:

P7. Se tiene
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of (x,
3£ e Lo i)
De donde,
ofny) 1
ox  x2

P8. Ahora integrando con respecto a "x" :
faf(x,y):f(i_ )dx
0x 2 Y

faen=[(5-v)a

floy) = f(x‘z)dx—yfdx

—-2+1
feuy) =— T Yx 9l
x—l
foy)=—-yx+g0)

1
fx,y) = —;—xy+g(y)

P9. Derivando respecto a “y”,

1
fx,y) = —;—xy+g(y)

if(xy) _ ,
oy - * +9° ()
P10. Luego sustituir:
if(xy) _
ay - N(x' )
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Entonces,
Nx,y)=-x+g(1)

y—x=-x+g()

g =y

P11. Integrar respecto a “y”:

f 9 y)dy = j ydy

2

y
gy) = > +C
P12. Sustituir el valor de g(v) en el paso 8.
1 y?
V)= —=—xy++C
f(xy) it ekl
Como:
_ fx,y) =0
Se tiene,
1 y?
——— —+C=0
x xy + > +
1 y?
—_ . = C
o + xy >

2+ 2x%y —xy? =Cx

2. Resolver la siguiente ecuacion diferencial:
Y 3 _
;dx + (y° —Ilnx)dy =0

Solucién:

P1. Partir del principio de verificar si son exactas, es decir:
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Derivar,

Como se verifica, no es exacta:
oM ON

By © ox

P2. Transformar la E. D. a exacta mediante la ecuacion:

o) = 1 oM (’)N]
gV Mloy Ox
o) = 11+1]
g = Ylix «x
X
X (2 2
-0
gy 7 \x y

P3. El factor integrante es:

’u(y) — e_fg(Y)dy

dy
u@y) = e 0>

—
u(y) = g2y — glny™?

u(y) = y?
1

p(y) = )2

P4. Multiplicando a la ecuacién diferencial:

o) =~
uy _yz
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Se tiene:

De la E.D. anterior se tiene:

Lo que prueba que la ecuacion diferencial es exacta, por tanto:

P6. Se tiene,
af (x,y)
3f (6,y); —5 = = M(xy)
De donde:
of xy) _ 1
0x xy
P7. Ahora integrar respecto a "x":
fwmw: 1
0x xy

ran =< (5)+ 90

l
f@w=§#mw
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P8. Derivar respecto a “y”:

l
fmw=§#mm

flx,y) = Inx(dy™) + dg(y)

of(x,y)  Inx |

P9. Luego sustituir:

f (x,y) _
dy

N(x,y)

Entonces:

Inx i
N = _F-I_g )

Inx Inx i
Y=z ="zt o)

g =y

[oor=>

2
y
9(3’)=7+C

P10. Integrar:

P11. Sustituir el valor de g(y) en el paso P7 luego:

) = e
Como:
f,y)=0
Se tiene:
Inx y?
—+=+C=0
y 2
Inx 2
nx y* _
y 2
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3. Resolver la siguiente ecuacion diferencial,

(xy + x2y + y3)dx + (x? + 2y?)dy =0

Solucién:
P1. Partir del principio de este proceso, es decir:

{szy+x2y+y3_){M=y(x+x2+y2)
N = x% + 2y? N = x? + 2y?

oM oM
{—=xdy+x2dy+dy3 (—=x+x2+3y2
{ oy R { dy
oN oN
g2 2 oY _
k 92 dx* + 2dy L 9% 2x
Como:
oM L oN
Jdy 0x

P2. La ecuacion diferencial no es exacta, por otro lado, sea la funcion:

nC,y) = f(x).g)

El factor integrante para esto es:

oM _ON @\ (9O
E‘E‘N<f(x)> M(g(y))

P3. Tomando la ecuacién y sustituyendo se tiene:

x+x2+3y2—2x=(x2+2y2)<M>—(x}’+x2)’+y3)<

g'()/))
f(x)

9o

P4. Reduciendo términos semejantes, se tiene:

2 2 — (42 2 w _ 2 M
x2+3y?—x=(x +2y)<f(x)> (xy +x y+y3)<g(y)>
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P5. Resolver la igualdad aplicando la propiedad distributiva de sus factores:

~—

x4 3y? —x = (2 FE 2y T0) - Gy sy E YR
Relacionandolos:
(2 — S, g ) f1=f'(X)_ g
O ATIC)) 0 Y9
) Lg'(y) Lla fG g
12 =250 7 o (T T e Yo
e IO _ W
\ Yoo )\ IO
Resolver el sistema:
rlzf’(x)_ g ) (_ &) (1)\ flzf'(x)_ )
[IORRC)) f@ 7\ 163
il (x) g’(y) il (x) 1 )
3= 1 e () B e
90 _1 g _1 9o _1
\ gy vy J \ g vy . 90 vy
ff'(x) 2\
!f(x) L
g _1
Lg(y) yJ
P6. Proceder a integrar estas funciones:
(fx) ) f&) _
wa)‘zL ! 70 Zde
g _1 J gy _ (dy
g) yJ L g )y

Inf(x) = 2x

mw=m%ym:w

gy =y

{ }
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P7. Con esto se encuentra la funcion del factor de integracion:

p(x,y) = f(x).g(y) = ye**

P8. Ahora multiplicar a la ecuaciéon diferencial por el factor:

u(x,y) = ye**

Se tiene:
ye? (xy + x?y + y3)dx + ye**(x? + 2y?)dy = 0
Comprobar si es una ecuacion diferencial exacta, es decir:
{M = ye?(xy + x*y + y3)} IR {M = xy?e?* + x?y%e? + y4e2x}

N = ye?*(x? + 2y?) N = yx%e?* 4+ 2y3e?*

M _ e?*(2xy + 2x%y + 4y3) )
{M = e (xy? + x%y% + y“)} IR { dy
JoN

N = yx?e?* 4+ 2y3e?*

ka = y(x?de?* + e**dx?) + 2y3de2x)
oM oM
— = e?(2xy + 2x%y + 4y3) — = e?*(2xy + 2x%y + 4y3)
dy _ ) oy
dN

ON
_ 2,2 2 3(9,2 — 52 2 3
kax—y(Zx e“* + 2xe*) + 2y°(2e x)) kax—ex(ny+2x y + 4y ))

: oM _ON
Donde se tiene, que: —— = ——

oy oX

Lo que prueba que la ecuacion diferencial es exacta.

P9. Por tanto:

ey

3f(x,y) 9%

De donde:

of (x,¥)

Franks y2e?(x + x% + y?)
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P10. Ahora integrar respecto a "x":

flx,y) = f(yzezx(x +x% +y%))dx

f(x,y) =yzfxez"+y2fxzezx+y4fez"+g(y)

Aplicando integracion por partes o ILATE, se resuelve la integral:

4 ,2x
y*e
4 Zxd —
y fe X 5
.I- 2xd B er er
xe X =X ) 4
Derivada Integral
x er
er
1 i
2
er
0 -
4
er er er
202Xy = x2 [ — ) — - -
fxe xx<2> x<2>+<4>
Derivada Integral
x2 er
9y er
2
er
2 i
4
er
0 i
8
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xZer erZx zer
f(x)y) = -

2 4+8

flx,y) = > + - + +91)

y4er N 5 er yZer yzxzer yzerx yZer
x 4 2 2 4

4 2x 2.2 ,2X
y y x-e
flx,y) = st —+ g)

P11. Derivando respecto a “y”:

of (x,y) 4y’e? 2yx?e?

3y >t +9'(y)
of (x,
f@y) _
dy
Entonces:
4y3er zyer )
N = >t +9'(y)

yx282x + 2y382x — 2y382x + yx282x + g'(y)

g =0

P12. Integrar:
gy =C

P13. Sustituyo el valor de g(y) en el paso P10, se tiene:

4 2x 2..2,2Xx
y y“x-e
foy) = st —t¢
Como:
f,y)=0
Se tiene:
4»er 2x262x
k=242
2 2
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4. Resolver la siguiente ecuacion diferencial:
2ydx — xdy = xy3dy

Solucién:

P1. Partir del principio de este proceso, es decir de:
2ydx — (x + xy®)dy =0

( oM 5
N =x + xy3 ON s
\ 5 = 11Y
Como se observa, no es exacta:
oM L ON
Jdy 0x

P2. Transformar a E.D. exacta mediante la aplicacion de: u(x,y) = x™. y"

Para ello se tiene:
[2ydx — (x + xy®)dy = 0]x™. y™

[2x™. y™tldx — (x™F L Y™ 4 x™¥ 3 dy = (]
P3. Hallar los nuevos valores de las funciones M y N.
M(x,y) = 2x™. yntl
N(x,y) = x™*t1 yn 4 xm+l yn+3

P4. Hallar la derivada con respecto a la variable opuesta:

oM(x,y)
_— =2 Dx™. yn
3y (n+ Dx™y
ON (x,
% =(m+ Dx™y" + (m + 1)x™. y"*3

P5. Con este proceso se convierte en E.D. homogeénea, por lo que se cumple:

oM(x,y) 9IN(x,y)
dy  ox

2(n+ Dx™y" = —(m + Dx™y™ — (m + 1)xmy"+3
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Luego el sistema queda:

{2(n+1)=—(m+1)_}{n=—1
-(m+1)=0

El factor de integracion es, u(x,y) = x~ 1.y~ 1

1
u(x)y) = E

P6. Multiplicar a la ecuacion por el factor de integracion:

af (x,y) _

P8. Entonces, 3f (x, y); ax

0x X

0f (x,y) _2

Integrando respecto a "x":

dx
f(x;J’)zz 7

fG,y) =2In(x) + ()
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P9. Calcular g(y), y derivar respecto a "y":

fG,y) =2In(x) + g(¥)

af (x,y)
dy h

g )

P10. Luego se tiene %’;‘3’) = N, entonces:

- (; + y2> =9’

Integrando:

fg'(y)dy = —fi—y—fyzdy
3

y
g») =-In(y) —=+C
P11. Sustituir en el paso P8:

3

fGoy) = 2In() = In(y) =% + €

Luego:
fl,y)=0
y3
2In(x) —In(y) — 3= k

ACTIVIDAD 7
Resolver los siguientes ejercicios mediante el factor de integracion.

1. Hallar la solucion de la E.D. (y? + 3xy) + (x% + xy)y” = 0.

x2y2

2

=C

Resp. x3y +
2. Hallar la solucion de la E.D. x2y2 + x(1 + y?)y” = 0.
Resp. x2 + 2lny —y™2=C

seny

3. Hallar la solucion de la E.D. ( :

- Ze_xsenx) dx + (—Cosy+ze_xcosx) d

y = 0.

Resp. y + 2ycosx = C
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4. Hallar la solucién de la E.D. dx + (g — seny) dy = 0.
Resp. xy + ycosy — seny = C

2
5. Hallar la solucion de la E.D. 3x + 2 + (x— + 3—y) y =0.
y y x
Resp. x3y +3x2 +y3=C

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Hallar la solucion general de la ecuacion diferencial: e*dx + (e*ctgy + 2ycscy)dy = 0.
Resp. e*seny + y* =k

2. Determinar si la siguiente ecuacion diferencial es 0 no exacta, en caso afirmativo encontrar
su solucion general:

(xcosy — yseny)dy + (xseny + ycosy)dx = 0
Resp. xe*seny — e*seny + ye*cosy = k

3. Hallar un factor integrante u = @(x + y?) de la ecuacion diferencial (3y? — x)dx +
(2y3 — 6xy)dy = 0y luego resolver la ecuacion.

Resp. x — y? = c(x + y?)?

4. Determine si la ecuacion diferencial: (x? — y? + 1)dx + (x2 — y? — 1)dy = 0, admite un
factor integrante "u" que sea funcion de x + y = z.

2.6.2 Otras formas de ecuaciones diferenciales ordinarias

OBJETIVO
e Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias aplicando principios ldgicos
correctos.

EJERCICIOS RESUELTOS
1. Hallar la solucién de seny” = 0.

Solucién:

P1. Despejar la derivada de la ecuacion diferencial: y” = arcsen0
P2. Establecer el valor arcsen0 = 0
Pero este valor es periddico, por tanto

arcsen0 = 0 = nn
Paran = 0:
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arcsen0 =0

Paran = 1:
arcsen0 =m

P3. Con esta aclaracion se tiene la ecuacioén diferencial:

dy
dx m
P4. Resolver la E.D. por variables separables:
dy
=™
dy = nmndx

P5. Integrar las funciones
jdy = nnj dx

y =nnx + C,neZ
ACTIVIDAD 8

Resolver los siguientes ejercicios:

Hallar la solucién de iny” = x.
Hallar la solucion de tagy” = x.

Hallar la solucién de e¥” = 1.

A

Hallar la solucion de cosy” = 0.
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Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

3.1Contenidos

Ecuaciones diferenciales lineales.

Orden de las ecuaciones diferenciales lineales.
Resolucion.

Métodos de resolucion.

Resolucién por Bernoulli.

Resolucion por Riccati.

Resolucién Lagrange y Clairout.

Resolucion soluciones singulares.

N Ga~wWNE

3.2 Objetivos

e Aplicar el razonamiento légico para identificar la ecuacion diferencial lineal.
e Resolver las ecuaciones diferenciales lineales utilizando el método que corresponda.
e Relacionar con otras ciencias su aplicabilidad.

PRIMER METODO DE RESOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES
LINEALES

Definicion: Considerar la ecuacion diferencial ordinaria
d
0, () 2+ ay(x)y = f (%) (0

donde a;,a, y f son funciones solamente de la variable "x" o como funciones constantes,
supongase a; (x) # 0, entonces dividiendo la ecuacion (1) para al(X), se tiene

dy a0
dx " 0, x)” a0
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Para simplificar la ecuacion, se debe relacionar:

a,(x) _
AR
fe0) _
OIS
2+ P(0)y = Q(x) )

A esta ecuacion se le conoce como la ecuacion diferencial lineal de primer orden en "y", si
Q(x) = 0, la ecuacion (2) toma la forma:

2+ P(x)y =0 ©)

A esta ecuacion se la conoce como ecuacion diferencial lineal homogénea (Castro, 2022, p.
106) y es una ecuacion diferencial en variable separable y su solucién esta dada por

y = Ke—P(dx

Si Q(x) # 0 es decir la ecuacién (2) se llama ecuacidn diferencial no homogénea (Zill, 2009,
p. 116).

Como Q(x) # 0 laecuacion (2) no es exacta, esto lleva a determinar un factor de integracion
para su solucién.

Si I(x) es un factor integrante sélo de "x", a la ecuacion (2) se lo expresa asi

dy p _
Py = Q)

dy + [P(x)y — Q(x)]dx = 0
[P(x)y —Q(x)]dx +dy =0
Al multiplicar por el factor de integracion I(x)
I(). [P()y — Q(x)]dx + I(x)dy = 0

Se tiene una ecuacion diferencial exacta, en efecto

01(x).[P(x)y = Q(x)] _ 9I(x)
dy -~ ox
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Resolviendo términos semejantes se tiene:

_dl(x)
I0)P() = —~
Agrupando, se tiene:
_dl(x)
P(x)dx = 00
Integrando respecto a la variable "x":
dl(x)
f o) fP(x)dx

Entonces se tiene:

Inl(x) = f P(x)dx
Aplicando antilogaritmos, se despeja I (x)
I(x) = el P()dx
que es el factor de integracion. Ahora, al multiplicar a la ecuacion diferencial:
[P(x)y —Q(x)]dx +dy =0

el POAX[P(x)y — Q(x)]dx + e/ PXaxgy =

Obteniendo una ecuacion exacta; es decir, existe una funcion F (x, y) tal que se cumple:

oF
2 ofP(x)ax _
— = el P[Py - Q)]

a_F — efP(x)dx

dy

-7 6F 99 1
Integrando la funcién 3y = el POr)dx respecto a “y” se obtiene

fx,y) = yel PO 4 g(x)
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Por otra parte:
JF

— = el PO [P (x)y — Q(x)]

Se concluye que:

g'(x) = —Q(x)e! PO

que integrando resulta:

900 = - [ Qe v 4 k
Por lo tanto:

fx,y) = yel POIax j 0 (x)el P@adx 4

y la solucion general f(x,y) = C, o lo que es lo mismo:
C = yefP(x)dx _ j Q(x)efP(x)dx +k

obteniéndose finalmente:
y = e—fP(x)dx [.l- Q(x)efP(x)dxdx + k]

que es la solucion general de la ecuacion (2).

NOTA ACLARATORIA

Una ecuacion diferencial lineal es de primer orden si cumple lo siguiente (Boyce & DiPrima,
2009):

1. Que la derivada no tenga exponente.

2. Que la variable que tiene la derivada se llama variable dependiente y esta no debe tener
exponente en ninguna parte de la ecuacion diferencial.

3. Que la variable no esté dentro de una raiz, funciones trigonométricas o logaritmicas.

EJERCICIOS RESUELTOS
1. Verificar si la siguiente ecuacion diferencial es lineal: 2xy” + x?y = 7x + 2.

Solucién:

P1. Determinar la variable que tiene la derivada, en este caso es "y".

P2. Revisar que no tenga exponente la variable "y"; en este caso se cumple la condicion.

P3. Verificar que no esté dentro de la raiz, funciones trigonometricas o logaritmicas, lo cual
también se cumple en este caso.
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P4. Por tanto, la ecuacién planteada es lineal.
2. Verificar si la siguiente ecuacion diferencial es lineal: xy” + 5y? = 4x.

Solucién:

P1. Determinar la variable que tiene la derivada, en este caso es "y".

P2. Revisar que no tenga exponente esta variable y, no se cumple ya que se tiene el término y2.
P3. Por tanto, la ecuacion planteada no es lineal.

3. Verificar si la siguiente ecuacion diferencial es lineal: 7x(y)* + 5xy = —1.

Solucién:
P1. Determinar la variable que tiene la derivada, en este caso es "y".
P2. Revisar que no tenga exponente esta variable “y”, no se cumple ya que se tiene el término

()™
P3. Por tanto, la ecuacién planteada no es lineal.

ACTIVIDAD 9

Identificar, cuales de las siguientes ecuaciones diferenciales son lineales y cuales son no
lineales:

y" + 5y = seny (actividad del estudiante en clase).
y'cosx + 5xlny = —1.
y—2y +x=0.

4x2 22— 3x = 2y,

SEGUNDO METODO DE RESOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES
LINEALES

Otra forma de resolver las ecuaciones diferenciales lineales es mediante el proceso.
uz = f qudx

Aclarando que u = e/P(®)9x eg ¢| factor de integracion; ademas, las funciones P(x) v Q(x)
se toma de la misma manera que el método anterior.
EJERCICIOS RESUELTOS

1. Identificar si la siguiente ecuacion diferencial es una E.D. lineal de primer orden.
4xy"+5y " +3y =1+ 2y

Solucién:

P1. Identificar la variable que lleva la derivada y".
P2. Verificar si la variable “y” no tiene exponente y no esta dentro de otra funcion.
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P3. Cumple con estas condiciones, por tanto, es lineal.
2. ldentificar si la siguiente ecuacion diferencial es una E.D. lineal de primer orden.

dx+5 ,
& Xy*“ = seny

Solucion:
P1. Identificar a la variable que lleva la derivada, se observa que es x".

P2. Verificar si la variable “X” no tiene exponente y que no esté dentro de otra funcion.
P3. Cumple con estas condiciones por tanto es lineal y queda x” + 5xy? = seny.

.. ., . . d
3. Resolver la siguiente ecuacion diferencial: ﬁ + 2y = x? + 2x
Solucion:

P1. Partir de la ecuacién diferencial lineal cuya notacion es:

dy p _
Py = Q)

Por tanto, la ecuacion a resolver tiene esta forma:

dy
— 4+ 2y =x%+2
dx+y X+ 2x

P2. Determinar los valores de las funciones P(x), Q(x):
P(x)=2,yQ(x) =x?+2x

P3. Aplicar la formula de la solucién de una ecuacion diferencial lineal se tiene:
y = e—fP(x)dx [f Q(x)efP(x)dxdx + k-

P4. Reemplazando los datos obtenidos, resulta:
y =e~J2dx U e 2% (x2 4+ 2x)dx + k

y =e2fax U el (x2 4+ 2x)dx + k
P5. Efectuando las primeras integrales se tiene:

y=e % U e?*(x? + 2x)dx + k]
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P6. Resolviendo esta expresion se obtiene:
y =e ¥ U e x%dx + ZJxezx + k]

P7. Desarrollando las integrales por separado y aplicando el principio ILATE o por partes, se

resuelve la integral:

(D T

x2 Mp2x
2x

Zx\e—

fxzezxdx = eZZx
4
er
8 /

Multiplicando la derivada con la integral en cruz intercalado el signo +, —, se obtiene:

er ezx er
2 — —2x.—+2.—
T 8
xzer erx N er
2 2 4
De la misma manera, la otra integral:
(D1
x er
2x
e
foezxdx=< 1 T>
er
ey

Multiplicando la derivada con la integral en cruz intercalado el signo +, —, se obtiene:

2x 2x 2x

e e 2y €
—2.— =xe* ——

2x.
X7 4 2

P8. Sustituyendo el resultado anterior en el paso P6:
y=e % U x%2e?*dx + 2 J xe**dx + C]

xzer erx er er l

—_ ,—2x _ - 2x _
y=e I > > + 2 + xe > +C
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. _ _ = C —-2Xx
+—-+x + Ce 572

x2 x 1 1 _x2+x 1+C‘2x
Y= 727, 2 2 ¢

. ., . . d
4. Resolver la siguiente ecuacion diferencial: é + 2y = x? + 2x
Solucion: Usando el segundo método.

P1. Partiendo de la ecuacion diferencial:

dy
—+2y=x>+2
dx+y X<+ 2x

P2. Determinar: P(x) = 2; Q(x) = x? + 2x.

P3. Aplicando la ecuacién:

uz =fqudx
Determinar:
u= efp(x)dx
u=e2ldx = g2x

Sustituir los valores en la ecuacion:
e?*z = f(x2 + 2x)e?*dx

P4. Integrar:
e?*z = fxzezxdx+2fxe2xdx

Resolviendo por integracion por partes: [ udv = u.v — [ vdu

u=x?% dv = e®*dx
2X

du = 2xdx; = —
u xax v )
2x 2x

2Xx e 2 € 2Xx
ez =—xx“—2 T*xdx+2 xe“*dx

er
e?*z = - x% — f xe*dx + 2 f xe**dx

er
e¥Xz = — x?% + f xe**dx
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Otra vez aplicando la integracién por partes:

u=x; dv = e®*dx
er

du = dx; v=7

Sustituyendo en el problema original:

ox er 5 er er
ez =—=x*xx"+ - X ——dx

2 2
ezxz B xZer erx er i
2 2 4
Despejando “z”, se tiene:
xzer erx er C

5. Encontrar la solucion particular de la ecuacion diferencial con las condiciones iniciales
detalladas:

y + ytagx = cos?’x; f(0)=2=vy;x=0
Solucion:

P1. Como es una ecuacion lineal se deben determinar los valores:
P(x) = tanx; Q(x) = cos?x
Aplicando la regla correspondiente:

y = e~/ P(Idx U el PO 4 Q(x)dx + k]

Sustituyendo sus valores:
y = e—ftanxdx [j eftanxdx(coszx)dx + C]
P2. Calculando el factor integrante, que esta dado por:

y = e—ftagxdx

senx
fCOSX

y=e
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Realizando la sustitucion:

{ u=cosx
du = —senxdx

senx

y = e I (senz)

se tiene:

y =)
y = elnu
y = elnu
y=1u
Sustituyo el valor de "u":
y = cOSXx

Por légica, la integral del otro factor es:

d
y = e_f(Tu)
y = e—lnu
y=ul= ! = secx
COSX

P3. Reemplazando en la ecuacion:

y = e—ftanxdx [f eftande(COSZx)dx + C]
y = cosx U secx(cos?x)dx + C]

Yy = cosx U cosxdx + C]

y = cosx[senx + C]
P4. La solucion general esta dada por:

y = cosx.senx + Ccosx
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P5. Ahora se puede encontrar la solucion particular, usando la condicién inicial para encontrar
C; es decir, y(0) = 2, por tanto, la solucion esta dada por:

2 = cos0 x sen0 + C * cos0
2=C
Sustituir el valor de C en la ecuacion de paso P4.:
Y = cosx * senx + 2cosx

6. Encontrar la solucién particular de la ecuacion diferencial con las condiciones iniciales
detalladas:

y + ytagx = cos?’x; f(0)=2=y;x=0

Solucién: En este ejercicio se aplicara el método del factor de integracion.

uy = J qudx

P1. Determinar: P(x) = tanx,y Q(x) = cos?x.

P2. Aplicar el factor de integracion:
u= efp(x)dx

u= eftanx = plnsecx — ¢ory

P3. Sustituyendo los valores en la ecuacion:

secx xy = jsecx * cos?xdx

P4. Integrando y sustituyendo el valor de secx =

CcCosx

* cos?xdx

secx*y=j
cosx

1
y =—Ucosxdx+C]
secx

Yy = cosx U cosxdx + C]

y = cosx[senx + C]

y = cosxsenx + Ccosx
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Sustituir los valores iniciales y(0) = 2
2 = cos0 * sen(0) + C * cos0
2=C
P5. Sustituyendo el valor de C en la ecuacion del paso P4, se tiene:
Yy = cosx * senx + 2cosx

7. Resolver la ecuacion diferencial

1
yt+oy=x y1)=2
Solucion:

P1. En este caso se determina P(x) = i; Q(x) =x

P2. Aplicando la expresion lineal
_jax &
y=e 'x Ue x (x)dx + C

P3. Integrando
y =e ix U e'™ (x)dx + C]

y=x"1 U x(x)dx + C]

o
y=x 3+C

x: C
Y= [? " ;l
P4. Considerando las condiciones
12 ¢
2=zt Tl
5
C - §

P5. Por tanto, la solucion es
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8. Encontrar el problema de valor inicial de la siguiente ecuacion diferencial:

dy 2t
a1 re? Ty YO =04

Solucion:
Poner la ecuacién diferencial en forma lineal:

dy _
T P(t)y =Q()
dy 2t 2

P1. En este caso se determina: ~ P(t) = tz Q) = 1+t2

P2. Se tiene que el factor integrante esta dado por:

=e 1+t2 [j 1+t2

2
— Ll 2 1 2
y =e n(1+t ) I:f e n(1+t ) (1 + tz) dt + C]

2

)dt+C]

r=ae o[ () () o ]

y=(1+t2)U(1+2—t2)2dt+C]

Integrando la funcion f dt para lo cual se aplica el procedimiento que a continuacion se
aplica:
t (2n—-3) dt
— + ,n>1
A+t [2n—-DA+tH)T 2n—-2)) (A +t?)n 1
2 t (2.2 -3) dt
| e =2 +
(1+1t?)? 22 -1D@+t?)? 1 (22-2)) (1 +t?)?*1

fﬁdt:z[Z(lit2)+%I(1+t2)]

f(lfT)zdt = [(1th2)+f(1 fli-ttz)]
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2 t
fmdt = [m + arctg(t)]
Sustituyendo en la ecuacion diferencial final del paso P2 se tiene:
—(1+t2)U 2 dt+C]
Y= (1 +t2)2

y=(01+t +arctg(t)+C]

t
) [(1 + t2)
y=[t+ 1+ tHarctg(t) + (1 + t?)C]

P3. Finalmente, aplicando la condicion inicial y(0) = 0,4 resulta C = 0,4, por tanto la solucion
del problema esta dada por:

y=t+ (1+t3)tg(t) +0,4(1 + t?)

9. Indicar si las siguientes ecuaciones diferenciales son lineales y cual es el orden:

a. 12x%y” +5y =2y
Solucién:
P1. Identificar la variable que lleva la derivada y.
P2. Verificar si la variable “y” no tiene exponente y no estd dentro de otra

funcion.

P3. Cumple con estas condiciones, por tanto, es una ecuacion lineal de orden 3.

b. 7xy” + 12x?y? — 15x = 2
Solucién:
P1. Identificar la variable que lleva la derivada y.
P2. Verificar si la variable “y” no tiene exponente y no esta dentro de otra funcion. La

ecuacion planteada no cumple esta condicion y2.
P3. Por tanto, la ecuacion planteada no es lineal.

c. 7xy"+/xy—15x =20

Solucién:
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P1. Identificar la variable que lleva la derivada y.

P2. Verificar si la variable “y” no tiene exponente y no esta dentro de otra funcion. La
ecuacion planteada no cumple esta condicion y2.

P3. Por tanto, la ecuacion planteada no es lineal.

Solucién:

P1. Identificar la variable que lleva la derivada y.
P2. Verificar si la variable “y” no tiene exponente y no esté dentro de otra funcién.
P3. Por tanto, la ecuacion planteada es lineal de orden 5.

e. 12cosy — 13x”" + 10x" = 3x
Solucion:

P1. Identificar la variable que lleva la derivada x.
P2. Verificar si la variable “x” no tiene exponente y no esta dentro de otra funcion.
P3. Por tanto, la ecuacién planteada es lineal de orden 2.

ACTIVIDAD 10

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

.y d 1-
1. Laecuacion: == = —=2
dx 1-x

Resp.y = x + CV1 — x?

dy—(x+1)ydx
xZ+4x+2

2. Laecuacién: dx =
x2
Resp.y = Ce**2 —x -3

3. Laecuacion: xy" = x —y + tagx
Resp. xycosx = C + cosx + xsenx

cosx

L, dy 2 N
4. Laecuacion: —+ -y = — ,y(m) =0;x>0
senx

Resp.y =

x2

- d 1
5. Laecuacion: = — ytagx = —,y(0) = 0

Resp. y =

cosx
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Hallar la solucion general de la ecuacion diferencial: (xinx) Z—z —y=x3Glnx - 1)
Resp. vy =x3+ c(Inx)

ex

1+ex) y=x
Resp. ¥ = (=) [C+x+ (x = 1)e?]
3. Hallar la solucion de la ecuacion diferencial: Z—z — 2xy = cosx — 2xsenx, donde "y" es una
funcion acotada, cuando x — co.
Resp. y = senx
4. Determinar la solucion de la ecuacion diferencial: Z—z + 9’ (X)y —px)p’(x) =0.

Resp. y=0@(x)—1+ce ™

2. Resolver la ecuacion diferencial: y” + (

5. Determinar la solucién de la ecuacion diferencial: (1 + x2)in(1 +x2)3—i’— 2xy =
In(1 + x?) — 2xarctgx, donde y — —g, cuando x — oo.
Resp. y = arctgx

6. Determinar la solucion de la ecuacion diferencial: x2y” + 2xy = 3x2.
Resp. yx? =x3+C

. ., ., . . d
7. Determinar la solucion de la ecuacion diferencial: d—’: +xet=1-—x.
t
Resp.x = et + Ce ¢ 1

. .y, .y, . . d
8. Determinar la solucion de la ecuacion diferencial: xﬁ +3x% +4y = 0.

2
Resp.y = - >+ =

2 x*

9. Determinar la solucion de la ecuacion diferencial: xz—z +1=x+y.
Resp. y = x(Inx + i + C)

10. Determinar la solucion de la ecuacion diferencial: Z—; —secB + rtanf = 0.
Resp. r = Osecl + Csecl

NOTA: A continuacion, se van a resolver ecuaciones no lineales, pero que aplicando ciertos

procesos se transforma a lineales.

3.3 Ecuacion diferencial de Bernoulli

Definicion: Una ecuacion diferencial de Bernoulli, es toda ecuacion del tipo

dy B n
v P(x)y + Q(x)y
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donde “n” es un nimero real y P y Q son las funciones reales continuas en un intervalo I (Zill,
2009, p. 65).

INTEGRACION DE LA ECUACION DIFERENCIAL DE BERNOULLI

Observacion:
e Si n=00n=1,setiene una ecuacion diferencial de variables separables.

e Suponer que n # 1. Para integrar la ecuacion de Bernoulli, se divide los dos miembros
de la ecuacion diferencial para y™
dy

i P(x)y + Q(x)y"

con lo cual se obtiene

1 dy_ Py Q@y;

yn'dx_ yn y/

P
yy—n—yfﬁ = Q)

y% PGy = Q)

Luego de este paso se hace la sustitucion z = y1="

Derivando z con respecto a x, se obtiene
, y
zZ=—(n- 1);
Ahora, despejando y’
z'y"
(n—1)

y ==
asi la ecuacién diferencial resulta ser

;’—n — PGy = Q(x)

Al sustituir los valores de y” y z, la ecuacion se transforma en
_Zy"

=Dy, = )

z’ p _
1~ (x)z = Q(x)
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obteniéndose de esta forma una ecuacion diferencial lineal, de tal manera que se resuelve
aplicando los procesos anteriormente descritos.

EJERCICIOS RESUELTOS
1. Determinar la solucion de la ecuacion diferencial Z—z —y =2e*y?

Solucion:

P1. Observar la derivada de la variable y.

P2. Verificar que esta variable no tenga exponente en este caso y2, no es lineal.
P3. Aplicar la sustitucion de Bernoulli mediante el cambio de variable.

‘

-n \
-2

u=y!
u=yl!
Ssu=-y

ju=y? 5

— -1
P4. Hallar la derivada de "y", {y,y - }

P5. Sustituir en la ecuacion original:

esta expresion se debe dejar en la forma lineal y” — p(x)y = q(x), por lo que se multiplica
por (—u?).

[—u=2u —u™t = 2e*(wH)?](—u?)

.. A

u + 1lu = —2e*

Simplificando

p(x) =1 }

P6. Aplicando el principio de la ecuacion lineal, es decir {q(x) Z X

P7. Aplicando el factor de integracion

y = e~/ p(dx U el POIax g () dx + C]
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. ., ., . . d
2. Determinar la solucion de la ecuacion diferencial d—i —y = 2e*y?

Solucién:

RESOLUCION - METODO 1

Otra forma de resolver las ecuaciones lineales es mediante el proceso
uz = J qudx

Aclarando que u = ef P()dx

P1. Aplicando el principio de las ecuaciones lineales de orden uno:

u = e~ Jpax U el PDax g () dx + C]

P2. Integrando la expresion:
u=e~* U e*(—2e*)dx + C]

u=e> U(—Zez")dx + C]
u=e>* [—Zf(ezx)dx + C]
u=e>* [—Zezj+ Cl

u=e*[(—e?*) + (]

u=-—e*+Ce™*

P3. Sustituyendo el valor de y = % entonces u = % es decir:
1
—=—e*+Ce™

Invirtiendo la ecuacion anterior, se tiene:
1

Y= —e* 4+ Ce™
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RESOLUCION - METODO 2

Se conoce la ecuacion lineal:
u +1u=-2e%px) =1;q(x) = —2e*

P1. Partiendo de sus definiciones:

uz = f qudx

u:efp(x)dx :efldx = X

P2. Sustituyendo los valores encontrados:
( ze* = f(—Zex)exdx

er
ze* = —ZIeZ"dx =-2 <T> +C

) ze* = —e?* +(C (
e?* ¢
Z=——+4—
ex e*
-
L z=-—e€ +e_" J

P3. Sustituyendo el valor de z = i

Invirtiendo:

3. Resolver la siguiente ecuacion diferencial y* = y + x2y?2.
Solucién:

P1. Partiendo de la ecuacion diferencial:

y =y+xy?
la misma que puede escribirse como:

Y _1_,2

y: oy

P2. Haciendo:
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P3. Derivando la ecuacion anterior, se tiene:
;. y
=%

P4. Sustituyendo en la ecuacion diferencial, esta se transforma en:

-z —z=x?
dz
ntz= —x?
P5. Aplicando el principio de la ecuacion lineal, es decir:
{ P(x)=1 }
Q(x) = —x*

P6. Aplicando el método de resolucion:

7 = e—fP(x)dx [f efP(x)de(x)dx + C]
z=e Jax U el & (—x)dx + C]

z=e* U e*(—x2%e*)dx + C]

P7. Efectuando la integral se tiene:
D 1
x? e*
[x?e*dx =< 2x e* p multiplicando intercalado el signo +, — asf

2 e*
kO ex)
[ x%e*dx = x*.e* — 2x.e* + 2.e*

P8. Sustituyendo:
z=—e*[x%e*—2x.e¥ +2.e*+ (]

z=—x*+2x—2+Ce™™

P9. Como: z = % , despejando "y", se tiene:
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En consecuencia, la solucién general se expresa como:

1
Y Xt 2x—2+ Ce™
RESOLUCION - METODO 3
d
d_JZc+Z =—x%P(x) =1;0(x) = —x?
uz =Jqudx

u= efp(x)dx — ef ldx — px

P1. Sustituyendo los valores encontrados, se tiene:
ze* = f(—xz)exdx

zeX = —szexdx

judv=uv—jvdu

u=x?% dv=e¥dx

Resolviendo la integral por partes:

du =2xdx; v=e*
Sustituyendo en la integral:
fxzexdx = x%e¥ — 2fxexdx
Resolviendo la otra integral:
-2 f xe*dx = —2xe* + f e*dx = —2xe* + 2e*
u=x; dv=-e*dx

du=dx; v=e*
Entonces:

szexdx =x%e* —2xe* +2e* +C
Sustituyendo este resultado, se tiene:

zeX = —x%e* + 2xe¥ —2e* +C
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—x%e* + 2xe* —2e* + C

ex

7 =

z=—x*+4+2x—-2+4Ce™™

P2. Sustituyendo el valor de z = i se tiene:

1
;=—x2+2x—2+Ce‘x

Invirtiendo la ecuacién anterior:

1
y_—x2+2x—2+Ce‘x

4. Resolver la siguiente ecuacion diferencial

dy x
dx  x2y +y3
Solucion:
P1. Partiendo de la ecuacion diferencial:
dy X
dx  x2y +y3
dx _x*y +y°
dy X
la misma que se expresa como:
dx B 3
dy 7T %
P2. Multiplicando por 2x:
dx 5 3
ZxE —2x°y =2y
P3. Haciendo z = x?, se tiene:
z = 2xx’
P4. Sustituyendo:
z —2yz = 2y3
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La cual es una ecuacion lineal de primer orden.

P5. Determinar P(x) y Q(X):
P(x) = =2y ; Q(x) = 2y°

Z = e‘f(—ZY)dy I:f ef(_zy)dY(2y3)dy + C]

z=¢eY U e ™ (2y*)dy + C]
Efectuando la integral:

f e (2yH)dy = 2 f e (y)dy + C

2( ., ,
ZE e Y (2y.y“)dy + C

2 2
Efe‘y (—yH(=2ydy) + C

Realizar la siguiente sustitucion:
Inu = —y? - —2ydy = du
u = elmt = g=v* ’
Reemplazar en la integral:

2 du
= | lnu.u.— = +C
2 u

flnu. du =+C

Integrando la ultima ecuacion por partes:

v = lnu dw = du
du
{dv=7 jdw=Jdu—>w=u

fvdwzv.w—fw.dv

du
.[lnudu =Uu. lnu—fu.?
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flnudu =u.lnu—u=ullnu—-1)+C

P6. Sustituir el valor de u:
—y2e ™V —e V' 4 C

P7. Reemplazando en el paso P5:
z=e"" U e™ (2y%)dy + C]
z=e"[-y%e —eV + (|
y cOmo z = %se tieney = i en consecuencia, la solucion general se expresa como:
1
y =

CeY|-y2e v’ — e’ + (]
aplicando la propiedad distributiva:

1
—y2 —1+e¥*(|

a

ACTIVIDAD 11

Aplicando el principio de Bernoulli dar solucién a las siguientes ecuaciones diferenciales:

La ecuacion y" — y = y*, con la condicién y(0) = 1.
La ecuacion y” + 2y = —4y3, con la condicién y(0) = 1.
La ecuacion y” — xzy—l = y2, con la condicion y(0) = 1.

La ecuacion y” — % = y*, con la condicion y(0) = 1.
La ecuacion 3y” + zy = 2x*y*, con la condicion y(0) = 1.
La ecuacion ydx = x(1 + xy*)dy, con la condicién y(0) = 1.

o g~ wheE

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Resolver la ecuacion de Bernoulli dada por y* — 2ytanx = Zﬁ.
Resp. vy = (tanx + Ksecx)?

2. Encontrar todas las soluciones de la ecuacion diferencial y* = y + y3.

1
Resp. {y =(Ce ™ -1)"2
y=0
3
3. Resolver la ecuacion de Bernoulli dada por Sx% -2y = %

Resp. y3 = x3 + Cx?
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., . d
4. Resolver la ecuacion de Bernoulli dada por Zyﬁ + y?ctgx = csecx.
Resp. y? = xcsecx + Ccsecx

5. Encontrar todas las soluciones de la ecuacion diferencial xy” +y = 3xﬁ.

Resp. y= (x + %)2

6. Encontrar todas las soluciones de la ecuacion diferencial 3xy” + 4y = \/%

Resp. y= (ﬁ + C)g

5 ' x2

7. Encontrar todas las soluciones de la ecuacion diferencial yy” + y?tagx = cos?x.
Resp.  y* = (2x + C)cos?x

8. Encontrar todas las soluciones de la ecuacion diferencial 3xy” + y + y*x? = 0.

Resp. y 3 = x* + Cx

3.4 Ecuacion diferencial de Riccati

Definicion: Betz et al. (1977) indican que una ecuacion diferencial de Riccati, es toda ecuacion
del tipo

y' =p()y? +q(x)y +r(x),
donde p, q y r son las funciones reales continuas en un intervalo I, integracion de la ecuacion
diferencial de Riccati (Boyce, 2009, p. 108). La integracion de esta ecuacion diferencial se
reduce a una ecuacion de Bernoulli si se conoce una solucion particular. En efecto, se supone

conocida de antemano una solucién particular y;(x), la ecuacion de Riccati si se hace
y(x) = z(x) + y1(x), la nueva funcién desconocida z(x), verifica la ecuacion diferencial.

zZ'+y;" =p)(z+y)? +q@)(z +y1) +7(x)
Resolviendo esta ecuacion:
Z'+y1" = p0)z* + 2p(x)zy; + p(x)y1* + q()z + )y, +r(x) (D
puesto que la solucidn de una de sus raices es y; , se puede escribir la ecuacion de Riccati como:
' =p)y? +q@y +r(x)  (2)

Restando la ecuacion (2) de (1) se obtiene:

z' = p(0)z® + 2y1p(x)z + q(x)z,
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— 2
z' =p(x)z* + [2y1p(x) + q(x)]z,
que es una ecuacion diferencial de Bernoulli, esta ecuacién se transforma en una lineal con el
. . 1 . -, . 1 .
cambio de variable z = ~, pero despejando la funcién desconocida u = ~ €s decir, que la

ecuacion de Riccati se transforma directamente en una ecuacion diferencial lineal mediante el
cambio de variable dado por: .

y=y+t 1
EJERCICIOS RESUELTOS
1. Resolver la ecuacion diferencial x3y” = x*y? — 2x?y — 1, sabiendo que y;, = x ™2
Solucion:
Establecer un reconocimiento del método de resolucion a aplicar.
P1. Dejando en la forma establecida por Riccati:

y' =p)y? +q(x)y +r(x)

La ecuacion original divido para x3, para dejar de la forma:

Simplificando:

_ ) 2 1
y =Xy X 3
P2. Determinando los valores de:
p(x) =

) =2

q\x) = Y

1

kr(x) = x—3}

P3. Al haber determinado que es de Riccati, se necesita conocer una solucién particular, la
misma que se da en el problema:

Yy1=X
Derivando:

y'=—2x"3
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P4. Sustituyendo en la ecuacion de Riccati del paso anterior debe generar una igualdad:

y =xy?—2x"ly—x73
—2x 3 =x(x"?)?—-2x"1(x"?) —x"3
—2=1-2-1
—2=-2

Simplificado la igualdad, se garantiza que esa solucion obtenida es solucién de la ecuacion
dada.

P5. Realizando un cambio de variable para transformarle en lineal:

=z + ,
. B _ . y V1
peroz =—=u"", sustituyendo queda:

y = y; + u~%, sustituir y,
y =x"%2+u"%, derivar
y ==2x"3—uu

P6. Sustituir en la ecuacion del paso P1:

( y =xy?—2x"1ly—x73 )
—2x 3 —utu =x(x?+u )2 -2x"(x 2 +u ) —x73

2x 3 —utuw=x(x*+2x2ut+u) - 2x M (x?+uh) —x73

1=2x3 —u2u' = (x 3 +2x 'ut + xu"?) — 2x73 — 2x"'u~! — x~3, agrupando

"

—2x7 3 —u?u" = —2x73 4 xu~? reduciendo términos
—u%u = +xu?
k u' = —x Y,

Se llega a una ecuacion diferencial lineal.

P7. Resolviendo por variables separables, se obtiene:

’

( u =—-x 3\
du
—_ = =X
dx

du = —xdx, integrando

-
fduz—fxdx

__ e
v=-s
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P8. Sustituyendo en la funcion y = x™2 + u™1,

2 -1
—x 24 (- +tC
y=x >
_ 1, (e -
Y= 2

SHER
Y= " \2c —x2

2. La ecuacion diferencial y"—xy? + (2x — 1)y = x — 1, es una ecuacion de Riccati que
tiene como una solucién particular a y = 1, con el cambio de variable y =1 + i

Solucion:

P1. Plantear la solucién de Riccati:

P2. Derivando:

y' =0—u?u
! u,
y = Y]
Otra expresion de igual significado es:
dy —u
dx  u?

P3. Sustituyendo en la ecuacion diferencial:

y —xy?+(2x—-1Dy=x-1

u’ 1\ 1
——z—x(1+—> +(2x—1)<1+—>=x—1
u u u

2 1 1
—ﬁ—x(1+a+;)+(2x—1)(1+z)=x—1
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u” + u = —x, la ecuacién obtenida es una ecuacion diferencial lineal.

P5. Determinar los valores de p(x) y q(x):

{p(X) =1
q(x) =x

Aplicando la formula para resolver ecuaciones lineales, se tiene:

u = e~ Jp@dx U el P()dx q(x)dx + C]
u=e‘fdx[—Jefdxxdx+C]
u=e‘x[—fexxdx+6]

Aplicando la técnica ILATE, para resolver la integral:
x._e*

e*xdx =11 eX;=xe*—e
/ L

X

Sustituyendo este resultado en la ecuacion anterior:
u=e *[—xe* +e*+ (]

u=-x+1+Ce™*

Paso final:
1
y=1+-—
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ACTIVIDAD 12
Aplicando el principio de Riccati, dar solucion a las siguientes ecuaciones diferenciales.
La ecuacion y” + y% + (3x — 6)y = 4(x — 1), con la solucion y, = —x.
La ecuacion y” = 2y + y?2, con la solucién y; = 0.

La ecuacion y" = 2(1 — y) — (1 — y)?, con la solucion y, = 1.
La ecuacion y" = 3(x —y) — (x — y)? +, con la solucién y, = —x.

MO

EJERCICIOS PROPUESTOS

2
1. Resolver la ecuacién de Riccati dada por y* = %+ Z—Z — 1, donde su solucion particular es
y1=¢x) =x.

2cx+x3

Resp.y=x+z-oy=

2¢c—x2

. S . d 5e* .
2. Encontrar todas las soluciones de la ecuacion diferencial ﬁ =e?* + (1 + %) y +y2,si

X
la funcion particular y; (x) = — %

3. Resolver la ecuacion de Bernoulli dada por Z—z =x+ (i — xz) y + y? donde su solucién
particular y; = @(x) = x2.

%3

x3
Resp. zl=xe 3 |- [xe 3dx+ Cl

4. Resolver y' + 2xy = 1+ x% + y?, es una ecuacion de Riccati que tiene como una solucidn
particular a y; = x.

, 4 ., . . . .,
5. Resolver y' =—— —%+ y?, es una ecuacion de Riccati que tiene como una solucion

. 2
particulara y, = ~

Resp. y = 3+ (255)

2

sen®x y2

6. Resolver y = cosx — , €S una ecuacion de Riccati que tiene como una
2cosx 2cosx

solucion particular a y; = senx.

1
Resp. y = senx + (m)
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, 1 -, . . . .,
7. Resolver y"=xy*+y+—, es una ecuacion de Riccati que tiene como una solucion

. 1
particulara y; = — -

Resp.y = _i-l_ (x+1:-cex)

3.5 Ecuacion diferencial de Lagrange y Clairaut

OBJETIVOS

e Facilitar el desarrollo de una ecuacién diferencial no lineal cuando su derivada sea parte
de una funcién interna.

e Transformar una ecuacion diferencial no lineal a lineal mediante el proceso de
sustitucion:

Y b dy=pd
ax T

Definicion: Una ecuacion diferencial de Lagrange es toda ecuacion del tipo o de la forma
(Castro, 2022, p. 73)

y=xf@H)+g90) @

Para resolver la ecuacion de Lagrange se transforma a otra ecuacion diferencial lineal en "x"
como funcion de P.

. . ., d .y
Realizando la sustitucion d—y =y’ = P, en laecuacion (1)

> =
Asi su nueva forma esta dada por:
y=xfy)+g90)=xf(P)+g(P) (2)
Diferenciando la ecuacién (2) se tiene:
dy = f(P)dx + xf'(P)dP + g’ (P)dP (3)
Reemplazando en la ecuacion (3) el valor dy = Pdx, se obtiene:
Pdx = f(P)dx + xf'(P)dP + g'(P)dP  (4)

Despejando dx, para lo cual se divide para P, a toda la ecuacion:

_f®  xfPap g (P)dP

d
*=7p P P
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1-22\q -
x 2 P

( f(P)> _xf'(P)dP _ g'(P)ap
P

P—f(P)\ . _xf(P)dP _ g (P)dP
P * PP

Cambiar de signo para obtener la funcion f(P) positiva:

f(P)—P d xf'(P)dP _ g'(P)dP
(T) T T TP

Para dejar solo la derivada con respecto a dx, multiplicando la ecuacién por (f(P)_P)

f(P)—P xf'(P)dP _ g'(P)dP P
K P )dx+ P p l(f(P)—P)

xf (P)dp  g'(P)dp
WIOEANIOE

Dividiendo por dP, para obtener la ecuacion lineal:

dx S 9P
dp f(P)—P fP) -

que es una ecuacion diferencial lineal en "x", cuya solucion general es x = @ (P, c) donde P, es
un parametro y la solucion general de la ecuacic')n (1) se da en forma paramétrica.

{ x=¢@(P,c) }

y =P, o)f(P)+g(P)
P es un parametro.

La ecuacion diferencial de Clairaut son de la forma y = x( ) f (dy) (zill, 2009, p. 12),

su resolucion tiene el mismo proceso del de Lagrange, es deC|r — =P.

EJERCICIOS RESUELTOS

T . dy dy)?
1. Resolver la ecuacion diferencial y = x (E) + (E) .

Solucién:

P1. Haciendo las sustituciones correspondientes, se tiene:

153



Ecuaciones diferenciales. Teoria, practica y resolucion de problemas

Jaime Rodrige Guilcapi Mosquera, Mayra Alexandra Viscaino Cuzco y Freddy Geovanny Benalcdzar Palacios

dy
P=-—2pP=
dx - Y
Como:
dy = Pdx
Con estas sustituciones se tiene:
y = xP + (P)?

P2. Diferenciando la nueva ecuacion:
dy = xdP + Pdx + 2PdP

P3. Sustituyendo dy = Pdx, se tiene:
‘ Pdx = xdP + Pdx + 2PdP
Reduciendo términos semejantes:

0 = xdP + 2PdP
Sacando factor comun:

0 = (x + 2P)dP

P4. Aplicando la ley del anulamiento dadapora *b = 0;sia =0 o b = 0, se tiene

P5. Integrando el primer factor:

IS RERAN

x = —2P

P5. Sustituyendo los valores en:

y = xP + (P)?

{J’=xC+(C)2}_> Yo = xC + C?
x = —2P yp = —2P? 4+ P? = —p?

2. Resolver la ecuacion diferencial 2y = xy” + y’lny".
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Solucion:

P1. Expresar la ecuacion diferencial, en la forma:

P
;y:x(5)+ 2 D

P2. Considerando la sustitucion y” = Y_p dy = Pdx , asi la ecuacion (1):

xP  PlnP

F?*T

P3. Diferenciando se tiene:

1 1

dy = 3 [xdP + Pdx] + 3 [PdInP + InP = dP]
1 1 dP

dy = E[Xdp + PdX] + E[P (?) + InP * dp]

1 1
—[xdP + Pdx] + 5 [dP + InP * dP]

dy=2

P4. Reemplazando dy = Pdx:

P InP dP
Pdx ——dx+ dP+—dP+7
Simplificando:
InP dP
de——dx——dP ——dP +7
InP dP
—dx — —dP = —dP 7

Pdx — xdP = InPdP + dP

Pdx = xdP + (InP + 1)dP

xdP InP +1
ax =+ )ap

P P
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Este resultado es una ecuacion diferencial lineal que tiene como solucion:

1 InP +1
p(p) = —;,q(P) =—>

P5. Sustituyendo en el modelo de resolucion de la ecuacion lineal:

ar ar /InP + 1
x=e_f_?UeI_?< dP)+C]
P
x = el"f U e~nP (lnp+1dP)+C]
P
x = elnP U elnP™ (lnPP+ 1dP) + C]

x=P U P (Z"PPJF ! dP) + c]

o= P[f2 (") ap 4

P

P6. Calculando:

j‘l(lnP+1)dP_j‘<lnP+1)dP
P P B P2

InP _
f?dP+fP dap

Distribuyendo la integral:

Calculando sus integrales:

—dP = dp 1
fPZ du =— v=—=
P P

fd_ fd_lnPf<dP>_lnP1
udv = u.v vdu = P p7) = P B

S()=Ivdp=—5+c

Reemplazando en (*):

me {u =InP dv= P‘ZdP}

-rle-(2)-3f

x=PC—1InP—2

156



Ecuaciones diferenciales. Teoria, practica y resolucion de problemas

Jaime Rodrige Guilcapi Mosquera, Mayra Alexandra Viscaino Cuzco y Freddy Geovanny Benalcdzar Palacios

_ x=PC—InP—-2
Por tanto, la solucion general es: { y = cp? } , P es un pardmetro.

ACTIVIDAD 13

Aplicando el principio de Lagrange y Clairaut resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

. 3
1. Laecuaciony = Exy’ + eV’

Resp. General
1 2 2)

P pz' p3

p3
i _3c ZP(]. 3+3)
y_zpz e P PZ

2. Laecuacion y = xy' + seny’
Resp. General y = Cx + senC

3. Laecuaciony = xy' + /1 —7y'2
Resp. General y = Cx + V1 — C?

p €S un parametro.

4. Laecuaciony =xy' +y' —y'?
Resp. General y = Cx + C + C?

b

yr2
b

Resp. General y = Cx + ey

5. Laecuaciony = xy’ +

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Resolver la ecuacion diferencial y = 2xy” + seny
Resp. Particular x = _CT — senp + #

General

p €S un parametro.

2. Encontrar todas las soluciones de la ecuacion diferencial y = xy” + ;LZ

. 2
Resp. Particular x ==
14
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General

p €S un parametro.

3. Encontrar todas las soluciones de la ecuacion diferencial y = xy” + y™
Resp. Particular X =-2p

General

p €S un parametro.

4. Laecuaciony = xy' — 3y'?
Resp. General: y = Cx — 3(C3
5. Laecuacion y' = In(xy’' —y)

Resp. General: y = Cx — e©

3.6 Ecuaciones diferenciales no resueltas con respecto a la primera derivada

OBJETIVO: Desarrollar ecuaciones diferenciales con alto grado de razonamiento légico y
aplicativo.

1. Ecuaciones de primer orden y de grado n con respecto a y’, son ecuaciones de la forma:

OO+ P, ) )+ PG y) )2+ Py (0, 3)y + Py(x,y) = 0

Para dar solucion a esta ecuacion diferencial se debe realizar el siguiente procedimiento:
a. Resolver con respectoa y’.

b. Dado que la ecuacion diferencial es de grado n, se tiene:
Y =hH0y); v =L00y); .0y = fLlny)
que son las soluciones reales de la ecuacion diferencial.

c. Luego el conjunto de soluciones para la ecuacion diferencial es:
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(Pl(x;% cl) = 01 Qoz(x;y, CZ) = 0; ---‘pn(x;y, Cn) = 0
Generalizando: ¢;(x,y,¢;) =0;i=12,..,n.

2. Ecuaciones diferenciales de la forma f(y,y") = 0.

Cuando en esta ecuacion diferencial se puede despejar y” se obtienen ecuaciones de variables
separables, por lo que se analizaran los otros casos:

a. Sien laecuacion diferencial f(y,y") = 0 se puede despejar "y", se tiene:

y=0Q)

. ,_d . :
Entonces para resolver se debe aplicar, y" = d—z = P, de aqui se obtiene:

y = ¢(P)
Diferenciando esta ecuacion:
dy = ¢’(P)dP

Sustituyendo el valor dy = Pdx:
Pdx = ¢’(P)dP

De esto se tiene:

_¢'(P)
dx = B dpP

Integrando las funciones:
"(P
x = JMCIP +C
P
Y la solucion de la ecuacion diferencial en forma paramétrica es:
"(P
X = f%dP +C

y = @(P)

b. Si en la ecuacion diferencial f(y,y") = 0, no se puede despejar "y", ni y’, pero se pueden
expresar en la forma paramétrica mediante algun parametro "t", como:

y =)
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y = o(P); (Z—Z = P)

Es decir:
,_dy
y=2=90
Despejando el diferencial dy:
dy = @(t)dx

Retomando el valor de y = ¢(t) y derivando:
dy = ¢'(D)dt

Igualando los valores dy:
p(t)dx = ¢’ (t)dt

_@(D)dt
T Te®

Integrando la funcion:

B @’ (t)dt
"‘f o ¢

Y la solucion de la ecuacion diferencial en forma paramétrica es:

(t
x = (p—()dt +C
@(t)
y = ()
3. Si en la ecuacion diferencial f(x,y") = 0, no se puede despejar "x":
Se debe partir de la funcion x = @(y"),
Se sabe que y” = P, la ecuacién toma la forma

x = @(P)

Derivando:
dx = ¢’ (P)dP

Recordando que Z—z = P, entonces despejar dx:

Se tiene dx = d?y, por tanto:
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dy
dy = Po’(P)dP

Integrando la funcion:

fdy = fP(p'(P)dP

y = fP(p'(P)dP +C

Y la solucion de la ecuacion diferencial en forma paramétrica es:

y = fP(p'(P)dP +C
x = ¢(P)

EJERCICIOS RESUELTOS
1. Hallar la solucion de la ecuacion (y)? — 2x+y)y + (x2 +xy) =0
Solucién:

P1. Aplicando el caso 1; despejar y’, para lo cual se debe aplicar la forma general de la ecuacion
de segundo grado
ax?+bx+c=0

, —bx(b)?—4ac
y =
2a

a=1
b=-2x+y)
c = (x? + xy)

Sustituyendo los valores en la ecuacién de segundo grado, se tiene

o x+y)EJCRx+y)2—4x1x (X2 +xy)
y:
2

P2. Resolviendo la expresion

o (2x+y) £ 4x2 + 4xy + y2 — 4x2 — 4xy
y =
2
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, Qx+y)tyy?
y' = 5

,_ @x+y)ty
a 2

, 2x+y+y
Y1=T

_2x+y-—y

Y2 >

Reduciendo términos semejantes:

P3. Integrando las soluciones:

YVa2=X

La primera ecuacion diferencial se determina por el factor de integracion:

yi=x+y

Como se observa, es una ecuacion diferencial lineal:

dy B
dx -
Determinando las funciones:
{P(x) =-1
Qx) =x

y, = e—fp(x)dx U(efp(x)de(x) + C)dx]
y, = el ax [f(e‘fdx(x) + C)dx]

v, =e* U(e‘x(x) + C)dx]
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P4. Resolver la integral [(e™*(x))dx por ILATE:

Derivada Integral
X 3 7%
1 —e™*
0 e™*

y =e*[—xe™* —e ™ + (]
y1=[—xe ™ xe*—e*xe* +( xe*]
y1=[—x—1+Ce*]
Ordenando de forma positiva:
vy, =e*C—x—1
Resolviendo la segunda ecuacion diferencial por variables separables:
Yo=x

dy_

a—x

dy = xdx

[ay= [t

x2

Vo, = 7 +C
P5. Por tanto, las soluciones estan dadas por:

2. Hallar la solucion de la ecuacion y = (y")%e”".
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Solucion:

P1. Aplicando el caso 2, sustituir y” = Z—i’ =P:
dy = Pdx
y = p2eP

P2. Derivando la funcién:
dy = P?de? + ePdP?

dy = P?e?dP + 2Pe?dP
Reemplazando el valor dy = Pdx:

Pdx = (2Pe? + P?e?)dP

2Pe? + PZ%eP
dx = (————ap

dx = (2ef + Pe?)dP

P3. Integrando la funcion:

jdx=f(ZeP+PeP)dP
fdx=2f(ep)dP+J(PeP)dP

x=2ep+f(PeP)dP

Resolviendo la integral por sustitucion:

fudvzu.v—fvdu

{ u=P;du=dP
dv = efdP;v = e?

f(PeP)szPeP—fePdP

J(Pep)dP=PeP—eP+C
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Sustituyendo en la ecuacion:
x = 2eP +f(PeP)dP
x =2eP +PefP —eP 4+ C
x=eP +Pef +C
P4. La solucion de la ecuacion diferencial es:

{x=eP+PeP+C
y:PZeP

3. Hallar la solucién de la ecuacién y* — (y)* — y(y)? = 0.
Solucion:

P1. Aplicando el caso 3, sustituir:

y =yt
P2. Reemplazando en la ecuacion diferencial:
yi=) —yB)?=0
y4 _ y4t4 _ y3t2 =0
Simplificando y3 por ser un factor comun del polinomio:
y—ytt—t2=0

Despejando "y":
y(d—-th) = ¢
tz
D)

P3. Diferenciando:
(1—tHdt? —t2d(1 -t

ay = (1—t4)2
(1 —tY)2t — t2(—4t3)
dy =
(1—t4)?
2t —2t° +4t°

W= e
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2t° + 2t
dy :—(1—t4)2dt

P4. Sustituyendo y" = P,eny = yT entonces y = %en la ecuacion diferencial:

yr =0 =y()*=0

p* P
t—4—P4—?P2=O
p* p3
t—4—P4—T:O
P 1 0
t* t
P(a-1)=1
t4 Tt
1
p=—-1°

. s d f .
P5. También se conoce que, P = é , sustituyendo en el paso anterior:

dy 1t

dx 1-—t*
£3

dy=1_t4dx
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P6. Igualando los valores de dy de los pasos P3 y P5:

t3 C 2ttt + 1)
T—e "~ (A-th)?

Obteniendo las variables separables, despejando y simplificando:

2t(t* + 1)

3 —
t>dx = D)

_ 2ttt +1)
T (1-tHe3

2t + 1)
x= (1—tHt?

2(t* + 1)

&=~

P7. Integrando las funciones:

(t*+1)
fdx = -2 (f}——l)tzdt

(t*+1)
x= j @+ D+ De-ne ™

Aplicando las integrales parciales:

(t*+1) A B C D Et+F
t

=—+—=+ + +
2+ D+ 1)(t—1)t? t2 t+1 t—1 t>+1

Sacando minimo comun maltiplo:
t*+1

(+£2 1 ANLa 1AL - 2,
L= oy A\ e oy A 2 )™

At* =Dt +B(t*—1) + C(tZTJ: D —Dt2+D(t? + 1)(t + Dt + (Et + F)(t? — 1)t?

(rZ IR AYS R AV 1NL2
AN N /\

1 oy A

t*+1=A*—Dt+Bt* -1+ Ct?+ 1)(t — Dt?> + D(? + 1 (t + 1)t?
+ (Et + F)(t? — 1)t?
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Hallando los valores de las constantes:
Sit=1

1+41=A01-D1+BA-D+CA+1DA-D1+D(1+ D1+ D1
+(E+F)(1-1D1

2=A%x0+B*x0+C*x0+D(A+1)A+1D1+(E+F)O

2=4D
D_1
2
Sit=0
0+1=40-1D0+BO0-1+CO+1)(O—-10+DO+1)(0+1)0
+(E*0+F)(0-1)0
1=-B
B=-1
Sit=-1

1+1=A0-D(-D+BA-1D+CA+D(-1-D1+D1+1(-1+ D1
+(~E+F)(1-D1

2 =—4C
1
2
Sit=2

16+1=A4(16-1)2+B(16-1)+C(4+1)2—-1D4+D(4+1)(2+ 14
+QRE+F)(4—-1)4

17 = 30A + 15B + 20C + 60D + 24E + 12F
Reemplazando los valores conocidos

1 1
17 = 304 + 15(=1) + 20 (— E) + 60 (§> + 24E + 12F

17 =304 —15—10 + 30 + 24E + 12F
12 = 304 + 24F + 12F
2=5A+4E + 2F

Sit=-2
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164+1=A4(16—1)(-2) + B(16 — 1) + C(4 + 1)(=2 — 1)4
+D(A+1)(=2+ 14+ (—2E+F)(4—1)4

17 = =304 + 15B — 60C — 20D — 24E + 12F
Remplazando los valores conocidos:

1 1
17 = =304 + 15(=1) — 60 (— 5) 20 (E) — 24E + 12F

17 = —=30A — 15+ 30 — 10 — 24E + 12F
12 = —30A — 24E + 12F
2 =-5A—4F + 2F
Sit=3
t*+1=A* - Dt +Bt* - 1)+ C{t? + 1)(t — Dt?> + D(t? + 1) (t + 1)t?
+ (Et + F)(t? — Dt?
81+1=4(81-1)3+BB1-1)+CO+1)B3-1)9+D(O9+1)(3+1)9
+(BE+F)(9-1)9
82 = 2404 + 80B + 180C + 360D + 216E + 72F
Reemplazando los valores conocidos:
82 = 240A +80(—1) + 180 (— %) + 360 (%) + 216E + 72F
82 = 240A — 80 —90+ 180 + 216E + 72F
72 = 240A + 216E + 72F
9 =304+ 27E +9F
Resolviendo el sistema de ecuaciones:
2=5A+4E + 2F

2 =—-5A—4F + 2F
9 =304 + 27E + 9F

Fz == Fl +F2
F3 = _6F1 +F3
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2=5A+4E + 2F
1 4 =4F
-3 =3E —-3F

2=5A+4E + 2F
< F=1
—3=3E-3

2=5A+4E + 2F
1 F=1
E=0

2=54+0+2
F=1
E=-1

Sustituyendo los valores en la integral:

cocal[ e [l [ e [
N t2 t+1 t—1 t2 +1

e[ [ ke
= t t2 t+1 t—1 t2+1

dt
t2+1

x=[—%+ln(t+1)—ln(t—1)—2j

2
x = [—? +In(t + 1) —In(t — 1) — 2arctagt + C]

= +1 t+1) 2 tagt + C
x=|—7 n(t—l) arctag
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La solucién general esta dada por:

= 2+1 (t+1) 2arctagt + C
X = n n(t—l) arctag
tz
k y=1—t4

ACTIVIDAD 14
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

1. Hallar la solucion de la ecuacion (y)? — 2yy” = y?(e* — 1).
Resp. In(Ky) = x + 2ez

2. Hallar la solucién de la ecuacion (y)? — 2xy” — 8x% = 0.
Resp. y; =2x%>+C; y, = —x*+ K

3. Hallar la solucion de la ecuacion x?(y")? + 3xyy” + 2y? = 0.

C K
Resp. y; =5; y; = =

4. Hallar la solucion de la ecuacion x%y'? + xyy’ — 6y? = 0.

{y = Cx?
Resp. C
p y=2X

x3
5. Hallar la solucion de la ecuacion y'2 — 2y’ — 8x2 = 0.

=2x*+C
Resp.{y x2+
y=—-x“+0(,

EJERCICIOS PROPUESTOS

6. Hallar la solucion de la ecuacion x(y)? + (y — 1 —x?)y —x(y — 1) = 0.
C+x? _ C+x

Resp. y; = Y2 =

7. Hallar la solucién de la ecuacion y = y’lny’.

2
= (InP+1) + C; y = PlnP

Resp. x >

8. Hallar la solucion de la ecuacion y = y'(1 + y’cosy’).
Resp. x = InP + senP + PcosP + C; y = P + P?cosP

9. Hallar la solucién de la ecuacion x[1 + (y)?] = 1.
Resp. y + C = +Vx — x2 + arcseny/x
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10. Hallar la solucién de la ecuacion y'® — yy'? — x%y' + x%y = 0.

Resp. 2
Py = —X 1 g,
y = Ae”*

3.7 Soluciones singulares

OBJETIVOS:

e Comprender las caracteristicas especiales del punto singular de la ecuacién diferencial,
tales como discontinuidades, indeterminaciones, o comportamientos no estandar.

e Determinar si el punto singular es regular o irregular y coémo afecta a las soluciones.

e Resolver la ecuacion diferencial en las cercanias del punto singular, utilizando métodos
adecuados (como series de potencias o transformaciones).

Definicion: Considerar una ecuacién diferencial de la forma

F(x,y,y) =0 1)
Se llamara solucion singular a una funcion: y = ¢ (x) de la ecuacion (1); si en cada punto se
infringe la propiedad de unicidad; es decir, si por cada uno de sus puntos (XO, yo), ademés de
esta solucion pasa también otra solucién que tiene en el punto (Xo, yo), la misma tangente que
la solucién y = ¢(x), pero no coincide esta Ultima en ningin entorno del punto (xo,yo)

arbitrariamente pequefio (Zill, 2009, p. 7).

A la grafica de una solucion singular se le denomina curva integral singular de (1), si:

F(x,y,y) =0
. . oF oF : ,
y sus derivadas parciales 3 Y oy son continuas con respecto a todo su argumento (x,y,y").
Entonces cualquier ecuacion singular de la ecuacion (1), también satisface a la ecuacion

OF(x,y.y) _

Por lo tanto, para hallar las ecuaciones singulares de la ecuacion (1) se elegira y” entre las
ecuaciones (1) y (2), obteniendo la ecuacion:

Yx,y) =0 (3)
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A la ecuacion (3) se le denomina P-discriminante de la ecuacion (1) y la curva determinada
por la ecuacion (3) se denomina curva de P — discriminante (C.P.D). Siempre ocurre que una
curva P-discriminante se descompone en unas cuantas ramas, en este caso debe averiguarse si
cada una de estas ramas por separado es solucién de la ecuacion (1); si es afirmativo se debe
comprobar si es solucion singular; es decir, si se infringe la unicidad en cada uno de sus puntos.

Se llama envolvente de una familia de curvas ¢(x,y,c) = 0 (4) a la curva que en cada uno de
sus puntos es tangente a una de las curvas de la familia (4), siendo cada segmento de la misma
tangente a una infinidad de curvas de la familia (4).

Si la solucion (4) es la integral general de (1), la envolvente de la familia de curvas de (4), en
caso que exista, serd una curva integral singular de esta ecuacién. En efecto, en los puntos de
los envolventes los valores (x,y,y") coinciden con los valores correspondientes de la curva
integral que es tangente a la envolvente en el punto (x,y), por tanto, en cada punto de la
envolvente los valores (x, y, y") satisfacen alaecuacion F(x,y,y") = 0; es decir, laenvolvente
es una curva integral.

Ademaés, cada punto de la envolvente se infringe la unicidad, puesto que por cada punto de la
misma pasan al menos dos curvas integrales en una misma direccion, la envolvente y la curva
integral de la familia (4) que es tangente a esta en el punto considerado. En consecuencia, la
envolvente, es una curva integral singular; ademas por el curso de analisis matematico se
conoce que la envolvente forma parte de la curva c-discriminante (C.C.D) determinado por el
sistema de ecuaciones:

¢(x,y,¢) =0
0p(x,y.¢) (5)
—— =

dc

Una rama de la curva c-discriminante es envolvente, cuando en ella se cumple las condiciones
siguientes:

e Que las derivadas parciales:

dp(x,y,¢) 0p(x,y,c)
dx Y ady

Existan y sus modulos estan acotados, donde M y N son constantes:

\

f‘aqb(x,y, ) Py !

J 0x
‘aqb(x. Y, €)
L dy

<N
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Las derivadas parciales sean no nulas:

a » Y a » )
¢>(xy6)¢0; ¢(xy6)¢0
d0x dy

Observaciones:

e Las condiciones 1 y 2 solamente son suficientes, por lo cual pueden ser envolventes
también las ramas de la curva c-discriminante en las que no se cumplen algunas de
estan condiciones.

e En el caso general, el P-discriminante contiene:
i. A laenvolvente (E).
ii. Al lugar geométrico de los puntos de contacto al cuadrado (C?).
iii. Al lugar geométrico de los puntos cuspides (o del retroceso) (R).

Ap = E.C%R
e El c-discriminante contiene:
i. Alaenvolvente (E).
ii. Al lugar geométrico de los puntos Anocdales al cuadrado (A?).
iii. Al lugar geométrico de los puntos ctspides (o del retroceso al cubo) (R?)
iv.
Ac = E.A%.R3

Entre los lugares geométricos, solamente la envolvente es solucion (singular) de la ecuacién

diferencial. Esta figura tanto en la curva P-discriminante como en la curva c-discriminante a
la primera potencia, circunstancia que facilita la averiguacion de la solucion singular.

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Encontrar la solucién general y también la solucion singular, si ella existe de la ecuacion
diferencial (Z—z)z + 4x° Z—i —12x*y = 0.

Solucién:

P1. Observar gque es una funcion dentro de la derivada, por tanto, aplicando Lagrange; es decir:

Y _ p L dy=pd
—_— = e d =
dx Y x
.. ., . . dy 2 5 dy 4
P2. Sustituir los valores del paso P1 en la ecuacion diferencial (E) + 4x — 12x*y = 0:
P2 +4x5P —12x*y =0
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Despejando la variable dependiente "y":

P? + 4x°P = 12x*y

B P% + 4x°P
S T

P3. Diferenciando la ecuacion del P2 + 4x°P = 12x*y
dP? + d(4x°P) — 12d(x*y) = 0

2PdP + 20x*Pdx + 4x°dP — 48x3ydx — 12x*dy = 0

P4. Sustituyendo los valores definidos por:

_ (P?+4x°P
Y=\ 1200

dy = Pdx
en la ecuacion diferencial del paso P3, se tiene:

P? + 4x5P

2PdP + 20x*Pdx + 4x°dP — 48x3
12x4

)dx —12x*Pdx =0
P5. Agrupando y operando:
2

4pP
(2P + 4x°)dP + 8x*Pdx — de —16x*Pdx =0

Agrupando nuevamente:

4p2
(2P + 4x°)dP — — +8x*P |dx =0

. 4pP?% + 8x°P
(2P + 4x°)dP — — dx =0

P+ 2x°
2(P + 2x5)dP — 4P " dx = 0| x

dp
2x(P + 2x°) = 4P(P +2x°) =0
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Simplificando el valor numérico constante:
dpP
x(P + 2x%)——2P(P +2x°) =0
dx
Factorando:

dP
(P + 2x°) (x—— 2P> =0
dx

P5. Aplicando la ley del anulamiento y resolviendo:

— 2P =
X dx
P+2x5=0
dP o
x dx
{P +2x° =0)
xdP = 2Pdx
P =-2x°
ar  2dx
P x
Integrando el segundo factor, se tiene:
P =—-2x5
j‘dP [ 2dx
P ] x

{ P =—-2x° }
InP = 2Ilnx + InC
Aplicando propiedades de logaritmos:

{ P =-2x° }
InP = Inx? + InC

{ P =-2x° }
InP = Inx?C

{P = —2x5}
P =x2C
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P6. Reemplazando los valores de P, encontrados en el paso P2, se tiene:

Primer valor:
P = x%C

En laecuacion P2 + 4x>P — 12x*y = 0, se tienen:
(x2C)% + 4x°(x%C) — 12x*y = 0

C*x*+4x7C —12x*y =0

Eliminando el término comun x*:
C?+4x3C—-12y =0
Despejando y para hallar la solucion general, se tiene:
C2 4 4x3C = 12y

C*+4x3C
1z 7
Nota: Sustituyendo esta solucidn para ver si es solucion singular:
P2 +4x5P —12x*y =0
C?+4xC\ _
12 B
P2 +4x°P —x*C? —4x"C =0

P% + 4x5P — 12x*

Ahora, sustituyendo P = x2C:
(x2C)? + 4x°>(x%2C) — x*C? —4x"C =0
x*C? +4x7C —x*C?* —4x'C =0
Es solucion singular:
Segundo valor:
Si P = —2x° reemplazando este valor en la ecuacion dada se tiene:
P? 4+ 4x°P —12x*y =0

(—2x5)? + 4x°(—2x%) — 12x*y = 0
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4x10 — 8x10 — 12x*y =0

Reduciendo términos semejantes:
—4x1° — 12x*y =0

—4x10 = 12x*y

Despejando "y", para hallar la solucién singular:

—4x10
1222 7
y=73

Nota: Sustituyendo esta solucidn para ver si es solucion singular:
P2 +4x5P —12x*y =0
X6
P% + 4x°P — 12x* <— ?>
P% + 4x°P 4+ 4x° =0

Ahora, sustituyendo P = —2x°>:

(=2x°)2 + 4x5(=2x>) + 4x1° =0
4x10 — 8x10 + 4x10 =0
Por tanto, es solucidn singular.

OBSERVACION: una solucion singular de una ecuacion diferencial es aquella que no puede
expresarse como combinacion lineal de un conjunto de soluciones conocidas de esa ecuacion
diferencial. En otras palabras, no puede obtenerse a partir de la combinacién de soluciones
generales o particulares previamente halladas.

Estas soluciones son relevantes en casos donde la ecuacion diferencial tiene singularidades o
puntos singulares, como, por ejemplo, en ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden
con coeficientes singulares en uno o mas puntos del dominio. Las soluciones que se obtienen
cerca de estos puntos singulares pueden ser singularidades regulares o irregulares, y en los casos
mas complejos, pueden requerir métodos especiales para su resolucion.

COMENTARIO: considere la ecuacion diferencial lineal de segundo orden con coeficientes
singulares en un punto. Por ejemplo:

x2y"—xy'+ (x> - 1)y =0
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Solucion:

P1. Esta ecuacion tiene un punto singular en x = 0 debido al término x? que multiplica a la
segunda derivada y"’.

P2. Para resolver esta ecuacion alrededor del punto singular en x = 0, se utiliza el método de
series de potencias. Se asume que la solucidn tiene la forma de una serie de potencias alrededor
del punto singular:

Y@ =Y
n=0

Aqui, "s" es un parametro que puede ser real o complejo, y a,, son coeficientes por determinar.
Sustituyendo esta serie en la ecuacion diferencial y realizando operaciones algebraicas, se
puede encontrar una solucién en términos de una serie de potencias.

Al resolver la ecuacion, se obtiene una solucién en términos de una serie que contiene una parte
regular (compuesta por potencias enteras de "x") y una parte singular (compuesta por términos
con potencias fraccionarias o logaritmicas de "x") alrededor del punto x = 0.

La solucion singular es la parte de la solucion general que no puede expresarse como una
combinacion lineal de la parte regular. En este caso, la parte singular es aquella que no se puede
representar Unicamente como una combinacion lineal de potencias enteras de "x". Esta parte
singular es importante para comprender el comportamiento de la solucion alrededor del punto
singular x = 0 en este ejemplo especifico.

ACTIVIDAD 15
Hallar la solucion general (SG) y también la solucion singular (S.S) si ella existe de las
siguientes ecuaciones diferenciales.

1. Sea y=xy' —2y"?
S.G:y = kx — 2K?
Resp.{ Yo )
$.5:8y=x

2. Seay?—4y=0
S.G:y=0
Resp. {S.S:y =0

3. Seay?—y%2=0
S. G:no existe
Resp. {S.S:no existe

4. Hallar la solucion de la ecuacion (xy” + y)? + 3x>(xy” — 2y) = 0
Resp. 4y + x° =
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5. Hallar la solucion de la ecuacion (y” — 1)% = y?
Resp. No hay soluciones singulares.

Mediante el C-discriminante hallar las soluciones singulares de las ecuaciones diferenciales de
primer orden, sabiendo sus integrales generales.

6. Seay=xy +y'% y=Cx+C?
xZ
Resp.y = -

7. Sea(xy' +y)* =y*y’; y(C—x) =C?
Resp.y =0,y =x

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Encontrar la solucién general y también la solucion singular, si ella existe de la ecuacion

2
diferencial x (—dx +x%y——+ 1=0.

Resp.
Solucion General: k2 + kxy + x = 0
Solucidn Singular:  y?x —4 =10

2. Encontrar la solucién general y también la solucion singular, si ella existe de la ecuacion
3 2
: . d d
diferencial x (—y) — 2y (—y) —16x2% = 0.
dx dx
Resp.

Solucion General: 2k?y = k3x2 —16 =0
Solucion Singular: 2y3 + 27x* = 0

3. Encontrar la solucion general y también la solucion singular, si ella existe de la ecuacion
2 2
ferencial x (33) — 2y (G3) -
diferencial x (dx 2y —) tx+ 2y = 0.
Resp.

Solucion General: 2x2 + 2k(x —y) + k2 =0
Solucion Singular: x% + 2xy —y2 =0

4. Encontrar la solucion general y también la solucion singular, si ella existe de la ecuacion
diferencial [1 + (y")?]y? — 4yy" — 4x = 0.

Resp.

Solucidn Singular: y2 = 4x + 4

5. Encontrar la solucién general y también la solucion singular, si ella existe de la ecuacion
2
: . (d d
diferencial (—y) +x32Z —2x%2y = 0.
dx dx
Resp.

Solucién General: k? + kx? = 2y
Solucion Singular: y = —x*
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Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales

4.1 Contenidos
Ejercicios geométricos.

Ejercicios Fisicos.

Trayectorias ortogonales.
Problemas resueltos y propuestos.
Actividades.

a w0 DN

4.2 Objetivos

e Aplicar los principios y propiedades de las ecuaciones diferenciales ordinarias y
lineales de primer orden en los diferentes campos de las ciencias con respeto a su
necesidad.

e Representar las ecuaciones diferenciales en procesos geométricos, fisicos, mecanicos

en la resolucion de problemas.

4.3 Explicaciones geométricas

Considerar una curva C descrita por la ecuacion:
C:F (x,y) = 0,ytomar un punto Py(x,,y,) de la curvaC
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Figura 9
Explicacion de normal y tangente.

C: F(xy) = -
(xy) .\P()(X(),yo) L L1

| N

B(x,0)

La pendiente de la recta tangente esta dada por

dy
mLt=a; Py =yo

y la ecuacion de la recta tangente es:

Ly —yo =y (x — xo) 1)

Como son perpendiculares Ly y Ly, Se tiene:
meN = —1
my = ——

mr

Por tanto, la pendiente de la recta normal es:

L 1 1
m = —_——
N mL; vy’
y la ecuacion de la recta normal es:
1
LN:}’_}’Oz_;(x_xo) (2)

Ahora, calculando el punto de interseccion de la recta tangente con el eje "x". Sea
A(x,0)1L, U ejex Py = 0, de la ecuacion de la tangente se tiene:

0—yo=y"(x—xo)
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Determinar el valor de "x":

0—yo=yx—y'x
YXg—Yo=Y'x
Y'xo Yo

T o =X

y oy
_Yo
"

X = Xg

De donde, 4 = (x,0) = (Xo - % 0)

También calculando el punto de interseccién de la recta normal y el eje "x".

SeaB(x,0)1Ly U ejexPy = 0, de laecuacion (2) se tiene

De donde, B = (x,0) = (xg + yy,, 0).

La longitud del segmento de la tangente entre el punto Po y el eje x es L;

A (xo — %,O),P(xo,yo):

d(4, Py) = \/(x —x0)% + (y — ¥0)?

2
x —%)—x()) + (0 —y0)?
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Yo*
Ly = /y_z + ¥o*
L= Yo? + yo2.y"?
T [T 2
/ y

L= P
LT == :y_o,'\/ 1 + ylz

<

La longitud de la sub tangente es la proyeccion del segmento tangente AP sobre el eje "x", es
decir A(x,0); P(x,,0):

d(4,Py) = \/(x —x0)% + (¥ — ¥0)?

Ls, = ((xo - %) - x0>2 +(0-0)?
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La longitud del segmento de la normal entre el punto Poy el eje x es Ly = d(B, Py):
B(xl 0)r P(xOI yO)

d(B,Py) = \/(x —x0)% + (¥ — ¥0)?

Ly = \/((xo +yoy) — xo)z + (0 — y0)?

Ly = \/(xo — X0 — Yoy )? + ()2

Ly = \/(—J’oy')z + (70)?

Ly =902y + (30)?

Ly =vyo*(y? + 1)
Ly =yoy1+y*
La longitud de la sub normal es la proyeccion del segmento normal E sobre el eje "x", es

decir:

Ls, = D(C,B) =/ (xo + yo¥" — x0)% + (0 — 0)2

Lg, = Yoy’
Generalizando estas longitudes en cualquier punto (x,y) de lacurva C: F(x,y) = 0, se tiene

Ly = ?,/1 +y?2 = longitud de la tangente.

Lg, = % = longitud de la sub tangente.
Ly =yod1+y? = longitud de la normal.

Ls, = yoY’ = longitud de la sub normal.

186



Ecuaciones diferenciales. Teoria, practica y resolucion de problemas

Jaime Rodrigo Guilcapi Mosquera, Mayra Alexandra Viscaino Cuzco y Freddy Geovanny Benalcazar Palacios

Para el caso en que la curva estd dada en coordenadas polares. Considerando la curva C:r =

f (@ yP (r,q)IC, entonces:

; _ (d@)
ana =r ar
Figura 10
Ubicacion del angulo.
% )

\ &
C:r-f(0)

&

N,

\%\

[t sub - normal sub - tangente

N ™\

radio vector

Donde a es el angulo comprendido entre el radio vector y la parte de la tangente dirigida hacia

el origen de la curva:
de
*tana =r *r (—)
ar
de
r*tana = r? (—)

dr

Es la longitud de la sub tangente polar:

de
r*cota = (—)
dr

Es la longitud de la sub normal polar:
o, (d@)
rsenax =r dr

Es la longitud de la perpendicular desde el polo a la tangente:

ds = /(dr)? + r2(dh)?
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2
— 2 2 ﬂ
ds ré+r 70 de

Es un elemento de longitud de arco:
r%df

Es un elemento de area:

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Hallar la ecuacion de las curvas, tales que la parte de cada tangente, comprendida entre el

eje "y", y el punto de tangencia, queda dividido en dos partes iguales por el eje de las "x".

Solucién:

P1. Realizar el gréafico segun los datos del problema:

Figura 11
Ubicacion tangencial.

y = fx)

|
|
|
|
|

\8

MEZ,0) A(x,0)

/

P2. En el triangulo rectangulo MAP, se tiene:

tgf = —
9% = ua
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tgl = %
2
2y
tgl = —
g x
P3. Se conoce que tgf = Z—i = m, por tanto:
dy 2y
dx x
P3. Aplicando EDVS:
dy 2dx
y B X
P4. Integrando:
d d
dy _ . [dx
y x

Iny = 2lnx + InC
Iny = Inx? + InC
y = x2C

2. La tangente en cualquier punto de una curva y la recta que une ese punto con el origen

forman un triangulo isésceles con base en el eje de las x. Hallar la ecuacion de la curva sabiendo

que pasa por el punto (2,2).

Solucidn:
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P1. Trazar la grafica para mejor la comprension del problema:

Figura 12

Determinacion de la tangente en P(x,y).

P2. Se sabe que la recta normal y la recta tangente son perpendiculares:

Ly L Ly
taga * tagh = —1
1
tagd = — = —ctga = 4
taga X

Por definicion de derivada se tiene Z—Z = tang®, de donde:

dy _ Y

dx X
P3. Por separacion de variables:

dy dx

v x
Integrando las funciones:

dy dx

v ) x

Iny = —Inx + InC
Iny + Inx = InC
Inyx = InC
yx =C
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P4. Calculando el valor de C en (2,2):

yx =C
2x2=C
C=4
Por tanto, la solucion es:
yx =4

3. Hallar la ecuacién de una curva tal que, si en un punto cualquiera de ella, se trazan la normal

y la ordenada, el segmento que ambos interceptan sobre el eje de las x es una constante a.

Solucion:

P1. Trazar las gréaficas, se tienen dos casos que cumple las condiciones descritas en el

enunciado.
Figura 13 Caso 1 Figura 14 Caso 2
y v
L |
p(xy)
Lt |
ly
|

P2. Por definicion de derivada se tiene Z—z = tangf = tctga, donde ctga = %z
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d
y_,@
dx y
P3. Resolviendo por separacion de variables:
ydy = tadx
Integrando las funciones:
fydy = ial dx
2
y7 =tax+C

4. Hallar una curva para la cual el area a Q, limitada por la curva, el eje OX y las dos ordenadas.
x = 0,x = x, seauna funcién dada de Q = a?In (i)
Solucion:

P1. Elaborar un esquema:

Figura 15
Area bajo la curva.

‘ -y =1

P2. Determinar el area bajo la curva:

Q = a’ln (g) = foxf(x)dx
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Derivando la expresion:
2qm (V) = aF
a“dln (a) = i ydx

Aplicando el teorema fundamental del calculo al segundo miembro:

a y =y
- a =
5
=Yy
y
aty’ =y?
P3. Resolviendo por variables separables:
dy
227 _ N2
@ dx Y
d
a? —)2] = dx
y

—2+1
y
2 — C
a 211 x +
2
——=x+C

193



Ecuaciones diferenciales. Teoria, practica y resolucion de problemas

Jaime Rodrige Guilcapi Mosquera, Mayra Alexandra Viscaino Cuzco y Freddy Geovanny Benalcdzar Palacios

La solucion es una familia de hipérbolas:

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Demostrar que la curva, que posee la propiedad de que todas sus normales pasan por un
punto constante es una circunferencia.

Resp. x2 +y2 =R

2. Hallar la curva para la cual, la razon del segmento interceptado por la tangente en el eje QY,

al radio vector es una cantidad constante positiva.

k
Resp.y = > .

3. Hallar la linea para la cual la distancia que media entre la normal en cualquier punto suyo el
origen de coordenadas y la que media entre la misma normal y el punto (a, b) estan en razon

constante e igual a k.

2k(ax+by) _

k+1 ¢

Resp. x% + y% —

4. Hallar la curva que posee la propiedad de que la magnitud de la perpendicular bajada del

origen de coordenadas a la tangente sea igual a la abscisa del punto de contacto.

Resp. x(z—z+1)=k—>x2+y2=kx

5. Dada la figura adjunta, determinar todas las curvas para las cuales PR es tangente y al

mismo tiempo es QR ortogonal al radio vector.

4.4 Trayectorias ortogonales

Considerar una familia de curvas planas

fx,y,c)=0 (1)
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donde cada valor del parametro c representa una curva.

Los problemas que se presentan en los campos tales como Electrostatica, Hidrodinamica y en
Termodindmica, es de encontrar una familia de curvas que dependen de un parametro k:

g, y,k)=0 (2)

Con la propiedad de que cualquier curva de (1) al interceptar a cada curva de la familia (2) las
rectas tangentes a la curva sean perpendiculares:

Figura 16

Trayectorias.

L E

> X

A las familias de las curvas (1) y (2) se denominan trayectorias ortogonales.

OBSERVACIONES

1. En el campo electrostatico a una familia de curvas se denominan curvas equipotenciales, y
la otra familia de curvas se denominan lineas de fuerza.

2. En el campo Hidrodindmico a una familia de curvas se denomina curvas de potencial de
velocidad, y la otra se denomina lineas de corriente o lineas de flujo.

3. En el campo Termodinamico a una familia de curvas se denominan lineas isotermas, y a la
otra familia de curvas se denomina lineas de flujo de calor.

Si se tiene la familia de curvas (1), para encontrar la familia de curvas (2) primero se encuentra
la ecuacidn diferencial de la familia dado en (1) y despejando se obtiene

y =F(y) (3)

Como la pendiente de las trayectorias ortogonales debe ser la inversa negativa de la pendiente
(3), es decir
1

TSRy @
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Luego las trayectorias ortogonales de la familia dada se obtienen resolviendo la ecuacion
diferencial (4).

SUGERENCIAS

e En el plano xy, la ortogonalidad entre estas curvas se reflejaria en angulos de 90° entre las
tangentes en los puntos de interseccion.

e Este concepto es fundamental en varios campos, como la fisica, por ejemplo, en problemas
de lineas de campo eléctrico o de flujo. En ese contexto, las lineas de campo eléctrico o las
lineas de flujo suelen ser perpendiculares a las equipotenciales o a las lineas de nivel,
respectivamente, lo que significa que son trayectorias ortogonales.

EJERCICIO RESUELTO

1. Encontrar las trayectorias ortogonales de todas las parabolas con vértice en el origen y focos
sobre el eje x.

Solucion:

P1. La ecuacion de la familia de parabola es de la forma y? = 4px, p # 0, esta puede escribirse

de la forma;
2

y
=4
. p
P2. Diferenciando se tiene:

xdy? — y?dx

T = d4.p

2xydy — y?dx

2 =0
X

2xydy — y?dx =0

2xydy = y?dx
2xdy = ydx
dy_y
dx 2x
dy _ y

Es decir, se encuentra, my =y = F(x,y).

— 1 e
Flxy)

. s 1 1
P3. La ecuacion ortogonal es m, = — i ——, por tanto
1
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., 1
V=TT
2x

_dy  2x

27 dx _7
P4. Aplicando variables separables:

2xdx +ydy =0

fodx+fydy=f0

2
x2+y7=C,C¢O

Luego, las trayectorias ortogonales a la familia de parabolas, las elipses de centro en el origen.

Figura 17
Trayectorias ortogonales.

A

v

/ /2 3 4 5 6 X
y
ech

2. Encontrar las trayectorias ortogonales de la familia de circunferencias de centro en el origen
de coordenadas.

Solucién:

P1. Laecuaciodn de la familia de circunferencias de centro en el origen es de la forma:
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P2. Diferenciando se tiene:
2xdx + 2ydy =0

xdx +ydy =0
Hallando la pendiente:
xdx = —ydy
- _%esla primera pendiente.
dx y

P3. Calculando la pendiente dos:

P4.Y la ecuacion diferencial de las trayectorias ortogonales es:

dy _y

dx x
de donde realizando EDVS:

dy dx

y - X
Integrando:

f dy (dx
y - X

Iny = Inx + InC
Iny = Inx.C
y=C(Cx

Luego, las trayectorias ortogonales a la familia de circunferencias son familia de rectas y = kx.
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Figura 18
Trayectorias ortogonales.

4.5 Aplicaciones fisicas

TEMPERATURA

Segun la ley de Newton la velocidad de enfriamiento de un cuerpo en el aire es proporcional a
la diferencia en la temperatura T del cuerpo y la temperatura Tm del aire. Si la temperatura del
aire es 20° C y el cuerpo se enfria en 20 minutos desde 100°C a 60°C ¢En cuéanto tiempo su
temperatura descendera hasta 30°C?

Solucion:

P1. Considerando los datos de informacion asi:

T = 60°C La temperatura del cuerpo.
T,, = 20°C Temperatura del aire.

T, = 100°C Temperatura inicial.

t =20min Tiempo de enfriamiento.

P2. La descripcion matematica del principio de Newton para el enfriamiento esta dada por

ar _ k(T —T,,)
dt m

Y la solucion de acuerdo a lo descrito es:
T =T, + (T — T, )e *Tm

Reemplazando estos valores:

60 = 20 + (100 — 20)e 2%
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Entonces
4 = (8)e~20k

P3. Despejando k mediante la aplicacion de logaritmos, se tiene:
In4 = In(8)e20k
In4 = In(8) + lne~2%
In(2%) = In(2%) — 20kine
2In(2) = 3In(2) — 20klne

2In2 = 3In2 — 20k

—In2 = =20k
In2 .
20

P4. Por lo tanto, sustituyendo el valor de k, en la ecuacion (2):

in2
T = 20 + 80e~(z0)¢

t
T = 20 + 80ein2 )

(-20)
T=20+80<2 zo)

P5. Calculando para t =? se tiene T = 30°C, reemplazando y resolviendo:

30 =20+ 80 (2(_%)>

10 =80 (2(_%))
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P6. Como tienen la misma base se simplifica:

60min=t

3. La conversion de una sustancia B sigue la ley de descomposicion. Si s6lo una cuarta parte
de la sustancia ha sido convertida después de 10 segundos ¢Encuéntrese cuanto tardan en

. 9 .
convertir = de la sustancia?

Solucion:

P1. Sea x = cantidad de la sustancia B, segun los datos del problema se tiene:

3x0 ﬂ
x X0 4 10
D 0 10 t

P2. La descripcion matematica para la descomposicion es:

dx —
dc =
Donde k es un factor de proporcionalidad.
Por separacion de variables se tiene:
dx
— = —kdt
X

P3. La solucion es el planteamiento de una integral definida:
xg
10

10
dx
—=—k | dt
X
3xg 0
4
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Cambiar el orden de los factores de la integral definida izquierda ya que el valor mayor debe
estar en la parte superior:

3x0
4 10
dx
— | —==—k | dt
X
Xo 0
10
3x0
4 10
dx
—=k | dt
X
Xo 0
10
3x,
4 _ .10
Inx % =kt 0
10

3%,
4
10
30
ln( ) = 10k
4

In = 10k

-
N[t
N——

" —1l (15)
1= 70"\ 2

P4. Reemplazando estos valores en la parte de descomposicion:
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Integrando:
= —kt

Xo

Inx

10 |10
0
In10 — Inxy = —k(10 — 0)

Sustituyendo x, = 0:
In10 — In0 = —k(10)

In10 = —10k

K=y (10)
=TT

P (10)~2
BET

k=1 (1)
2= 70"™\10

P5. El tiempo es la proporcional de las constantes encontradas:
ka
kq
1 1
10! (1)
1 15
w0 (Z)
1
o (1)

in(%)

t=114s

t =

4. Una inductancia de 2 henrios y una resistencia de 10 ohmios se conectan en serie con una
fem de 100 voltios, si la corriente es cero cuando t = 0 ;Cudl es la corriente despues de 0,1
segundo?
Solucion:

P1. La grafica de representacion es la siguiente:
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Figura 19

Circuito sencillo.

P2. Considerando la informacion que se dispone:
L=2H ,R=10Qy E =100V

P3. Estableciendo la ecuacion que se genera con este comportamiento. Considerando la segunda
ley de Kirchoff:

Vo=V,
]/e:VI"I‘VR
E—Ld1+RI
Cde

P4. Sustituyendo los datos conocidos:

dl
2—+ 107 =100
dt

Simplificando

dI-i—SI =50
dt B

P5. Es una ecuacion lineal en I; por tanto, se resuelve aplicando su regla de linealidad:

{p(t) =5
q(t) =50

I(t) = e~ Pt [ f eI PO O (D) dt + C)]

Sustituyendo los datos, se tiene:
I(t) = -5/t U e5J At (50d¢ + C)]
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I(t) = et U et (50dt) + Cl

I(t) =e™ %t [SOJe“dt + C]

5t
I(t) = et [50 (%) + C‘

1(t) = e™5[10e°t + C]
I1(t) =10 + Ce™>t

P6. Sustituyo el valor de 1(0) = 0:
0=10+ Ce™5*

c=-10
Por tanto:
I(t) = 10 — 10e~5t
I(t) = 10(1 — e~5%)
ahora parat = 0,1 se tiene:

1(0,1) = 10(1 — e75(0) = 3,934

5. Setiene un circuito RL disefiado como se indica en la gréafica. Determinar la solucion de este
circuito:

5
R =10Q §H = L(Bovina, inductancia)

Figura 20

Circuito RL.

MW fm‘—l
1
V =300V %F = Capacitancia

Solucion:
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P1. ElI comportamiento de este circuito nos hace ver que durante su funcionamiento se tendra
7 . .od
una razon de cambio, es decir d—z =1.

P2. Aplicando ecuaciones diferenciales al circuito se tiene:
VL+VR +VC ZE(t)

d’q _dq q
L— 4+ R—+—~=FE(t
dt2+ dt+C ©

P3. Sustituyendo sus valores en la ecuacién diferencial, se tiene:
5 144 !
34" +10q' +30q = 300(t)
Aplicando el cambio de variable m = g para formar un polinomio caracteristico:

5
3m? +10m +30 = 300(1)

Se obtiene un polinomio de segundo orden, ademas la solucion de esta ecuacion se toma
Yo =YntYp

P4. Hallando la solucién homogénea:

5
§m2+10m+30=0

Multiplicando por %:

> 2410 +30—03
3™ m Y5

m?>+6m+18=0

Aplicar la férmula de la ecuacion general de segundo grado, se tiene:

—b ++Vb?% — 4ac
m=
2a
_—6i (6)2—4%18
B 2%1
—6++V36—-72
m =
2
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-6+ +vV-—36
m:
2
_—61—61
m=-
m=-3+3i
m=atfi

Cuando es raiz imaginaria, la solucion homogénea es:

yn = e*[Cicos(Bt) + Cysen(Bt)]
Acoplando a nuestro problema, la solucién homogénea es:

q. = e 3t[C,cos(3t) + C,sen(3t)]

P5. Hallar la solucién particular, se sabe que la carga se mide por un valor constante:

q=A4

Derivando
q=0
qII — 0

Sustituyendo en la ecuacion diferencial:
5 12} !
34" +10q’ + 30 = 300

5
§*0+10*0+30A=300

304 =300
A =10
P6. Entonces la solucidn total de la carga es:
Yo =YntYp
q(t) = e 3Y[C,cos(3t) + Cysen(3t)] + 10

P7. Determinando los valores de las constantes, para ello t = 0, se observara su estado sin
funcionamiento:
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q(t) = e 3Y[C,cos(3t) + Cysen(3t)] + 10
q(0) = e™3*°[C,cos(0) + C,sen(0)] + 10
0=eC, x1+C,+0]+10
0=2C_C; +10
¢, =-10
Como el tiempo de funcionamiento produce una razén de cambio, entonces se deriva la funcion:
q(t) = e 3Y[C,cos(3t) + Cysen(3t)] + 10
q'(t) = de 3t[C,cos(3t) + Cysen(3t)] + d10
1(t) = e 3[-3Cysen(3t) + 3C,cos(3t)] — 3e73¢[C,cos(3t) + C,sen(3t)]
Evaluandoent = 0:
1(0) = e=3*°[—3C;sen(0) + 3C,cos(0)] — 3e73*°[C,cos(0) + C,sen(0)]

1(0) = e°[—3C; *0+3C, * 1] — 3e°[C; * 1 + C, * 0]

0 = 362 - 361
Sustituyendo el valor de ¢; = —10:
0 =3C, + 30
C, =—10

q(t) = e 3[-10cos(3t) — 10sen(3t)] + 10

ACTIVIDAD 16:

1. Un cuerpo cuya temperatura es de 30°C requiere de 2 minutos para descender su
temperatura a 20°C. Si se coloca en un medio refrigerante con temperatura constante de
10°C ¢ Cuénto tiempo tardara el mismo cuerpo para bajar su temperatura de 40°C a 35°C, si
ahora el medio esta a la temperatura constante de 15°C?

Resp. t = 0,64min
2. Una poblacion bacteriana B se sabe que tiene una tasa de crecimiento proporcional a B
misma, si entre medio dia y las 2pm la poblacion se triplica ¢ A qué tiempo, si no se efectlia

ningun control, B sera 100 veces mayor que el medio dia?

Resp. t = 8,38horas
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EJERCICIOS PROPUESTOS
1. Un circuito en serie consiste de una resistencia de 120 ohmios y una inductancia % henrios,

un generador de corriente continua de 220 voltios se encuentra en serie con un generador
de corriente alterna de 220 voltios (frecuencia de 60 ciclos), y de combinacion conectada a
un circuito por medio de un interruptor. Determinar:

La corriente en el tiempo t después que se ha cerrado el interruptor.
La corriente después de ﬁs.

La corriente en estado permanente (o0 estacionario).

El voltaje en la inductancia y el voltaje en la resistencia ﬁ S.

o0 o
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Ecuaciones diferenciales de orden superior

5.1 Objetivos:

e Determinar la funcion o funciones solucion de una ecuacion diferencial de orden
superior para su verificacion.

e Aplicar la regla o principio de resolucidn de ecuaciones diferenciales de orden superior
en forma correcta.

RECORDAR
1. EIl comportamiento de un polinomio en la notacion es:
ApX" + a1 x" 1+ +ay=0
5.2 Tipos de ecuaciones diferenciales de orden superior

En las ecuaciones diferenciales de orden superior se consideran tres tipos especiales:

1. CASO. Las ecuaciones diferenciales de la forma

D—fw O

donde f(x) es una funcion sélo de x, la solucion de esta se lo obtiene por integracion

sucesiva, es decir:
dty
== rw

“ o
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Por el primer teorema fundamental de calculo se tiene:

T 1 ff(x)dx+Cl

f;innll JUf(x)dx+Cl

%:f”f(x)dx+61]dx+cz

:fff[...ff(x)dx+€1] dx + C,

2. CASO. Las ecuaciones diferenciales de la forma:

D=9 @

donde g(y) es una funcion sélo de "y", para obtener su solucion se sigue este proceso:

d*y d(dy) dy’ _dy'dy dy dy’ dy

dx? _ dx \dx dx dxdy dx’ dy y@
Pero como:
d?y
TxZ =g)

Mediante esta nueva correspondencia se tiene:

,dy’
y o g)

Analizando, se observa que se puede desarrollar por variables separables:

y'dy = g(y)dy

Integrando las funciones nuevas:

J ydy = f g)dy
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72

y
5 = fg(y)dy+61

Se despeja y”:

y = jZ Ug(y)dy+ Cl]

Separando las variables:

dy = \/2 U gy)dy + Cl] dx

dy
\/2[fdg(y)dy +Cy]
y
= [dax+cC
V2[f gGdy + ¢] fx+ :

De donde:

De manera similar, se tiene:
d3

y
@=9(3’)

y_ ,dzy'+<ﬂ)2
dx Y Y a2y T \ay

Para deducir esta expresion, se parte de la siguiente igualdad:

d3y B dzy'
dx3  dx?

El estudiante lo debera completar.

3. CASO. Las ecuaciones diferenciales de la forma:
4,

F(x, y*,y®D, . y™) =0 (3)

Donde la ecuacién (3) no contiene a y, se puede rebajar el orden de la ecuacion tomada como
nueva funcion incognita la derivada de orden inferior de la ecuacion dada, o sea:

zZ = y
obteniéndose la ecuacion:

F(x, 7,2, ..., z(”‘k)) =0
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EJERCICIOS RESUELTOS

., . ., d3
1. Resolver la ecuacion diferencial d—xﬁ = xe”*.

Solucion:

P1. Iniciando de la ecuacién establecida y notese que depende solo de "x", por tanto, integrando
hasta que se pierda la integral:

d3
d_x); = xe”*
d3
d_x}; = jxex dx

P2. Disminuyendo el orden de la derivada integrando, asi:

d?y N
W = jxe dx + C1
P3. Integrando el lado derecho:
d?y
— X
E = fxe dx + C1

Hallar la integral [ xe*dx aplicando ILATE:

Derivada Integral
ex
th e*
0 e*
d2
i xe* —e* +(;

Otra forma de integrar:

.[xexdx =u.v—fvdu

{ u=x-du=dx
dv = e*dx » v =e*

.[xexdx) =x.ex—Jex+Cl

xe*dx) = x.e* —e* +(C;
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P4. Retomando la ecuacion del paso P3 para disminuir la derivada:

°y _ o o
W=xe —-e*+(;

d?y

Ik f(xex —e* + Cy)dx

d
%zf(x.ex—ex+C1)dx+Cz

d
%:f(x.ex)dx—jexdx+CIde+Cz

d—yzx.ex—ex—ex+C1x+C2
dx
d—y=xex—2ex+Cx+C
dx 1 2

P5. Integrando por ultima vez:

dy
T f(xex —2e* 4+ Cix + Cy)dx
y = f(xex —2e*+ Cix+ Cy)dx + Cs

y=j(xex)dx—2jexdx+lexdx+szdx+C3
xZ
y=x.ex—ex—2ex+C17+C2x+C3
xZ

y=xex—3ex+Cl7+CZx+C3

T ., d?
2. Resolver la ecuacion diferencial d—xf +ay =0.

Solucién:

Partiendo de la ecuacion establecida y observando que depende el lado derecho solo de "y":

d%y
— = —q
dx? Y
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P1. Partiendo de la relacion establecida:

d’y . dy
dxz =7 dy
Sustituyendo en la ecuacion diferencial:
Jay”
y dy =—ay
y'dy” = —aydy
P2. Integrando las funciones:
fydy’=—afydy
2 2
Yy _
> = > +C;

P3. Aplicando variables separables:

2C1 - ayz

Integrando las funciones:
dy
| ==~
2C1 - ayz

1
—arc| sen

Va

y> :x+C2

a
J2C;
Va

\/%> = Vax +VaC,

arc| sen (

<va

m)y = sen(vax + VacC,)
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) y = sen(Vax +VaC,)

26
Va

a

Y ) = sen(vax +VaC,)

Sustituyendo:

)

kl = sen(Vax +VaC,)
1

y = kysen(Vax + k)

3. Resolver la ecuacion diferencial xy” = y’ln (%)

Solucion:

P1. Bajando el orden de la ecuacion diferencial, al realizar una sustitucion:

y =z
V=7

Entonces, sustituir estos nuevos valores en la ED:

xz' = zln (;)

Despejar el diferencial z':

La cual es una ecuacion homogénea.

P2. Resolver la EDH i =u:

Z=ux
{dz = udx + xdu

217




Ecuaciones diferenciales. Teoria, practica y resolucion de problemas

Jaime Rodrigo Guilcapi Mosquera, Mayra Alexandra Viscaino Cuzco y Freddy Geovanny Benalcazar Palacios

P3. Sustituir los nuevos valores en la ED:

dz = ;ln (;) dx

udx + xdu = ulnudx
P4. Aplicar separacion de variables:
udx — ulnudx + xdu = 0
u(l - lnu)dx + xdu =0

dx N du — 0
x  u(l-Inu)

P5. Integrar
jdx +j du B f 0 d
x u(l—Inu) X

. du
Determinar, fu(l_mu).
v=1-Inu
{ du
dv = ——
u
f du _ dv Inv = —In(1 — Inw)
u(l—lnu) y s n
Sustituir en la integral general:
Inx —In(1 — lnu) = [nC

In <(1_xm> = [nC
X
(m) =¢

x=C(1-Ilnu)
Z (-1
¢ = (-l
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Cix =1 —-Inuw)
Cix—1=—Ilnu
Inu =(1-Cix)

u = e(l_Clx)

P6. Sustituir el valor de u:
Z _ et-kx)

z = xe(=kx)

P7. Sustituir el valor de z:
y/ — xe(l—kx)

P8. Reducir el orden de la derivada:

d_y — xe(l_kx)

dx

dy = xe( k) dx

Integrar:
y =fxe(1‘k")dx+61

Derivada Integral
X e(l—kx)
(1-kx)
1 _e
k
(1—kx)
0 S
k2

xe(l—kx) e(l—kx)

YET T T e tG
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4. Resolver la siguiente ecuacion diferencial yy” — 2yy’lny — (y")? = 0.

Solucion:

P1. Realizar las sustituciones y” = P; con este valor se determina la segunda derivada:

dy =dP
dy
"= -—dP
dy
"= g dP
y = yd
no__ IdP
.o dP

PdP 2yPl P2=0
y & yPlny =

P2. Factorando, P (yZ—s — 2ylny — P) =0:

P3. Se tiene dos soluciones:

P=0
{dP 2yl P—O}
ydy yiny =

P4. Desarrollando:
y' =0 [dy = [dx.0
[yj—;— 2ylny — P = O]i ~ [Z—i—Zlny—§= 0]

la segunda expresion es una ED lineal.

dp P e
g-L-m)
1
P(x) =—-—
Q(x) = 2Iny
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y=0G
dy dy
{p = e_f_T [f ej v 2Iny)dy + Cz]}

Resolviendo la ecuacion diferencial lineal:

21
P =e" U e™" (2lny)dy + Cz] =y U%dy + Cz]

P5. Integrando por partes [ 2l%dy + C,:

_dy

Ty
qudu+C2 =u?+C, =In*y+(,

u=lIny ; du

Entonces:

, dy
P=y =a=yln2y+yCz

P6. Integrar [ dy = [(yln?y + yC,)dx:

[y e =] 4
= X
(yln?y + yC3)

In
arctg (C—y> =x+ (3
2

Iny = Ctg(x + C3)

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Resolver la ecuacion diferencial x2yy” = (y — xy")2.
(X2+C1)g

Resp.y = C,e 3
2. Resolver la ecuacion diferencial 4x2yy” = 9xy? + 6x + 54y° + 108y* + 72y? + 16.
Resp. (3y? +2)?(—3x8+4C)—4x° =0

3. Resolver la ecuacion diferencial y"y3 =1
Resp. Sea C;y? —1 = (C;x + C,)?
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Resolver la ecuacion diferencial y'' = ae¥

’Cf+ae3’—61
,Clz+aey+C1

5
Resolver la ecuacion diferencial 3y’ = y 3.

2 2
Resp. CZ(x — €,) = £ (2C,y5 + 1) ‘/CzyE —1

rrr r_ s

—3yyy

Resp.x + C, = iciln
1

3
Resolver la ecuacion diferencial y“y +2(y)% + % lyy” = (¥)?] = 3;—2

Resp. y = e J (In?x+inx)dx
Resolver la ecuacion diferencial xy (yy” — (y)? — y(y")?) = x*y3.

(x2+c)
3

Resp. y = ef xVa?+Cdx — o

Resolver la ecuacion diferencial (1 + x2)y"” +y'?+1 = 0.

x . In(1+Cx)

Resp.y=ln(1+Cx)—E+ = +k
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Ecuaciones diferenciales lineales de orden n

6.10bjetivos

e Determinar la funcion o funciones solucion de una ecuacion diferencial de orden
superior.

e Analizar si las soluciones son linealmente independientes o dependientes.

e Aplicar laregla o principio de resolucidn de ecuaciones diferenciales de orden superior
con el método apropiado.

6.2 Introduccion

Las ecuaciones diferenciales de orden n son de la forma siguiente:

n n-1

d"y d""y
an(x)w + an—1(x)m + -+ a(x)y=Rx) (1)
donde ay,aq,a,, ....,a,, Y, R(x) son funciones solo de x o constantes.
La ecuacion diferencial (1) se puede escribir en la forma:
F(x,y,y,9", -, y™)=0 (2)

esta ecuacion indica que estdn relacionadas, la variable independiente "x", la variable
dependiente "y", y las derivadas (x,y",y", ..., y™).
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Si en la ecuacion (1) la funcidon R(x) = 0, se obtiene:

n n-—1

d
an(0) T2+ an 1 (D) =+ k@Y =0 (3)

dx‘n—l
A esta ecuacion se la llama ecuacion diferencial homogénea (Zill, 2009, p. 64).

Si en la ecuacion (1), la funcion R(x) # 0, la ecuacion diferencial (1) se denomina ecuacion
diferencial lineal no homogénea (Zill, 2009, p. 116).

Si y4,y, son soluciones de la ecuacién diferencial (3) y si ¢; y ¢, son constantes arbitrarias,
entonces y = c;y; + ¢35, €s una solucion de la ecuacion (3). Como y;, y, son soluciones de
la ecuacién (3) entonces:

an(x)Cﬂﬁ(n) + an—1(x)613’1(n_1) + -+ a1(x)C1yi +ag(x)Ciy; =0

an(x)Czyz(n) + an_l(x)Czyz(n_l) + -+ ay(0)Coyy + ag(x)Coy, =0

sumando y agrupando se tiene:
an(x)(cl)’l(n) + Cz)’z(n)) + an_l(x)(Clyl(n_l) + Cz)’z(n_l)) + o+ ag(x)(Cry: + C2y,) =0

an () (C1y1 + Coy )™ + an_1 () (Cry; + Cy )™t + -+ ag(x) (Cryy + Coy,) =0

Entonces C;y; + C,y,, €s una solucién de la ecuacién diferencial (3), en general si
yvi,i=12,,..,n

son soluciones de la ecuacion diferencial lineal homogénea de (3) v si:

son constantes, entonces y = Cyy; + C,y, + -+ C,y,, €s una ecuacion diferencial de la
ecuacion (3).

6.3 Independencia lineal de las funciones

Considerar un sistema finito de n funciones f; (x), f,(x), ..., f,,(x), definidas en algun intervalo
(a, b), estas funciones son linealmente independientes si existen ay, as, ..., a,, escalares tal
que:

a fr(x) + axfo(x) + -+, +apfr(x) =0
Entonces:
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Si alguna a4, a5, ..., a,, €s diferente de cero, entonces f, f2, ..., fn, son funciones linealmente
dependientes.

EL WRONSKIANO

Suponiendo que las n funciones, f;(x), f2(x), ..., fn(x) son diferentes cada uno al menos, (n —
1) veces en un intervalo, a < x < b, entonces de la ecuacion:

0==Cy,+ Gy, + -+ Cyn
Por diferenciaciones sucesivas se tiene:

( CitCfi+ -+ Cfy =0
Cfi+Gfy+ -+ Chfn, =0
lel + C2f2 + et Cnfn =0

| .
D 4+ GEP D 4t 0 = 0

Considerando (a) como un sistema de ecuaciones C;, C,, ..., C,, este sistema no tiene solucion,
excepto cuando todos los C;, C5, ..., Cy,, SON Ceros.

Si el determinante de los coeficientes de C;, C5, ..., C,,, N0 es nulo, es decir:

fi f2 - fa
fi f2 fn *0
(n-1) (n-1) (n-1)

h 2

n

Entonces las funciones f; (x), f2(x), ..., f,(x) son linealmente independientes, al determinante
de los coeficientes del sistema (a) denotado por W, es decir:

fi fz fa
w=\| fi f2 fn
(n-1) (n-1) (n-1)
f 2

n

Se Ilama el Wronskiano de las funciones f; (x), f2(x), ..., fn(%).
EJERCICIOS RESUELTOS

1. Demostrar que las funciones f;(x) = e*, fo(x) = e?*, f3(x) = e3* son linealmente
independientes.

Solucién:

226



Ecuaciones diferenciales. Teoria, practica y resolucion de problemas

Jaime Rodrige Guilcapi Mosquera, Mayra Alexandra Viscaino Cuzco y Freddy Geovanny Benalcdzar Palacios

Método 2: Aplicando el principio de Wronskiano, es decir:

lpX p2x F,3x
W =leX 2e?* 3e3*|=e
e¥ 4e?* 9e3X

e* 2e%*

x |2e%* Be3x|_ 2x|ex 3e3¥
e* 4e%*

3x
482x 963x ex 983x| t+e

e*(18e>* — 12e%%) — e?*(9e** — 3e*¥) + e3*(4e3* — 2¢3%)

6e%% — 6% 4 2%

W =2e®* =0,vx €ER
Entonces las funciones e*, e2*, e3* son linealmente independientes.
Método 1:
P1. Formando el sistema de ecuaciones a partir de la definicion de combinacion lineal:
ae” + aye? + aze3* =0
Como se tiene 3 incognitas se deriva dos veces:

ae” + ae? + aze3* =0
alex + zazezx + 3a383x =0
alex + 4‘azezx + 9a383x =0

P2. Resolviendo el sistema de ecuaciones aplicando el método de Gauss, se tiene:

ae” + ae? + aze3* =0
ae* + 2a,e?* + 3aze3* =0
ae* + 4a,e? + 9aze3* =0
Fy,=—-F;+F,
F3 =F; —F;

ae” + ae? + aze3* =0
a,e?* + 2aze3* =0
—3a,e%* — 8aze3* =0

F3 == 3F2 +F3
ae* + ae?* + aze3* =0

a,e?* + 2aze3* =0
—2aze3* =0
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Despejando a3

ae* + ae?* + aze3* =0
a,e?* + 2aze3* =0
0

¥ = —2e3% =0

Sustituyendo el valor a5 hacia arriba, se determina el valor de a5, ;.

ae* + aye?* + (0)e3* =0
a,e?* +2(0)e3* =0
a3 = 0

ae* + ae?* =0
a,e?* =0

af3 = 0
Despejando a,:

Sustituyendo el valor a,:

ae® + (0)e* =0

az = 0
af3 == 0
ae* =0
a, =0
az; =0
Por tanto, la solucion final es:
a; =0
a, =0
az; =0

Son linealmente independientes:

2. Demostrar que las funciones e*, cosx, senx son linealmente independientes.
Solucion:

Método 1.

P1. Formando el sistema de ecuaciones a partir de la definicion de combinacion lineal:
ae” + ae? + aze3* =0
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Como se tiene 3 incognitas, se deriva dos veces:
a,e* + aycosx + azsenx =0
a,e* — aysenx + azcosx =0
ae* —a,cosx — azsenx =0

P2. Resolviendo el sistema de ecuaciones por el método de Gauss:
a,e* + aycosx + azsenx =0
—a,(cosx + senx) + az(cosx — senx) =0
2ayc0sx + 2azsenx = 0

F2=—F1+F2
F3 =F;—F;

a.e* + aycosx + azsenx =0

—a,(cosx + senx) + az(cosx — senx) =0
2a,c0sx + 2azsenx = 0

F3 = 2cosxF, + (cosx + senx)F3

Realizando esta operacion por separado:
{—Zazcosx(cosx + senx) + 2ascosx(cosx — senx) = 0
2a,c0sx(cosx + senx) + 2azsenx(cosx + senx) =0

El nuevo sistema es:
a,e* + aycosx + azsenx =0
—a,(cosx + senx) + az(cosx — senx) =0
2a;cosx(cosx — senx) + 2azsenx(cosx + senx) = 0

Resolviendo la ecuacion 3,
2a3c0s%x — 2azcosxsenx + 2azsenxcosx + 2azsen’x = 0
2a3c0s%x + 2azsen®x = 0
2a3(cos?x + sen?x) = 0
Despejando a3,

0
a3=§=0

Sustituyendo el valor a5 hacia arriba, se determina el valor de a,, ;.
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a,e* + aycosx + 0 x senx =0
—a,(cosx + senx) + 0 * (cosx — senx) = 0
as = 0

ae* + aycosx =0
—a,(cosx + senx) = 0
az; =0
Despejando a,:
ae* + aycosx =0

0
a =
%7 (cosx + senx)
k Ol3 = 0
a.e* + aycosx =0
az = 0
CZ3 = 0

Sustituyendo el valor de a,:

ae*+0x*cosx =0

az = 0
CZ3 = 0
ae* =0
a, =0
az; =0
Por tanto, la solucion final es:
a1 = 0
az = 0
a3 == 0

Lo que indica que son linealmente independientes.

P1. Aplicando el principio de Wronskiano se tiene:

e* cosx senx |e* cosx
W =|e* —senx cosx |e*
e* —cosx —senx

P2. Resolviendo el determinante:

e*sen’x + e*cos’x — e*.cosx.senx + e*sen’x + e*cos?*x + e*.cosx. senx
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2e*sen’x + 2e*cos’x
2e*(sen’x + cos?x) = 2e*Vx € R
Entonces las funciones e*, cosx, senx son linealmente independientes.

3. Hallar el Wronskiano de las funciones f;(x) = x; f,(x) = i

Solucion:
Aplicando el principio del Wronskiano se tiene:

AGIAE)
A 00

-1
X X
W = |

1 —x2

| =—xl—x1==2x"Lx#0

OBSERVACION

Que el Wronskiano W = 0 para que las funciones sean linealmente independientes es una
condicion necesaria, pero no suficiente.

4. Dadas las funciones:

x% —1<x<0 f(x)—{O;_1<x<0
no<x<1 Y YT lx20<x<1

£ =

son linealmente independientes y su Wronskiano es cero.

Figura 21
Comportamiento del Wronskiano.

Este sistema de funciones es linealmente independiente puesto que para a; = a, = 0, se
cumple la identidad a4 f; + a,f; = 0, en efecto si:

x€[-10] > a1fi +aufo =0
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ax?+a,,0=0->ax2=0->0a;, =0

O tambien
X € [0,1] s alfl + azfz =0

.0+ a,. x> =0-ax?=0->a,;, =0
Luego a; =a, =0
Considerar el Wronskiano en [—1,0] y en [0,1]

AW LE o)
LG el lx o

f1,(x) fg(x) _10 x2|
() fo(x) 0 2x

W = 0

Por otro lado,

Portanto W = [f, f>] = 0; [-1,1]
5. Averiguar si son LI o LD, dadas las funciones:4, x.

Solucion: Resolucion por combinacion lineal:
filx) =4
fo(x) =x

P2. Poniendo en combinacion lineal:

P1. Definiendo las funciones: {

afi +Bf2=0
P3. Determinando los valores a, S se forma las ecuaciones:

4da+xf =0
Derivando,
d4a +dxf =0

p=0
P4. Para encontrar a se sustituye el valor de 8 en la ecuacion (1):
4a+x(0) =0
4a =0

a=0
De esto se concluye:

a==0

Lo que demuestra que las funciones son L.
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Resolucién por el Wronskiano.

P1. Definicion del Wronskiano:

i [
W=\, ;
f1 [
P2. Sustituyendo las funciones:
_ |4 x| _
W= 0 1 =4+0

Lo que prueba que son LI.
6. Averiguar si son LI o LD, dadas las funciones: 1, senx, cos2x.

Solucion: Resolucion por combinacion lineal:

filx) =1

P1. Definiendo las funciones: { f,(x) = senx
fz(x) = cos2x
P2. Poniendo en combinacion lineal las funciones se tiene:
afi +Bf2+vfz=0
P3. Determinando los valores a, 8, y. Como se tienen 3 incdgnitas se deben tener 3 ecuaciones.
a + fsenx + ycos2x = 0

Calcular la primera y segunda derivada para completar el sistema.

da + fdsenx + ydcos2x = 0

Bcosx — 2ysen2x =0

Sustituyendo el angulo doble del seno:

Bcosx — 4ysenxcosx = 0

B —4ysenx =0
Derivando por segunda vez se tiene:
—4ycosx =0
Despejando:
— 0 —
V= —4cosx
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P4. Para encontrar «, B se sustituye el valor de y en las ecuaciones anteriores:
B—4(0)senx=0->8=0
a+ (0)senx + (0)cos2x =0->a =0
De esto se concluye que:
a=F=y=0
Lo que demuestra que las funciones son LI.
Resolucion por el Wronskiano

P1. Aplicando la definicion de Wronskiano:

i 2 fs
W=|f1 f2 [
J R

P2. Sustituyendo las funciones:
1 X cos52x

W=10 Sci& —2sen2x
0 —senx \407&%
W = —4cosx.cos2x — 2senx.sen2x

W = —4cosx. (cosx?x — sen®x) — 2senx. (2senxcosx)
W = —4cos3x + 4cosxsen’x — 4sen’x.cosx

W = —4cos3x # 0
Lo que prueba que es LI.
ACTIVIDAD 17

1. Averiguar sison LI o LD cosx, cos(x + 1), cos(x — 2)
Resp. LD.

2. Averiguar si son L1 o LD e*, xe*, x%e*

Resp. LI.
x? X x at?
3. AveriguarsisonLIoLDe™®?,e™®* ["ez dt
Resp. LI.
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Encuentre el Wronskiano de la funcién indicada senhx, coshx
Resp. W = -1
Resp. W =0

Encuentre el Wronskiano de la funcién indicada 2, cosx, cos2x
Resp. W = —8sen3x

Mediante el Wronskiano, demostrar que cada uno de los siguientes conjuntos son
linealmente independientes Inx, xlnx

Demostrar que las funciones dadas son linealmente independientes y su Wronskiano es
cero, construir la grafica de estas funciones:

. 0;0<x<2 (x=2)%,0<x<?2
fl(x)_{(x—2)2;2<x<4yf2(x)_{ 0:2<x<4

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.

Averiguar si son LI o LD 5, cos?x, sen®x
Resp. LI.

Averiguar si son LI o LD cosx, cos(x + 1), cos(x — 2)
Resp. LD.

Averiguar si son L1 o LD 2m, arctg (%) ,arctg (%)
Resp. LD.

Encuentre el Wronskiano de las funciones indicadas senhx, coshx
Resp. W = —1

Encuentre el Wronskiano de las funciones indicadas cos?x, 1 + cos2x
Resp. W =0

Mediante el Wronskiano demostrar que cada uno de los siguientes conjuntos son
linealmente independientes 1,e~%, 2e%*

Mediante el Wronskiano demostrar que cada uno de los siguientes conjuntos son
linealmente independientes 1, sen*x,1—COsX

Demostrar que las funciones dadas son linealmente independientes y su Wronskiano es
cero. Construir la grafica de estas funciones:

B 0;0<x<2 _((x=2)%0<x<2
fl(x)_{(x—2)2;2<x<4 y fZ(x)_{ 0;2<x<4
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6.4 Ecuacion diferencial lineal de orden n de coeficientes constantes
Se denota a este tipo ecuaciones diferenciales mediante:

an ()™ + ap_ 1 ()Y + -+ a;(x)y" + ap(x)y = 0

y se lo Ilama homogeénea. Otra manera de representarle es:

n n—1

an () T g () T e () 2+ g () = 0

esta ecuacion diferencial por ser homogénea va a tener una ecuacion caracteristica auxiliar que
tiene la siguiente estructura:

A, A" + a1 )AV T+t a; () + ag(x) =0
Que al convertirle A = y” construir un polinomio que tiene n raices las cuales son:
CASO |: RAICES REALES Y DIFERENTES: A;, 15, A3, ... A,
La solucién general es la combinacion lineal:
y = CieM* + Cre??* + -+ + Cpen*
EJERCICIO RESUELTO

1. Resolver el polinomio caracteristico de la ecuacién diferencial de orden dos:
12} !
y —y —6y=0

P1. Resolviendo el polinomio caracteristico sustituyendo 1 = y”
A-1-6=0
Se procede a factorar:
1-3)(1+2)=0
Aplicando la ley del anulamiento:
A=3=0,142=0
Al = 3,12 = —

P2. La solucion de la ecuacion diferencia es:

y = Cle’hx + Czelzx
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y = Cie3%* + Ce™?*
CASO II: RAICES REALES E IGUALES: 4, = 1, = 1; = A,, tienen multiplicidad n
La solucién general es la combinacion lineal:

y = CieM* + Cyxe’2* + Cyx2e’s .+ Cpx™ Letn®

EJERCICIO RESUELTO
2. Resolver el polinomio caracteristico de la ecuacion diferencial:

y'—6y'+9y =0
Solucién:
P1. Construyendo el polinomio caracteristico y' = 4

A2—61+9=0
Factorando el trinomio cuadrado perfecto se tiene:
1-3)2=0

Sacando las raices del polinomio,

A-3=0;1-3=0

Al = 3, Az =3
P2. La Solucion:

y = Clellx + sze)tzx

y = C1e3* + Cxe3*

CASO I11: COMBINADO DE CASO | Y CASO 11

M#E A YA EAy Ay =3 Ay =As = Ag

La solucién general es la combinacion lineal:

y = CeM* + Cye2* + Cyxe’2™ + Ch e + Coxe™™ + Cyx?ets™
CASO IV: RAICES COMPLEJAS

Un par de conjugadas tiene la forma:

(nooti
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De aqui se toma los valores de a y 8, para cada par de conjugadas la solucion general es la
combinacion lineal:

y = e*Acosfix + e**Bsenfix
Si hay otro par idéntico:
y = e**Acosfx + e Bsenfix + xe**Ccosfx + xe**Dsenfx
Y si hay otro, se debe aplicar el mismo proceso.
EJERCICIOS RESUELTOS
1. Hallar la solucidn de la ecuacion diferencial lineal de orden tres.
: Yy +y'+4y" +4y =0
Solucién:
P1. Construyendo la ecuacion caracteristica o polinomio caracteristico y” = A:
B+ +41+4=0
P2. Obteniendo las raices del polinomio o factorizando:
B+ +@Ur+4)=0
PA+1D+41+1) =0
A+4H)A+1)=0

Aplicando la ley del anulamientoa *b = 0;a=00b =0

{AZ+4=0}_){/12=—4}_){,1=\/—_4}_){/1=i2i}
A+1=0 A=-1 A=-1 A=-1

Aplicando la definicion de numero complejo:

I =a+pi
I = real + Imaginariai

A= 0+2i
{Azzo—zl'}
A3=—1

Definiendo los valoresde a = 0; § = 2
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P3. La solucion general es la combinacion lineal:
y = e*Acosfx + e**Bsenfix + C3e/’13x
y = e%*Acos2x + e"*Bsen2x + C;e™*
y = Acos2x + Bsen2x + C;e™*
3. Hallar lasoluciénde y”" + 6y~ + 11y "+ 6y =0
Solucion:
P1. Construyendo la ecuacion caracteristica A* + 61* + 1114+ 6 = 0

P2. Obteniendo las raices aplicando Ruffini

1 6 11 6 -1
-1 -5 -6
1 s 6 0

A2+51+6)1+1D)=0->1+3)1+2)1+1) =0
A+1=0 A =-1
A+2=0—> 4, =2
A+3=0 A3 =3
P3. La solucion general es la combinacion lineal:
y = Clellx + Czelzx + Cgelgx
y = Cle_x + Cze_zx + C3e_3x

., dé ds d3 d?
4. Hallar lasoluciénde: 22+ 222 222 22—
dx®é dx5 dx3 dx?

Solucidn:

P1. Construyendo la ecuacion caracteristica o polinomio caracteristico:

A +215 =223 -22=0
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P2. Factorando aplicando factor comun y luego aplicando Ruffini:

RO +223-21-1)=0

PA+DA+2-21-1D)=0->2A+DA*(A+1D-A+1))=0

P2A+DA2-1DA+1) =0

A2=0
A+1=0
A+1=0
AP—-1=0-A+1DA-1)=0
(/11:0\
Ay =0
13:_1
Y4, = —1(
A5=—1
kl6:1J

P3. La solucion general es la combinacién lineal:
y = Cre™M* + Cyxe’?* + Cze?3¥ +Cyxe?* +Cox?e?s* + Ciete”
Sustituyendo los valores, la solucion es:
y = C1e% + C,xe® + Cze ™ *+Coxe™ + +Csx?e™™ + Cqe”*

y = Cy + Cyx + Cze ¥ +Cyxe™ + +Csx?e™ + Cge*
5. Problema con valor inicial y” — 6y "+ 8y =0; y(0)=1:y(0) =0
Solucién:
OBSERVACION: Cuando se dan los valores iniciales es porque se desea conocer el valor de
la constante, ya que {x i 0} como también {xz_ 0}

y=1 y' =0

P1. Construyendo la ecuacion caracteristica: 22 — 64 +8 =0

P2. Sacando las raices (1 —4)(A—2) =0
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{;1—4?0}_){/11 i4}
1-2=0 Ay =2
P3. La solucion general es la combinacién lineal:

y = Cle"llx + Cze’lzx
Sustituyendo los valores en la Solucion:

y = Cie™ + Ce?*

P4. Obteniendo la derivada para determinar las constantes:

y =4Ce* + 2C,e%*

P5. Determinando sus valores constantes, tomando en cuenta la observacion:

1=Ce*®@ +Ce”® { 1=C+C, } . {1 =C + G, (—4)}
0 = 4‘6164(0) + 26262(0) O = 4C1 + ZCZ O = 4C1 + ZCZ

{—4:—4C1—4C2} 4= 20,50, =2

0 = 4'C1 + ZCZ
Se sustituye este valor en la segunda ecuacion:
0 == 461 + 2C2
Para determinar la otra constante,
0=4C,+2(2) - (¢, =—-1

Por tanto, la solucion final es: y = —e** + 2e2*.

ACTIVIDAD 18
EJERCICIOS PROPUESTOS

Hallar la solucién de 2y — 5y" —3y =o
Hallar la solucion de y¥ —y = o

Hallar la solucion de y** = o

Hallar la solucion de y%¥ + 2y +y = o

PwbdE

Resolver las siguientes ecuaciones lineales de orden n
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Hallar la solucionde y" —3y” +3y " —y =0

Hallar la solucién de y”" — 10y” + 25y = o

Problema con valor inicial y”" +y =0; y(m) =1:y'(n) =1
Problema con valor inicial y" —4y" 4+ 4y = 0; y(0) =2:y°(0) =1

i\

6.5 Resolucion de ecuaciones diferenciales lineales de orden n no
homogéneas

OBJETIVOS

e Resolver ecuaciones diferenciales lineales de orden “n” no homogeneas aplicando el
método més adecuado.
e Analizar las causas por el que no se recomienda ese método de resolucion.

INDICACION

Para resolver este tipo de ecuaciones diferenciales se tienen los siguientes métodos:
Coeficientes indeterminados.

Método de variacién de parametros.

Método de operadores.
Anuladores.

AN

Ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas
Recordar que la ecuacion homogénea es de la forma:

an (Y™ + a1 (Y™ + a2 ()Y + o+ @y +agy =0
Por tanto, una no homogénea tendra la forma:

an (Y™ + an_1 Y™+ 4y ()Y o ary + agy = R(x)
6.5.1 Resolucion por coeficientes indeterminados
OBJETIVO

e Aplicar el método de coeficientes indeterminados cuando R(x) es funcion polinomial,
exponencial, y posee senos y cosenos con las reglas determinadas.

INTRODUCCION

Segun Banach (1967), una ecuacion diferencial lineal de orden “n” no homogénea es de la
forma:
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an(x)yn + an—l(x)yn_l + an—z(x)yn_z ren aly’ + Aoy = R(x)
donde,
Polinomio
R(x) = { exponencial }
Seno 0 CoSenos

Como los siguientes ejemplos:

y” =5y + 6y = 3e3*¥ — 2e%*
vy’ =5y + 6y = 2sen5x
L y” =5y + 6y = e3*senx
y” =5y + 6y = (x3 — 3)cos3x — xe3*

y =5y + 6y =x3—2x%—5x+2 l
I
es factible aplicar este método de coeficientes indeterminados.
OBSERVACION: No se puede aplicar este método cuando:
Inx
R(x) = {tanx}
Vx

En esta seccion se aprenderd como resolver estas ecuaciones por pardmetros.

Se empezara aplicando el método de coeficientes indeterminados considerando el siguiente
proceso y tomando en cuenta dos aspectos:

CASO 1. Si Y, no tiene funciones comunes con R(x).
EJERCICIO RESUELTO

1. Analizando la ecuacién diferencial y”" — 5y + 6y = x3 + x
Solucion:

P1. Hallar la solucion de la ecuacion homogénea, para ello se construye el polinomio
caracteristico y’ = r.
r2—5r+6=0
Factorizando:
r-3r-2)=0
Aplicando la ley del anulamiento:
r—3=0r—2=0

23
7'2:3
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Es decir, la solucion homogénea es:
Yp = Ce™* + C,e™?*
yn = C1e?* + C,e3*

P2. Comparando R(x) con y;,, se observa que no tienen elementos comunes entre ellos ya que
R(x) es un polinomio y yj, es una funcion exponencial.

P3. En este caso se propone y,, que tenga la misma forma de R(x); es decir, para el ejemplo:
yp = A+ Bx + Cx? + Dx*
Se debe derivar esta ecuacion hasta el orden que indigue la Ecuacion Diferencial.
y'p =B+ 2Cx 4+ 3Dx?
y'p=2C+6Dx
P4. El objetivo es determinar los valores de las constantes, para ello se sustituye en la E.D:
y =5y +6y=x3+x
(2C + 6Dx) —5(B + 2Cx + 3Dx?) + 6(A+ Bx + Cx?> + Dx3) = x3 + x
2C + 6Dx — 5B — 10Cx — 15Dx? + 64 + 6Bx + 6Cx? + 6Dx3 = x3 + x

P5. Luego se construye el sistema de ecuaciones aplicando la igualdad de funcién:

6D =1
6C — 15D =0
6B—-10C+6D =1

6A—5B+2C =0
Se debe resolver el sistema:

j
[N

D =— 1
D=-
6

_s(h) - 5

| ec-1s(g)=0 6c—(5) =0
2
+

1
6B—1OC+6(€)=1 |67 - 10¢
\ 6A—5B+2C=0

= oy
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( D—l
5l G
( 6 c=>
[ 2
| 12 6B—10(i>=
\ 6B —10C = 0 12
A—5B+2C =0 5
(64 —5B +2 E>_0
( D_l D_l
6 6
C—S C—5
< 12 IR 12
B_zs B_zs
36 36
oa-s(Z)e2(2)=0 4=
\ 36 12 216

Y con estos valores se debe construir la solucion particular:

Yp = A+ Bx + Cx* + Dx3

95 25 5 1,
Yo =71t 36X T2 ¥

P6. Por tanto, la solucién sera:
Yg =Ynt W

C,e’* +C 3"+95+25 +5 +1
y=te 2 toret gt gt

CASO 2. SiY;, tiene funciones comunes con R (x).
EJERCICIO RESUELTO

1. Analizar la ecuacion y” — 5y” + 6y = 3e?*,
Solucién:

P1. Hallar la solucion de la ecuacién homogénea 2 — 5r — 6 = 0, es decir:

23
T'2=3
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Establecer la solucion homogénea:
yn = C1e?* + C,e3*
P2. Comparando R(x) con y; se observa que tienen elementos comunes entre ellos, ya que:

R(x) = 3e?*
es una funcién exponencial:

yn = C1e?* + C,e3*
es decir, la funcion e?* esta presente en las dos funciones.

P3. En este caso se propone y, = Ae?*, luego multiplicando la solucién particular por alguna
potencia de x, por la menor, tal que desaparezca la solucién en la ecuacion homogénea, asi:
yp = Axe?*. Sino se lo harfa de esta manera al sustituir y,, = Ae®* ocurrirfa:

Y, = Ae**
y'p = 24Ae**
Y, = 4Ae*

En la ecuacion diferencial:
y’ =5y + 6y = 3e?*
{4Aezx —5(24e%) + 64e?* = 362"}
0 =3e%*
Que es imposible admitir, ya que para que sea solucion debe cumplir la igualdad 0 = 0.
P4. Luego encontrar el valor de la solucién particular y calcular sus derivadas:
yp = Axe®*
yp' = A[xde® + e**dx]
y'p = Ae** + 2Axe®*
y'p = 2Ae** + 2Ae** + 4Axe?*
P5. El objetivo es determinar los valores de las constantes para ello, sustituir en la E.D:
y” =5y + 6y =3e%*

(24e%* + 24e?* + 4Axe?*) — 5(Ae?* + 2Axe?*) + 6(Axe?*) = 3e?*
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4Ae? + 4Axe?® — 54e?* — 10Axe®® + 6Axe®* = 3e?*

—-A=3
Por tanto, la solucion particular es:
yp = —3xe*
P6. Y la solucion general es:
Yg =Ynt W

y = Cie?* + C,e3% — 3xe?*

2. Hallar la solucion de y” — 3y” + 2y = x2.
Solucion:
Partiendo de la ecuacion diferencial homogénea relacionada:
y' =3y +2y=0
P1. Determinando la solucion Y;,, se construye la ecuacién caracteristica:
A2—-314+2=0
P2. Resolviendo:
A —314+42=0
A1-2)1-1) =0
Mh=21=1
P3. Se obtiene la solucion Y, = C,e* + C,e?*

P4. Sacando la solucién Y,,, como se observa R(x) = x* es un polinomio, entonces se construye
un polinomio de igual grado de manera completa; es decir, Y,, = Ax*> + Bx+ C

P5. Para sacar los valores de A, B, C se deriva Y,, = Ax* + Bx + C, considerando la ecuacién
diferencial donde se debe sustituir las derivadas, al quedar una igualdad se obtienen dichos
valores.

Y, =Ax®>+Bx+C
Y'p =24Ax+B
Y, =24
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P6. Sustituyendo:
y =3y + 2y = x?
se tiene:
24 —3(2Ax + B) + 2(Ax?> + Bx + C) = x?
resolviendo esta igualdad:
2A — 6Ax — 3B + 24x% + 2Bx + 2C = x?

2Ax% — (6A — 2B)x + 2A — 3B + 2C = x2

de esto se tiene:

1
( 24=1-4=7 )
1 3
<6A—2B=O—>6(E)—2B=O—>3—2B=0—>B=E>
2A—3B+2C =0 2(1) 3<3>+ZC 0-C 4
— = i - — - = - = — —
\ 2 2 2/
Por tanto Y, = %xz —%x —%
P7. Solucion general:
Vo = Yo+ ¥, = Cro* + oo +ox? —ox — 2
G = h+ p = 1€ + 2€ +§X —EX—E

CASO 3. R(x) es una funcion trigonométrica.

Aplicando el principio de Y, = Asenx + Bcosx,

Si R(x) = sen5x entonces, Y, = Asen5x + Bcos5x, etc.
EJERCICIO RESUELTO

1. Hallar la solucion de y”* — 3y” + 2y = 20sen8x.
Solucion:

Partiendo de la ecuacion diferencial homogénea relacionada y” — 3y" + 2y = 0
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P1. Sacando su solucién Y}, y construyendo la ecuacién caracteristica:
A2=31+2=0
P2. Resolviendo el polinomio:
A2=31+2=0
-A1-2)1-1)=0
A=2=04-1=0
s /11 = 2, AZ =1
P3. La solucion homogénea de raices reales y distintas es:
Y, = CieM¥ + Cyete®

Yh = Clex + Czezx

P4. Sacando la solucion Y,,, como se observa R(x) = 20sen8x, es una funcion trigonometrica,
entonces aplicando la relacién:
Y, = Asen8x + Bcos8x

P5. Para sacar los valores de A, B se deriva Y,, = Asen8x + Bcos8x, considerando la ecuacion

diferencial donde se deben sustituir las derivadas y al quedar una igualdad, se obtienen dichos
valores:

Yp = Asen8x + Bcos8x
Y'p = 8Acos8x — 8Bsen8x
Y”p = —64Asen8x — 64Bcos8x

P6. Sustituyendo en la ecuacion diferencial.

vy’ =3y + 2y = 20sen8x
se tiene:

—64Asen8x — 64Bcos8x — 3(8Acos8x — 8Bsen8x) + 2(Asen8x + Bcos8x) = 20sen8x
Resolviendo esta igualdad:

(—62M8x — (24A)cos8x — 62Bcos8x + 24B%8x = 20sen8x
de esto se tiene la igualdad de términos para formar el sistema.

{(—62A + 24B)sen8x = 20sen8x
(—24A — 62B)cos8x = 0 * cos8x

{—62A + 24B = 20
24A+62B =0
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Resolver el sistema por sumas y restas.

{[—62A + 24B = 20] * 12
[244 + 62B = 0] * 31

{[—744A + 2888 = 240]
[744A + 1922B = 0]

5 240
T 2210
5 - 24
221

Simplificando y sustituyendo en la ecuacion 2 para determinar el valor de A.
24A+62[24] =0
221]
24A = —62 [ 24]
B 221

62 24

A==

Por tanto, la solucion particular es:

Yp = Asen8x + Bcos8x

4
Yp = - m sen8x + ﬁ cos8x

P7. La solucion general es:

62 4
Yo =Y, +Y, =Ce* + Ce* — msen8x + mcosSx

CASO4: R(x) es una funcién exponencial.

Aplicar el principio de Y, = Ae®*.
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EJERCICIO RESUELTO
1. Hallar la solucién de la ecuacion y” — 3y” + 2y = 12e>* donde R(x) es exponencial.
Solucion:
Partiendo de la ecuacion diferencial homogénea relacionada:
y' =3y +2y=0
P1. Determinando su solucién Y;, y construyendo la ecuacion caracteristica:
A2—-314+42=0
P2. Resolviendo el trinomio:
A2=31+2=0
-A1-2)1-1)=0
-4 =21=1

P3. La solucion homogénea es:
Yh = Clex + Czezx

P4. Obteniendo la solucion Y, como se observa R(x) = 12e5* es una funcion exponencial, en
este caso ¥, = Ae>*

P5. Para obtener los valores de A, derivar Y, = Ae>* considerando la ecuacion diferencial
donde sustituir las derivadas, y al quedar una igualdad se obtienen dichos valores.

Y, = Ae>*
Y, = 54e5*
Y”, = 254e>*

P6. Luego se debe sustituir en la ecuacion diferencial.

y’ =3y + 2y = 12e°*
se tiene:
254e%* — 3(54e°%) + 2(Ae5*) = 12e>*

Resolviendo esta igualdad:
25A —15A+2A =12

de esto se tiene:
124 =12-A=1
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Reemplazo el valor de A, la solucion particular es:
— 5x
Y, = Ae
— 5%
Y, =e

P7.Y lasolucion general es:
YG = Yh + YP = Clex + Czezx + esx

6.5.2 Combinacion de funciones

Es la combinacién de los casos analizados, se partird de un ejemplo que retne los casos tratados.
y” =3y + 2y = x? + 20sen8x + 12e°*
Se observa que la solucion homogénea sigue siendo la misma, es decir:
Partiendo de la ecuacion diferencial homogénea relacionada es: y” — 3y" + 2y = 0.
P1. Determinar la solucion Y;, y construir la ecuacion caracteristica.
A2—-314+42=0
P2. Luego, resolver la ecuacion:
A2=31+2=0
-1-2)A-1)=0
L=21=1
P3. Establecer la solucion homogeénea:
Y, = Cie* + C,e%*

Y para encontrar la solucion particular se aplica el teorema de las superposiciones de
soluciones.

TEOREMA DE LAS SUPERPOSICIONES DE SOLUCIONES

Si se logra identificar que las soluciones particulares del problema fueron determinadas en
forma individual, lo que se hace es sumar todas las soluciones particulares (Spiegel, 1983):

Yy =Yy + Y+ + Yy,
En este caso la solucion de la ecuacién diferencial:

y” =3y + 2y = x? + 20sen8x + 12e°*
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Esté dada por la suma de todas sus soluciones particulares.
Yp = Ypl + sz + Yp3
Por tanto, la solucién general sera:

Y, = Cie* + Ce?* +1x2 —Ex —z—ﬂsen8x +ﬁc058x + 5%
2 2 2 221 221

Observacion: En el caso de no conocer las soluciones, se recomienda resolver caso por caso
para luego aplicar el teorema expuesto.

EJERCICIO RESUELTO
1. Determinar la solucidn de la siguiente ecuacién diferencial homogénea:

y” =3y + 2y = 3e?*
Solucion:
Se analizard la soluciébn homogénea, partiendo de la ecuacion diferencial homogénea
relacionada y” — 3y” + 2y = 0.

P1. Obtener la solucién Y;, y construir polinomios caracteristicos

A2—-31+2=0
P2. Resolver el polinomio:

22-3142=0-1-2)A-1)=0-21,=2;1,=1
P3. Luego, la solucién homogénea es:
Yh = Clex + Czezx

P4. Analizando R(x) = 3e?*, si se compara, se observa que en la y, y R(x) se repite un valor
e®*, en este caso la y, = Ae?* no puede ser usada, por lo que para evitar la redundancia se
multiplica por un x hasta perder la repeticion de respuestas, siendo la nueva solucion
particular de la forma y;, = Axe®* y con esto se procede de manera similar a lo estudiado en
el caso I.

P5. Para sacar los valores de A, derivar Y, = Axe?*, considerando la ecuacion diferencial
donde se sustituira las derivadas y al quedar una igualdad se obtiene dichos valores:
Y, = Axe*
Y, = A(e® + 2xe®*)
Y7, = A(2e?* + 2(e* + 2xe?¥)) = 44e?* + 4xAe?
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P6. Sustituir en la ecuacion diferencial.
y =3y + 2y = 3e**
se tiene:
44e?* + 4xAe?* — 3(Ae?* + 2xAe?*) + 2(Axe?*) = 3e?*
resolviendo esta igualdad y eliminado la funcidn exponencial, se obtiene:
4A + 4xA — 3A — 6xA + 2xA = 3,
luego se forma el sistema lineal de acuerdo a las variables:

P7.Y lasolucion general es:
Yo =Y, +Y, = Cie* + C,e** + 3xe?*

2. Determinar la solucién de la siguiente ecuacion diferencial:
y =2y +y=xe*
Solucién:

Se analiza la solucién homogénea partiendo de la ecuacién diferencial homogénea relacionada
y’' =2y +y=0.

P1. Obteniendo la solucion Y; y construyendo la ecuacion caracteristica, o polinomio
caracteristico:
A—-214+1=0

P2. Resolver:
A2-214+1=0-

A-1DA-1)=0-
A-1=0;A1-1=0

/11 = 1, A’Z =1
P3. La solucion homogénea es:
Y, = Cie* + Cyxe”

P4. Analizando R(x) = xe”, si se compara se observa que en la y, y R(x) se repite un valor
xe*, en este caso la y, = (A+ Bx)e* ya no puede usarse, por lo que para evitar la
redundancia se multiplica por un valor de x hasta que se pierda la repeticion de respuestas,
siendo la nueva solucién particular de la forma y,, = (A+Bx)x*e*, y con esto se procede
de manera similar a lo estudiado en el caso I.
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P5. Para sacar los valores de A, derivar Y, = (Ax* 4+ Bx3)e*, considerando la ecuacion
diferencial donde se sustituirdn las derivadas, y al quedar una igualdad se obtienen dichos
valores.

( Y, = (Ax* + Bx3)e* \

| Y, = A(x%e* 4 2xe*) + B(3x%e* + x3e*) = Ax?e* + 2Axe* + 3Bx*e* + Bx3e® |

{ Y7, = A(2xe* + x%e* + 2(e* + xe*)) + B(3(x%e* + 2xe*) + (3x%e” + x3e¥)) = }

L = A(2xe* + x%e* + 2e* + 2xe*) + B(3x%e* + 6xe* + 3x2%e* + x3e¥) J
= 4Axe* + Ax%e* + 2Ae* + 6Bx?e* + 6Bxe* + Bx3e*

P6. Luego, sustituir en la ecuacion diferencial:
Yy’ =2y +y = xe* setiene:

4Axe* + Ax?e* + 2Ae* + 6Bx?e* + 6Bxe* + Bx3e* — 2(Ax%e* + 2Axe* + 3Bx%e* +
Bx3e*) + Ax%e* + Bx3e* = xe*

4Axe* 4+ Ax?e* + 24e* + 6Bx%e* + 6Bxe* + Bx3e* — 2Ax%e* — 4Axe* — 6Bx?e*
— 2Bx3e* 4+ Ax%e* + Bx3e* = xe*

2Ae* + 6Bxe* = xe*
resolviendo esta igualdad:
6Bx +2A =x

Se obtiene:
1
6B=1->B=-

2A=0-4=0

Por tanto, la solucion particular es:
Y, = (Ax* + Bx3)e*

— 2 1 3\ o X
Y, =(0xx +gx e

3,Xx
P7. Finalmente, la solucion general es: Yg = Y, + Y, = C;e* + Cye? +=—
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EJERCICIO RESUELTO 3
Hallar la solucion de la siguiente ecuacion diferencial:
Yy +y” =3e* + 4x?
Solucion:

Se analiza la solucion homogénea, partiendo de la ecuacion diferencial homogénea relacionada
Y +y" =0,

P1. Obteniendo la solucion Y;, y construyendo la ecuacion caracteristica:

B+21%2=0
P2. Resolver:
B+22=0-
AP2A+1)=0-

11=O,AZ=0,A3=—1

P3. La solucion homogénea es:
Yh = Cl + sz + C3e_x

P4. Analizando R(x) = 3e* + 4x?, si se compara se observa que en la y, y y, se repite un
valor y, = Ae* + (B + Cx + Dx?); estos son C; = B; C,x = Cx, yano puede ser utilizada y;,,
por lo que para evitar la redundancia se multiplica por un valor de x hasta que se pierda la
repeticion de respuestas, siendo la nueva solucion particular de la forma y, = Ae* +

x?(B + Cx + Dx?).
Y con esto se procede de manera similar a lo estudiado en el caso I.
P5. Para sacar los valores de A se deriva:

Y, = Ae* + x*(B + Cx + Dx?)

Considerando la ecuacion diferencial donde se sustituiran las derivadas y al quedar una igualdad
se obtienen dichos valores:

(Y, =Y, = Ae* + x*(B + Cx + Dx?))
J Y', = Ae* + 2Bx + 3Cx* + 4Dx3 !
Y”, = Ae* + 2B + 6Cx + 12Dx?

L Y, = Ae* + 6C + 24Dx
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P6. Sustituyendo en la ecuacion diferencial:
Y +y” = 3e + 4x?
Ae* + 6C + 24Dx + Ae* + 2B + 6Cx + 12Dx?* = 3e* + 4x?

2Ae* + +(24Dx + 6Cx) + (2B + 6C) + 12Dx* = 3e* + 4x?

3 rA:§\
woa y [4-2) [,
24D +6C =0 {cz—w} C=——
- - < 30
2B+6C=0 B =-3C _ 2
12D = 4 | 1 | =7
kD=§) D==
\ 7 73 )

Por tanto, la solucion particular es:

Y, = Ae* + x*(B + Cx + Dx?)

3 X 2 4 1 2
szze +x(—4—§x+§x)

P7.Y la solucion general es: Y =Y, +Y, = C; + Cox + Cze™* + %e" + x2(—4 — %x +

1.2
%)
NOTA: Para generalizar se considera las siguientes recomendaciones.

e Cuando el lado derecho es un polinomio, por ejemplo:

y ' +6y +13y=2x+1
Su solucién homogénea esta dada por:

Yn = C1+C2x + C3x3 + C4x4

Comparando R(x) con y,, para ver si no se repiten algin valor entre ellas, y asi plantear
la solucion particular considerando que es un polinomio de primer grado y, = A + Bx,
permite ver que con y, = C;+Cx + C3x3 + C,x* se repite A+ Bx con C;+Cyx ,
multiplicando y, por x; es decir, y, = (A + Bx)x = Ax + Bx* si se compara se
observa que se continta con el mismo problema, por lo que este proceso debe repetirse
hasta lograr que sean diferentes, por lo que se recomienda multiplicar por un grado
mayor a la homogénea; es decir, y, = (4 4+ Bx)x> y se procede como ya se indicé en
los problemas anteriores.
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e Cuando el lado derecho es exponencial se debe suponer que:
y 4+ 6y + 13y = e2* — xe?* + 4e3¥
y su solucién homogénea esta dado por:
yn = Cie?* + Coxe® + e**

Comparando R(x) con y;, para ver si no se repite algun valor entre ellas, y asi se plantea
la solucion particular considerando que es una funcion polinomial y exponencial y, =
(A + Bx)e?* + Ce3*, permite ver que con la solucion homogénea y, = C,e?* +
C,xe?* + e**, se repite Ae?* + Bxe?* con las soluciones Cje?* + C,xe?*,
multiplicando y, por x? ; es decir, y, = x*(A + Bx)e®* 4+ Ce3* y puede resolverse el
problema.

ACTIVIDAD 19

1. Resolvery” —3y + 2y = 2x + e**
Sugerencia para R(x) = 2x, emplee el polinomio A + Bx; R(x) = e** emplee Ce**:
es decir ¥, = A + Bx + Ce™*, o resolver primero el polinomio luego la exponencial.

2. Resolvery” — 3y’ + 2y = 5cos2x — e*
Sugerencia para R(x) = 5cos2x emplee Asen2x + Bcos2x; R(x) = e* emplee Ce*:
es decir Y, = Asen2x + Bcos2x + Ce*, 0 resolver primero el polinomio luego la
exponencial.

3. Resolvery” — 3y" + 2y = x2e%*
Sugerencia para R(x) = x*e®* emplee y, = (A 4+ Bx + Cx?)e®*

4. Resolvery” — 3y’ + 2y = x3sen3x
Sugerencia para R(x) = x3sen3x emplee
¥p = (A+ Bx + Cx* + Dx*)sen3x + (E + Fx + Gx* + Hx*)cos3x

5. Resolver y” — 3y” + 2y = sen(5x)e™2*.
Sugerencia para R(x) = sen(5x)e™** emplee y, = (Asen5x + Bcos5x)e™>*

6. Resolver y” —3y” + 2y = 3x2(sen6x)e>*
Sugerencia para R(x) = 3x2(sen6x)e>* emplee
¥p = (A + Bx + Cx*)sen3x.e>* + (D + Ex + Fx*)cos3x. e>*

7. Resolvery” — 3y  + 2y = cos2xe* — 3x*senx
Sugerencia para R(x) = cos2xe* — 3x?senx emplee
yp = (Asen2xe* + Bcos2xe*) + (C + Dx + Ex?)senx + (F + Gx + Hx?*)cosx
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8. Resolvery” — 4y’ + 4y = 2x — sen2x

9. Resolvery” —4y +4y =x%+x
x? | 4x | 17
Resp. yg = yn +¥p = Cie® + e + =+ -+

10. Resolver y”" + 4y” + 3y = 5e2*
2x
Resp yG = yh + yp = Cle_x + Cze_3x + eT

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Resolver y” + 6y" + 13y = e 3*cos2x
Sugerencia para Y, = (Asen2x + Bcos2x)xe™3* manifieste que pasé con Y, y Y, al
momento de la resolucion.

2. Resolver la ecuacion y” + y” = senx

3. Resolver y® — 2y” + y = xe*, sugerencia ¥, = (Ax® + Bx?)e”*,
2 3
Resp. y = Cie* + Cyxe* + Cze™ + Cyxe™ + (—% + ;C—4) e*

4. Resolvery” +y +y =e*(x + x?)

= E E = 3 X _x 1) x
Resp. y = Cie 2cos —-x + Cze zsen2x+(3 3+3)e

5. Resolver y” + 2y" 4+ 5y = e *sen2x
Resp. y = Cye *cos2x + C,e *sen2x — =

e—x
COS2x

6.6 Método de variacion de parametro

Se considerara una ecuacion diferencial no homogeénea de coeficientes constantes, a la ecuacion
con la forma:

an (Y™ + an-1 (Y™ + ap, (Y™ ayy +ay =R(x) (1)

donde se tiene, a,...a, son constantesy f(x) es una funcion solo de "x" o constante.

Para entender mejor se considera una ecuacion diferencia de tercer orden:

i

azy"' + axy" + a1y’ + agy = f(x)

Suponiendo que la solucidn general de la ecuacion diferencial homogénea es:

Yn = C1y1 + Gy, + C3y3
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luego la solucién particular de la ecuacion (1) es:

Yp = U1Y1 T UpY2 T U3Y3

donde u4, u,, us son funciones incognitas que satisfacen a las condiciones siguientes:

WYy + Uy, +Uzys = 0
Wy + Uy, +uzy; =0 (2)
W y; +uzy; +uzys = f(x)
La ecuacion (2) es un sistema de ecuaciones en uy,u,,us, el método de parametrizacion

consiste en (Zill, 2009; Castro, 2022):
1. Escribir la solucion general de la ecuacion diferencial homogénea:

Yn = C1y1 + Gy, + C3y3

2. Remplazar C;,C,,C; por las funciones incognitas U;,U,,U,, obteniendo la solucion
particular de la ecuacién (1)
Yp = U1Y1 T UV + U3Y3

3. Formar el sistema bajo las condiciones de la ecuacion (2).

4. Por medio de integracion se obtiene u,, u,, us.

EJERCICIOS RESUELTOS

S C d?
1. Resolver la ecuacion diferencial siguiente d—xf + y = cscx.

Solucidn:

P1. Hallar la solucion general de la ecuacién homogénea para esto se tiene que estudiar el
polinomio caracteristico:

!

r=y

p(r)=1r2+1=0

r2=-1
r=\/—1=\/i_2
T'1=i; T2=—i
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rn=0+i7r,=0-—1i
Yp = Ae**cosfx + Be™senfx
yn, = Ae®®cosx + Be®senx
yn = Acosx + Bsenx
P2. Se cambia de nomenclatura:
yn = Cicosx + Cysenx
Y se establece la solucion particular:
Yp = U1€OSX + U,Senx

P3. Construyendo el sistema de parametrizacion:
Coll Col?2 Col3

{ U, fosx + uy'senx = 0 }
—u,'senx + u,'cosx = cscx
P4. Determinando las soluciones u,’, u,’. Por el método de determinantes:

. |Col3 Col2]|
1 = coll col2]

0 Senxl
a —
cscx  cosx! _ 0 —senxxcscx

1 = VT cosx senx| = Cos?x + sen?x

—Senx Ccosx

. _0—senx*senx_0_1_ )
“ 1 —T1 T

Integrando esta funcion:

.[ul = —1f dx

U, = —x

De igual manera la otra funcion u,:

- |Coll Col3|

Y2 =011 Col2]
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COSX 0

| - cosx
o, = 1=senx  cscx + _ cosx.csex + 0 _ SenY _ yqn
z cosx senx| ~ cos®x + sen?x 1
—senx cosx|+
Integrando la funcion:
f u, = f ctgxdx
, cosxdx
U, = | ——
senx
Sustituyendo una nueva variable:
u = senx: du = cosxdx
du
U, = | —
2 u
u, = Ilnu
Sustituyendo el valor de u:
u, = In(senx)
Sustituyendo en la solucion particular:
Yp = U1€0SX + Upsenx
¥p = —xcosx + (In(senx)) = senx

P5. Por tanto, la ecuacién general es:

Y6 = Yn +¥p = Cicosx + Cysenx — xcosx + (In(senx))senx

EJERCICIOS PROPUESTOS
1. Resolver la ecuacion diferencial siguiente y”* + 4y = 4sec?x.

yp = Cycos2x + C,sen2x
Resp: { ¥p = 4cos2x.In(cosx) + (4x — 2tgx)sen2x
Y=Ynt¥
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., . . . d?
2. Resolver la ecuacion diferencial siguiente d—xf + y = sec?x.

yg = Cicosx + Cysenx
Resp: { ¥, = —1 + senx.In(secx + tgx) + (4x — 2tgx)sen2x

Y=Yg+ W
2
3. Resolver la ecuacion diferencial siguiente % + y = cscx. tgx.
yg = Cicosx + Cysenx
Resp: { ¥, = —cosx.In(senx) — (ctgx + x)senx

Y=Yg+

CASO 4. CAUCHY-EULER

Es de la forma ax?y”” + bxy” + ¢y = 0, para resolverlas se debe hacer hincapié que tiene una
solucion de la forma y = x", donde r no necesariamente es un entero, por esta aclaracién se
debe restringir el dominio; es decir, x > 0 con esto se evita la division para cero y las raices
negativas. Se debe considerar también los tres tipos de soluciones (Zill, 2009):

1. Raices distintas:
Y1 =X Y, = x"2

Se debe determinar un conjunto fundamental de soluciones. Wronskiano es:

x" x"2

T 72) — — AT -1 T -1
W(x™, x™) = e x"r,x27t — xT2r x££ 0

Como el determinante es distinto de cero, la solucion es:
y(x) = Cyx™ + Cyx™
2. Raices iguales:
y(x) = Cyx™ + Cx"Inx

3. Raices complejas y conjugadas:

y(x) = x“[Clcos(ﬁln(x)) + Czsen(ﬂln(x))]
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EJERCICIO RESUELTO
1. Hallar la soluciéon de x?y” + xy" — 9y = 0
Solucion
Partiendo de la ecuacion diferencial homogénea relacionada x?y” + xy” — 9y = 0.

P1. Estableciendo la condicion y = x”,x > 0y de acuerdo con la ecuacion diferencial realizar
la derivada.

P2. Derivando la condicion:
y=x"
y =rx""
y =r(r—1)x""2

1

P3. Sustituyendo en la ecuacion diferencial: x2y” + xy” — 9y = 0; es decir:
x2r(r—Dx" 2 +xrx" 1 —9x" =0
P4. Operando la parte exponencial:
r(r—1)x" 22 4 rx" 11 —9x" =0
rr—Dx"+rx"—9x" =0
Factorando la ecuacion:
(r’—r+r—9x"=0
r?=9=0->@-3)r+3)=0
rn=3;0 1,=-3
P5. Sustituyendo estos valores en y = x" se tiene:
yi=x%y, =x7°
que son las funciones L.I, con esto se escribe la solucion:
Yy =Gy + Gy,
Y, = C;x3 + Cpx~3

2. Hallar la solucién de x2y” — 6y = 0.

Solucién:
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Partiendo de la ecuacién diferencial homogénea relacionada x2y”” — 6y = 0.

P1. Estableciendo la condicion y = x" y de acuerdo con la ecuacion diferencial realizar la
derivada.

P2. Derivar la condicion.
y=x"
y =rx""
y =r(r—1)x""2

1

P3. Sustituyendo en x%y”” — 6y = 0, es decir.
x2rr—1x"2—-6x"=0

P4. Operando la parte exponencial:
r(r—Dx" 22 —6x" =0

rr—1Dx"—6x"=0
P5. Resolviendo el polinomio caracteristico eliminando x".
(r’—r—-6)x"=0
(r’=r—6)=0
(r2—=r—-6=0->0-3)r+2)=0
rn=3;0;1,=-2

P6. Sustituyendo estos valores de las raices en y = x":
y1=x%y, =x7?

que son las funciones L.1., con esto se obtiene la solucion:
Y, = Cyx3 + Cpx™2

3. Hallar la solucion de: x2y”" + 3xy’ +y = 0.

Solucién:

Partir de la ecuacion diferencial homogénea relacionada x?y”” + 3xy’ + y = 0.

P1. Establecer la condicion y = x™ y de acuerdo con la ecuacion diferencial derivar.
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P2. Derivar la condicion:
y=x"
y =rx""
y =r(r—1)x""2

1

P3. Sustituir en x2y”" + 3xy’ + y = 0 es decir:

x2r(r—1Dx" 24+ 3xrx™ 14+ x"=0
P4. Operar la parte exponencial:
r(r—1Dx" 22 4+ 3rx" +x" =0
rr—Dx" +3rx" +x" =0

P5. Resolver el polinomio caracteristico eliminando x™:

(r’—r+3r+1x" =0

(r2+2r+1)=0
r+1)(r+1)=0
n=-1;0;rn=-1

P6. Sustituir estos valores de las raices en y = x", pero r; = ry:

yi=x"tLy,=x71
que son las funciones L:D con esto se obtiene la solucidn:

Yh = Clx_l + sz_llnx
1

Yh = ; (Cl + Czlnx)
4. Hallar la solucion de: 3x2y” + 6xy’ +y = 0.
Solucion:

Partir de la ecuacion diferencial homogénea relacionada 3x2y”" + 6xy’ +y = 0.

P1. Establecer la condicion y = x" y de acuerdo con la ecuacion diferencial derivar.
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P2. Derivar la condicion:
y=x"
y =rx""
y =r(r—1)x""2

1

P3. Sustituir en 3x%y” + 6xy’ +y = 0 es decir:

3x2r(r— Dx" 2+ 6xrx" 1+ x" =0
P4. Operar la parte exponencial:
3r(r—1)x" 22+ 6rx" +x" =0
3rr—Dx"+6rx" +x" =0
P5. Resolver el polinomio caracteristico eliminando x™:
(Br2=3r+6r+1x" =0
(3r2+3r+1)=0

P6. Aplicar la ecuacion cuadratica; a = 3;b = 3;¢c = 1:

—b ++Vb?% — 4ac
r =
2a

_ —3+,(3)?—4x3x1
"= 2%*3

_ —3+V9-12

r

P7. Sustituir estos valores de las raicesen y = x":

N i
y1=x > 2By, =x 2 23
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P8. Determinar los valores real e imaginario:

P9. Finalmente, se obtiene la solucién:

y(x) = x*[Cycos(In(x)) + C,sen(Bin(x))]

y(x) = x_% [Clcos <% ln(x)) + C,sen (% ln(x))]

ACTIVIDAD 20

Resolver 2x%y” —xy ' — 2y =0
Resolver x2y” + xy" — 2y =0
Resolver x?y” — 5xy" + 13y = 0
Resolver x?y” +xy +y =0
Resolver 4x2y” — 8xy" + 9y = 0

akrwnE

EJERCICIOS PROPUESTOS
6. Resolver x3y”" + 4x%y” — 4xy” = 0.
7. Resolver x3y" + 2x%y” + xy" —y = 0.
8. Resolver x2y”" + xy” — 9y = 0; con valor inicial y(1) = 1;y"(1) = 0.

9. Resolver x?2y” + xy” 4+ y = 0; con valor inicial y(1) = 2;y’(1) = 5.
10. Resolver x2y” — xy” + y = 0; con valor inicial y(1) = 2;y’(1) = 5.

6.7 Ecuaciones diferenciales lineales no homogeéneas por Euler

Son de la forma:
ax?y” + bxy + cy = R(x)

para resolverlas se debe hacer hincapié que tiene una solucion y; que se encuentra de
ax®y” +bxy +cy =0

y una solucion y, particular que se determina por parametros en funcion de la solucion
homogénea. Para una mejor interpretacion obsérvese si se tiene:

Yy +p@)y +qx)y=fx) (*) y ¥y +pxy +qx)y=0 (%
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Se calcula la y,, y se supone que es y, = C;y1(x) + Cyy,(x).

Sacando la solucion particular tomando como referencia la ecuacién homogénea, las constantes
se reemplazan por la funcion y, = u; (x)y;(x) + u(x)y,(x), si se calcula la derivada de esta
solucion particular se tiene:

Yo = UYr Huyr Uy, +upy,”

la segunda derivada es més larga, por lo que se escriben unas condiciones a u,, u, para proceder
a hallar la segunda derivada:

1 vy, +uzy, =0 _ - _
2. uyy; + uyy, = 0 satisface la ecuacion diferencial

Con estas condiciones se establece:
Yo =Wy +uzy,”

Determinando la segunda derivada:

rr

Y =uwiy's tuy’s +uy, tuy”;
Sustituyendo en la ED:

uy's tw Y’ Uy Fuy o F oy +upyn) + q(ugys + uzy,) = f(x)
Agrupando o factorizando u,, u, queda:
w (Y1 +py 1+ qy) tu (0 oyt qye) Huly Uy = f(x)

Se conoce que:
Y +p()y +qx)y =0

que es solucion de la ED homogénea, esto reduce a:
u'y's +uhy = f(x)
Esto lleva a construir el sistema a resolver:
{ u'1yr +uzy, =0 }
uhy'y +u'hy's = f(x)

Resolviendo por determinantes, aplicando la regla de Crammer:
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( | 2N
L3 _f@)yz
1712 i Y2 |
) Vi Y2 >
,=§_y1ﬂJ
2712 N Y |
\ yi Yal/
recordando que el determinante principal |y1 y,z | = W (Wronskiano), es decir:
, —y2f (x)
uq= T
RE2C))
2 w

integrando las funciones incognitas se tiene:

U = — j yzjmf/(x) dxl

= [P g |

NOTA: Para realizar el calculo y,, en un sélo paso sin tener que realizar el proceso:

Yp = U1Y1 T URY2

y2f (x)
u1 = _y1 W dx
2 Yp = Ut U

kuz = hfyl]];x) dx }

Se aplica el calculo.

Portanto y = y, + ¥p.

NOTA: Este proceso sirve solo para ecuaciones de orden 2.

OBSERVACION: Para el orden 3 y 4 se construyen determinantes de ese orden.
EJERCICIO RESUELTO

1. Hallar lasolucién de y” + y = sec?x

Solucién:
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Partiendo de la ecuacion diferencial homogénea relacionada:

y'+y=0
P1. Establecer la condicion y” = A4
P2. Factorando el polinomio caracteristico:
A+1=0
A2 =—1

=0+, =0—1i
De la solucidn de sus raices se obtiene el valora = 0; g =1
P3. Escribir la solucion homogénea:
Yp = Cie**senfBx + C,e“cosfx

sustituyendo los valores:
yn = C;e%%sen(1)x + C,e%* cos(1) x

yp = Cisenx + C,cosx

P4. Estableciendo la solucion particular cambiando las constantes de la ecuacion homogénea
por una funcién, como se defini¢ en la teoria y, = u;senx + u,cosx, que es el método de
variacion de parametro.

P5. Aplicando las ecuaciones determinadas:

u; = J ——y;];(x) dx

_ [y S
k U, = f—W dx }
Para facilitar su aplicacion, se calcula primero el Wroskiano:

Yi Y2
Y1 ¥

__|senx cosx

= | = —sen’x — cos®x
cosx —senxl+

W = —(sen?x + cos?x) = —1
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Sustituyendo los valores en el paso P5 inicial:
u; = J cosx.sec?x dx

—cosx.sec?x
U = | —dx
- -

|
senx.sec?x $ _ 22 d
Luz = [ == T J u, = — | senx.sec?x dx

1
U = fcosx. sec?x dx u; = J—.seczx dx
secx

senx
u, = — | senx.secx.secx dx Uy = — .secx dx
COSX

{ w, = [ secx.dx } . {ul = In|secx + tanxl}
u, = — [ tanx. secx dx u, = —secx
Por lo tanto, la solucién particular queda expresada como:
Yp = UpSenx + u,cosx
¥p = (In|secx + tanx|)senx — secxcosx
» = (In|secx + tanx|)senx — 1
P6. Estableciendo la solucion general y, = yj, + y,, es igual a:
Vg = Cisenx + Cycosx + (In|secx + tanx|)senx — 1
2. Hallar la solucion de x2y”" — 2xy” + 2y = x2.
Solucién:
Partiendo de la ecuacion diferencial homogénea relacionada:
X%y —2xy" +2y =0

P1. Estableciendo la condicion y = x™ y de acuerdo con la ecuacion diferencial derivada, este
es el proceso de Caushy-Euler:

P2. Derivando y = x", hasta la segunda derivada:

y=x
y' — ,r.xr—l
y =r(r—1)x""2
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P3. Sustituyendo en la ecuacion diferencial:
x2(r(r—1)x"2) = 2x(rx"" 1)+ 2x" =0
(r(r — Dx"2%2) = 2(rx™" 1) + 2x" =0

P4. Resolviendo la ecuacion:
(rr—Dx") —2(rx")+2x" =0

Factorando y simplificando la ecuacidn, se halla el polinomio caracteristico:
xX"(r’—r—-2r+2)=0
r?=-3r+2)=0
r-2)r—1)=0
rn = 2; T, = 1
P5. La solucion homogénea sustituye el valor y = x”
Y1 =X Yy = x°
yr = Cix + Cyx?

P6. Determinando la solucién particular, realizando una estructura similar a la y;, pero
cambiando las constantes por funciones, es decir:

Vp = UrX + Upx?
Y1 =X
Y, = x?

P7. Encontrando u,, u,, aplicando el método de la parametrizacion:

Jm = J ——y?/]];(x) dxl

kuz = fyl];lﬁx) dx }

2
Determinando el valor de f(x) = =1, que es el resultado de dividir:

x2
R(x)
fO) = — .
coeficiente de la mayor derivada

Calculando el Wroskiano:
yi Y2 |

W= |y’1 Y2
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Por tanto, la solucion particular queda:
Vp = UsX + Upx?
yp = (=x)x + lnx. x?
yp = —x* + x%Inx
Y la solucion general es:
Vg = Yn +¥p = C1x + Cx* — x* + x?Inx.
NOTA: Si se reducen los términos semejantes, C,x? — x% = C,x?, la solucion final se escribe:
Vg = Yp + ¥n = C1x + Cox* + x*Inx.
3. Hallar la solucion de x2y”" + xy” — y = 4x.Inx
Solucién:
Partiendo de la ecuacion diferencial homogénea relacionada:
X3y " +xy —y=0

P1. Estableciendo la condicion y = x™ y de acuerdo con la ecuacion diferencial derivada, este
es el proceso de Caushy-Euler.

P2. Derivando el valor y = x", hasta la maxima derivada de la ecuacion diferencial:
y=x"
y =rx"1
y =r({r—1)x""?
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P3. Sustituyendo en la ecuacion diferencial:
X2rr—Dx") +x@x"TH)—x"=0
(r(r — Dx™™2%2) 4 (rx""1*1) —x" = 0
P4. Resolviendo la ecuacion resultante:

rr=Dx")+(@x")—x"=0
Factorando:

x"(r’=r+r—1)=0
r’-1)=0
r+1D)(r-1)=0
n=-1nr=1

P5. La solucion homogénea, sustituye el valor y = x”

yn = Cix + Cyx™1

P6. Determinando la solucion particular, realizando una estructura similar a la y;,, pero
cambiando las constantes por funciones, es decir:

Vp = UsX + Upx~?
yi=Xx

y, =x1

P7. Encontrar u,, u,, aplicando el método de la parametrizacion:

" ‘J y—a};(x)

L= [2224 |

4x.1 41
2 = ﬂ que es el resultado de dividir:

Determinando el valor de f(x) =

R(x)
coeficiente de la mayor derivada

f(x) =
Calculando el Wronskiano:

|3’;\ 3’2|
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_1x X
W= |1 —x_2|+
W:_x*x—z_xl _x—2+1_x—1__x—1_x1
W=-2x"1

U, = —folnxdx)

2
x l
i’ul:—fo_xldX! u1=2J%dx
}I

Resolviendo por separado cada integral:
U, = —fo. Inx.dx

por partes, usando ILATE:

_dx X

du = vV=—

{u =lnx dv= xdx}
X 2

x?. Inx x? dx
—2]x.lnx.dx=u.v—Jv.du=—2 —J—.—
2 2 x

Resolviendo la Gltima integral:

Ixz.lnx x? dx
_y _f___

x2
= —x?%. Inx +fx. dx = —x?. Inx +7

2

Es decir, la solucién es:
2

x
u, = —x2.Inx + >

Hallando la otra integral u,
Inx
u, =2 J —dx
X

Aplicando el método de sustitucion:

dx
u=Inx:du =—
X
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Sustituyendo en la integral:

U = qudu

u?

U =2—

! 2

u; = u?

u; = In%x

Por tanto,

u; = In%x
2 xz
U, = —x“.Inx +—

Por tanto, la solucién particular queda:

Yp = UpX + Upx ™!

22
yp = (In®x)x + <—x2. Inx + 7) xt
X
_ 2 _ z
Vp = x(In*x) + ( x.Inx + 2).

Asi la solucion general es:

X
Vg =Yn +Yp = Cix + Cox ™' + xln®x — xlnx + >
4. Hallar la solucién de x3y”" — x?y” + 2xy" — 2y = x
Solucion:

Partiendo de la ecuacion diferencial homogénea relacionada:

x3y" —x%y" 4+ 2xy" =2y =0

P1. Estableciendo la condicion y = x"
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P2. Derivando de acuerdo a la ecuacion:

(=

y =rx"1
y =r({r—1)x""?
y =rr—1Dr-2)x""3
P3. Sustituyendo en la ecuacion diferencial:
Barr—-Dr-2)x" 2 =x2(r(r—Dx" 2+ 2xrx" 1 =2x" =0
P4. Operando la potenciacion:
(r(r— D) =2)x"33 —(r(r— Dx" 22 4+ 2rx" 11 - 2x") =0

rr—1D)(r—-2)—-rr—1)+Q2r-2)=0
P5. Factorando:

rr—1D(r—-2)—-rr—1)+2(r—-1)=0

G-—Drr-2)—-r+2]=0>GC-1D[r?>-2r—-r+2]=0

r=-D[r*=3r+2]=0->-D[r-2)r-1D]=0

P6. Sustituyendo estos valores y, = x,y, = x;y3 = x2, que son las funciones L.l con esto, se
escribe la solucion Y, = C;x + CoxInx + C3x2.

P7. Determinando la solucién particular realizando una estructura similar a la y;, pero
cambiando las constantes por funciones, es decir: Y, = u;x + upxinx + uzx?.

P8. Encontrando u,, u,, u3 para ello derivar y encontrar tres ecuaciones haciendo el siguiente
proceso:

Primera ecuacién, cambiando las funciones por sus derivadas:
Uy X + uyxinx + uzx? = 0
Segunda ecuacion, derivando la primera ecuacion, pero solo los terminos de x:

u; (1) +uy(Inx + 1) +u3(2x) = 0 - uy + uy(Inx + 1) + 2uzx = 0
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Tercera ecuacion, al ser la Gltima ecuacion se tiene que igualar:

R&) ; es decir, resulta: u, (i) +2uy = xiz

coeficiente de la mayor derivada

P9. Para sacar la solucion de las funciones, resolver el sistema:

x(z[1 + uylnx + u3x) =0->u +ulnx +uzx=0 (1)
u tuy(Inx + 1) +2uzx =0 (2)
. (1) b2l = 1 3)
k U, X Uz = 2 (
Aplicar el método de eliminacion Gaussiana (1) y (2).
U +uplnx +uzx =0 * (=1) . —u; — uylnx —uzx =0

u; +uy(Inx + 1) + 2uzx = 0 u; +uy(Inx + 1) + 2uzx = 0

Sumando queda:
Uy + Uzx = 0 > Uy = —UsX 4)

Esta nueva ecuacion (4) se sustituye en (3):
. (1) + o 1 , 1
—_ — = —_— — e—
Uz X T Us v, Us v,

Para encontrar los otros valores, sustituir en la ecuacion (4):

de igual manera para u; + u,Inx + uzx = 0, es decir:

.1 1 ,onx 1
ul—;lnx+x—2x=0—>u1=7—;

P10. Integrando las funciones, se tiene:

. 1 1
fu3=fx—2dx—>u3=—;

. 1
fuzz—f;dx%uzz—lnx

. Inx dx 1,
fulzj‘de—f?%ul:Eln x — Inx
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P11. Sustituyendo en la solucion particular Y, = u;x + upxlnx + uzx?, resulta:

Y, = G In’x — lnx) x + (—Inx)xinx — %xz reduciendo los términos semejantes:

1 y
Y, = (— Sxln?x — xlnx) — x. Por tanto, la solucién general es:

1
Yo = Yu +yp = C1x + Cyxlnx + C3x2 — Exlnzx — xlnx — x
Observacion: Este proceso se lo conoce como el de variacion de parametros.

ACTIVIDAD 21
Resolver aplicando el principio de Cauchy-Euler homogéneo.

Hallar la solucion de 2x%y” —xy" — 2y =0

Hallar la solucion de x?y” + xy" — 2y = 0

Hallar la solucion de x?y” — 12y = 0

Hallar la solucion de x2y” + 5xy” — 5y = 0

Hallar la solucion de 25x%y”" + 25xy" +y =0

Hallar la solucion de x3y”” + 6x2y” + 7xy” + y = 0, Nota cuando se repite la raiz la
solucién se multiplica Inx a partir de la segunda y asi sucesivamente hasta completar la
multiplicidad.

Resp. y = C;x™ 1 + Cox tinx + C3x~1(Inx)?.

ok wnpE

7. Hallar la solucion de x3y”" + 2x%y” + xy'—y = 0
NOTA: Cuando en la solucion existen raices imaginarias se debe aplicar
vy, = x%cos(blnx); y, = x*sen(blnx)
Resp. y = Cyx + C,coslnx + C3sen(Inx)

8. Hallar la solucién de x2y” + xy" —9y = 0;y(1) = 1; (1) =0
Resp.
1 1

= _ 53 —x
y zx +2x

3

EJERCICIOS PROPUESTOS
Resolver aplicando el principio de Cauchy - Euler no homogeéneo.

1. Resolver por variacion de parametros la ecuacion
Yy —y —y = 2e*

2. Hallar la solucion de x?y” — xy' + y = 2x,

Resp. yn = C;x + Cyxlnx, y, = xlnx
3. Hallar la solucién de x?y” — 3xy’ + 13y = 4 + 3x,

Resp. y, = C;x2cos(3Inx) + C,x*sen(3lnx), y, = 14—3 + %Ox
4. Resolver la ecuacion x%y" + 10xy’ + 8y = x?
Hallar la solucion de y” — 4y = 8e?*
6. Hallar la solucion de x2y” + y = 2xInx

o

280



Ecuaciones diferenciales. Teoria, practica y resolucion de problemas

Jaime Rodrige Guilcapi Mosquera, Mayra Alexandra Viscaino Cuzco y Freddy Geovanny Benalcdzar Palacios

7. Hallar la solucion de y” + y = tanx:
Sol. y = Cysenx + C,cosx — cosxln|secx + tanx|
8. Hallar la solucion de la ecuacion diferencial:
y'—y=2Inx
Resp. C1e* + Cre™ + e*(f e *Inxdx) — e ([ e*Inxdx)

6.7.1 Método de resolucion por operadores

OBJETIVOS
e Relacionar el principio de derivada con las ecuaciones diferenciales de grado superior.
e Resolver problemas con estos principios con seguridad.

Introduccion.

Se debe tener claro que cuando se hable de operadores se refiere a operadores de derivacion, se
recordara con ejemplos sus interpretaciones en el siguiente problema.

y +6y +13y =e 3
Solucion:

P1. Considerando que y”’, significa segunda derivada:

., d%y
Y = dx?
{VD:y
VI: x

y’, significa primera derivada:
,_dy

Y T dx

e

Es decir, dos notaciones hasta aqui bien conocidas, ahora se pondra una tercera notacion de
primera derivada (y°), que indica la misma interpretacion y que se empleara de aqui en adelante.

dy
’ —_— — D
y dx x[y]
D, [y], significa derivada de y con respecto a x, es decir [y] es lo que se esta derivando que es
la variable dependiente y el subindice x la variable independiente con la cual se esta derivando.
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Simplificando, se tiene:
Dly] =y
EJERCICIOS PROPUESTOS
Recuerde que D[y] = y’, significa la primera derivada.
1. Hallar la derivada de: D[x? + 3x — 1].

Solucion:

D[x? +3x — 1] = Dx?> + 3Dx — D1
D[x*+3x—1]=2x+3
2. Hallar la derivada de D[e**].

Solucion:

3. Escriba como operador y”.
Solucién:
Significa segunda derivada, por lo que su nueva forma es:
y” =D[D[y]] = D?[y]
4. Escriba como operador y™”.
Solucion:

Significa tercera derivada, por lo que su nueva forma es:

y” =D [p[DIyl]] = D3[y]

5. Escriba como operador la ecuacion diferencial:y”” + y”

Solucién:
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La derivada se denota de manera similar a los polinomios caracteristicos:
y“ 4y =(D%+DH)y]
Escriba como operador la ecuacion diferencial: 4y — 2y”

Solucioén:
La derivada se denota de manera similar a los polinomios caracteristicos:

4y” — 2y = (4D* — 2D)[y]
Escriba como operador la ecuacion diferencial: y — 5y” + 6y
Solucién:
La derivada se denota de manera similar a los polinomios caracteristicos:
y =5y 4+ 6y =(D?—-5D+6)[y]
Escriba el operador como ecuacion diferencial: (2D — 3)[y]

Solucion:
La derivada se denota de manera similar a los polinomios caracteristicos:

(2D -3)[yl =2y -3y

Escriba como operador la ecuacion diferencial: x3y” + 4xy” + (x> — 1)y = 0

Solucién:
Tener presente que el operador D solo aplica a las derivadas

(x3D% +4xD + x2 —1)[y] =0

Hallar la solucién de {(xD)(D)}[y].
Solucion:

P1. Proceder de adentro hacia afuera:

sxD)(D)[y]

Escribir en un orden formal:

(xD)[y’] = xy”
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11. Hallar la solucion de (D) (xD)[y].

Solucion:

P1. Aplicar la derivada desde la parte interna hacia afuera:

(D)(xD)[y]

P2. Resolver como la derivada de un producto:
(D)[xy’] = xDy" + y'Dx

D)xy' ] =xy” +y

Esto demuestra que los operadores no son conmutativos.

OBSERVACION: Los operadores son conmutativos cuando sus coeficientes son constantes.
(2D)(3D)[yl = 3D)(2D)[y]
DEMOSTRACION

P1. Parademostrarque a x b = b xa

(2D)(3D)[y] = 3D)(ZD)Iy]

en efecto se tiene:
((2D)(3y") = (3D)(2y")
(2)(3Dy") = (3)(2Dy")
2(3y") =3(2y")
6y" = 6y

(6D*)[y]

Los operadores con coeficientes constantes son conmutativos.
1. Escribir la ecuacion del operador: (D + 3)(D — 1)[y].

Solucion. —

D+3)D-Dlyl=OD+ w

=Dy ' — Dy + 3y — 3y

=y —y +3y —3y
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=y +2y =3y
= (D*+ 2D - 3)[y]

2. (NOTA) Se obtiene la misma respuesta si se resuelve como operaciones de polinomios.
Solucion:

P1. Aplicando la propiedad distributiva de polinomios:
(D +3)(D—Dlyl =(D*-D+3D-3)[y]

(D +3)(D - Dyl = (D*+2D - 3)[y]

PROPIEDADES DE LOS OPERADORES
PROPIEDAD 1.

Si(D)(e™)ly] = D[e®y] = ae™y +e™y" = e (y" + ay) = e®*(D + a)[y]

EJERCICIO 1.
Resolver D[e?*senx]
Solucion:
P1. Interpretar el problema segun la propiedad:
D[e**senx] = e?*(D + 2)senx
= e?*(Dsenx + 2senx)
= e?*(cosx + 2senx)
P2. Derivar:

D[e**senx] = e?*Dsenx + 2e**senx

D[e**senx] = e**cosx + 2e**senx

D[e**senx] = e®**(cosx + 2senx)
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OBSERVACION: El desarrollo anterior més que realizar derivadas conduce a resolver ciertas
ecuaciones diferenciales haciendo el siguiente proceso:

P1. Partir de la ecuacion:
(D)(e)[y] = e*™(D + a)[y]

P2. Multiplicar por e ~%* a la ecuacion:

e~ (D)(e™)[y] = =™ (D + a)[y]
Se obtiene:

e *(D)(e™) [y] = (D + a)[y]

Esto significa que aplicar un operador a una funcién y, es lo mismo que aplicar el operador
(D + a) alafuncién y.

P3. Quitando "y" para tener una igualdad de operadores:
e”™(D)(e*) =D +a)
Esta es la expresion que ayuda a resolver la ecuacién diferencial por operadores.
EJERCICIOS RESUELTOS
1. Resolver la ecuacion y” — y = e* aplicando operadores:
Solucién:

P1. Aplicar (D +a) = e **(D)(e*), para ello expresar la ecuacion diferencial con
operadores:

(D? = Dly] = *
P2. Factorando (la diferencia de cuadrados):
(D -1+ Dly] =e*
Aplicando la propiedad a cada factor:

(O Dz

Sustituyendo en la ecuacion inicial de P2:
D -DD+ Dyl =e*

(e*De ™ *)(e *De™)[y] = e*
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P3. Operando se elimina el exponencial del lado izquierdo:
{e*De e ™*De*[y] = e*} + e*
De ™ e *De*[y] =1

De #*De*[y] =1

P4. Procediendo a integrar hasta eliminar la derivada:
fDe‘szex[y] =de
e ?*De*[y] = fdx
e ?*De*[y]l =«

Despejando el operador e~2*De*[y] = x

X
e—2x

De*[y] =
Integrando otra vez:

fDex[y] = fxezx dx
e*[y] = fxezxdx

e*[y] = Jx.ezxdx

2x 2x
Resolviendo [ x.e?*dx = x = — =
2 4
Derivada Integral
\x‘ e?*
1 er
+ —
\on :
er
4
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Para escribir la integral se lo hace en diagonal intercalando los signos, para luego sustituir:

e*lyl = x5 -4
despejando "y",
er er
xe__&_
)= zﬁ Z
xe* e*
V=TT
Se obtiene la solucion particular:
_xe® e
Yp =75~ %

P5. Para la solucion homogénea se toma el diferencial y se cambia al polinomio caracteristico
(D-1)(D+1)=0

A—1A+1) =0
Al=1J Az=—1

Por tanto, la solucion homogénea es:
Yn = Clellx + Czelzx
v, = Cie* + Cre™

P6. La solucion total es: y = y;, + p

y=Cex+Ce"‘—|—£—i

2. Resolver la ecuacion y” + 4y” + 4y = x~2e~2* aplicando operadores.

Solucién:

P1. Aplicar e **(D)(e**) = (D + a) para ello se expresa la ecuacion diferencial con
operadores (D? + 4D + 4)[y] = x2e~?*.

P2. Factorar (D + 2)?[y] = (D + 2)(D + 2) = x~2e~2%, asf:

{(D +2) = e‘szezx}
(D +2) = e~2*De?
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Sustituir:

e 2XDe2X 4 eT2XPE2X[y] = x 272X
P3. Operando la ecuacion, se tiene:

{e"2*DDe?*[y] = x 2~ %X} + 2%

DDe?*[y] = x72

Eliminar derivadas por medio de la integracion.

P4. Integrando:
fDDezx[y] = Jx‘z dx

1
De**[y] = Jx‘zdx =-=

Realizando el mismo proceso para eliminar otra derivada:

fDezx[y] = —j%dx

1
e?*[y] = —f;dx = —Inx

Despejando y,
e?*[y] = —Inx
Inx
y= T ozx
y = —e *Inx
La solucién particular es:
yp = —e ¥inx

P5. Para determinar la solucion homogénea se toma el diferencial y se cambia al polinomio
caracteristico (1 + 2)? = 0:

A+2)1+2)=0
A+2=0;1+2=0

/11=12=—2
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La solucién homogénea y;, = C;e™2* + C,xe™2*
P6. La solucion total es: y = y, + v,

y =Cie 2 + Crxe™* — e ¥ |nx

3. Resolver la ecuacion y@ — 4y + 6y — 4y” + y = e*sen2x aplicando operadores.

Solucion

P1. Aplicar e **(D)(e**) = (D + a), para ello se expresa la ecuacion diferencial con

operadores (D* — 4D3 + 6D? — 4D + 1)[y] = e*sen2x.
P2. Factorar (D — 1)*[y] = e*sen2x, asf:
Aplicando Ruffini:

1-4+6—-4+1 |1

1-3+3-1
1-3+3-1+0

De esta operacion se tiene: (D — 1)(D®* —3D?+3D—-1) =0

1—3+3—1\1
1-2+41
1-2+1 0|

De esta operacion se tiene: (D —1)(D —1)(D? - 2D +1) =0
Finalmente, factorizando el término (D? — 2D + 1), se tiene:

D-1D)D-1DMD-1)2=0
Dando lugar a:
(D — 1*[y] = e*sen2x

Descomponiendo sus factores y aplicando la
e *(D)(e**) = (D + a), se tiene:

(D—-1) =e*De™™
(D—1)=e*De™™
(D—1)=e*De ™
(D—-1) =e*De™™
Sustituyendo en la ecuacion original, se tiene:

(b-1)(D-1)(D-1)(D—-1) =e*sen2x

propiedad
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e*De ™  xe*De ¥ xe*De ™™ x e*De *[y] = e*sen2x
P3. Operando y eliminando el exponencial:
{e*DDDDe *[y] = e*sen2x} +~ e*
DDDDe™*[y]| = sen2x
Retirando las derivadas mediante la integracion:

P4. Integrando:
fDDDDe‘x[y] = Jseandx

1
DDDe™*[y] = jseandx = —ECOSZX

Realizando el mismo proceso para eliminar una a una las derivadas, se tiene:
1
jDDDe‘x[y] = —jECOSZXdX

1 1
DDe *[y] = _Ej cos2x dx = —Zsen2x
Repitiendo el proceso hasta eliminar D:

1
JDDe‘x[y] = —Zfsean dx

De~*[ ]_COSZx
e *lyl = 3

Integrar otra vez:

[perin= [

Despejando "y",
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_ e*sen2x
Y=""16
La solucién particular es:
_ e*sen2x
=16

P5. Para determinar la solucion homogénea se toma el diferencial y se cambia al polinomio
caracteristico (1 —1)* =0

A-DA-DA-1DA-1)=0
A=A =A=1=1

La solucién homogeénea es:
yn = Cre* + Cyxe* + C3x%e”* + Cux3e”
P6. La solucion total es, y = yj, + y,:

e*sen2x

y = Cie* + Cyxe* + Cyx%e* + Cyx3e* + —

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Resolver la ecuacion y”” + 3y + 3y” + y = v/xe™ aplicando operadores.

2. Resolver la ecuacion y¥ + 5y% + 10y + 10y + 5y  + y = e *sen2x aplicando
operadores.

Resolver la ecuacion y” + 10y” + 25y = e *cos2x aplicando operadores.

Resolver la ecuacion y” + 10y” + 25y = e *cos2x aplicando operadores.

Resolver la ecuacion y'”’ + 2y" —y — 2 = e *sen2x aplicando operadores.

Resolver la ecuacion y”’ + 2y — y — 2 = y/xe™* aplicando operadores.

Resolver la ecuacion y'" + 6y" + 11y + 6 = e *tagx aplicando operadores.

No abkow

6.7.2 Resolucion de sistemas por operadores diferenciales

OBJETIVOS
e Aplicar los operadores en la resolucion de sistemas de ecuaciones de orden superior.
e Determinar cuando es aconsejable aplicar este método.

Introduccion

Es importante recordar que las ecuaciones diferenciales del tipo, y”“+y +3y =0, se
solucionan mediante la utilizacion del operador "D" que significa el orden de la derivada,
escribiendo:

D*4+D+3=0
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Se debe indicar a qué variable se le esta aplicando el operador, asi:
Lly): D*+D+3=0
Si la ecuacion fuese no homogénea se tendra:
Lly): D*+D+3=x+3
Por otra parte, dada la ecuacion operadora L(w): D3 — 2D? + 5D + 3 = 0 escriba la ecuacion
diferencial.
Solucién:

P1. Identificar con respecto a qué variable se indica el diferencial u operador L, en este caso es
respecto a w.

P2. En funcidn a esta variable se escribe la ecuacion diferencial:

w” 2w +5w+3w=0

PLANTEAMIENTO PARA UN SISTEMA DE ECUACIONES

Si se tiene el sistema de ecuaciones diferenciales:

{L1(x1) + Ly(x2) = g:1()
L3(x1) + Ly(xz) = g2(0)

Solucion:
Resolviendo el sistema por cualquier método del algebra lineal para determinar los
valores de x; y x5.

P1. Utilizando el método de sumas y restas para eliminar x,:

{L1(x1) + Ly(x) = 91(t) »  Fq
L3(xq) + La(xz) = g,(81) — Fy
L,F;, — L,F,

{ LaLy(x1) + LyLofx;) = Lagq[t)
—LyL3(x1) — LaLyJxp) = —Lpdo ()

Resultando la ecuacion:

LaLy(x1) — LaL3(x1) = Lagq1(£) — Ly g,(t)
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resolviendo esta expresion como un polinomio:

[LaLy — LyL3](x1) = Lagq(£) — L g,(t)

que es la expresion que se utilizara para resolver el sistema siempre y cuando lo permita;
es decir, es recomendable cuando el sistema tiene varias variables de derivacion.

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

{ xll = X1 + Xy {xl(O) =1
X

o = 4x; — 2%, oy (0) = 2

Solucion:

P1. EI método indica que se debe llevar el sistema a la forma:

{L1(x1) + Ly (xz) = g1 (0)
L3(x1) + Ly(x2) = g2(0)

P2. Para ello agrupar los x; con los x4, y los x, con los x,:

{ (X1 = x1) —x, =0
—4-x1 + (xZ' + sz) == 0

P3. Aplicando operadores al sistema de ecuaciones diferenciales:

{(D —Dx;+(-Dx, =0
(—4)x; +(D+2)x, =0

P4. Determinar los valores de las funciones (coeficientes):

{L1 =D-1);L,=-1;,g,(t1) =0
Ly=—4;L,=(D+2); g,(t)=0

P5. Aplicar la forma de eliminacion de x;
[LaLy — LyL3](x1) = Ly gy () — L2g2(t)
[(D+2)(D-1) = (—D(D]x) =D +2)*0—-(=1) %0
(D2 +D—2-4)(x,) =0

(D2+D—-6)(x,) =0
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P6. Escribir el polinomio caracteristico:

x1” + Xl' - 6X1 =0

2 A =
r“+r—6=0
Resolver el polinomio:
r+3)r—-2)=0
r+3=0, r—-2=0

1‘1 = _3; 7‘2 = 2
La solucién de la funcion x; es:

X1 = Clerlt + Czerzt

x; = Cie 3t + Ce?t
P7. Hallar la funcién x,, para lo cual se despeja de la ecuacion original:
X1 =%+ %y
Xy = X1 —Xq
Hallar la derivada de la funcion x;:
x; = Cie 3t + Ce?t
dx, = C;de 3t + C,de?t
x, = —3Ce 3t + 2C,e*
Sustituir en la ecuacion: x, = x;" — x;
x, = —3C;e7 3t + 2C,e? — C,e™ 3t — C,e?t
X, = —4C e 3t + Cye?t
De esta manera se hallan los valores de las funciones del sistema.

P8. Aplicar las condiciones iniciales:

{xl(O) =1
x,(0) =2

{ X1 = Cle_3t + C282t
Xy = _4‘613_3t + C26’2t
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{ 1 == Cle_S*O + Czez*o
2 = _4613_3*0 + Czez*o

1:C1+CZ
2:_4‘C1+C2
Resolver el sistema de constantes:
1:C1+CZ
2:_4‘C1+C2
4F, + F,
{4:4C1+4C2
2:_4C1+C2
6
6=562,C2=§
Sehallal=C; +C,

6

1=C, +-=

1hg

C,=1 6

1=% 5

C_5—6

17 5

o= 1

17 5

P9. Para determinar la solucion final se sustituyen las constantes:

{ X1 = Cle_3t + C282t

Xy = —4C18_3t + C282t
1 6
3ty el
X1 ze ce
4 6
X, = §C19‘3t + geZt

NOTA: Todos son de coeficientes son constantes.
EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Resolver el sistema de ecuaciones:

{xl" +x +x+x," +x, =et
X +x; +x, =et
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Resp.
{xl =—-2et—et+(
x, = e t+2et—(;

2. Resolver el sistema de ecuaciones

{ Xll + 6x1 - 3x2 = 6t
—4x, +x," +x, =2e7"

Resp.
19 4t 6e7t
( xy = Coel T TR T B
X =—1+\/1_3€ e(_7+\/§)t+_1_\/1_36e(_7_m)t_l+§+1oe_t
2 3 1 3 2 27 3 23

3. Resolver la ecuacion y”" + 3y + 3y” + y = v/xe ™™ aplicando operadores.
4. Resolver la ecuacion y* — 4y + 6y — 4y" + y = e*sen2x aplicando operadores.

6.7.3 Anuladores

D?[x], es | asegunda derivada, si se resuelve la derivada de x se obtiene D[1] y ahora derivando
1 setiene D[1] = 0, esto indica que D? es el anulador para x. Con esta indicacion se procedera
a desarrollar los ejercicios 1, 2y 3.
EJERCICIOS RESUELTOS 1
1. Verificar si D3[5x2 + 3x — 1] es un anulador.
Solucién:
P1. Resolver las derivadas de afuera hacia dentro:

D3[5x% + 3x — 1] = D2[10x + 3] = D[10] = 0
P2. Es decir, reducir hasta demostrar que D3 es un anulador de la funciéon 5x2 + 3x — 1.
Conclusion: Un anulador es un operador que anula a la funcion que se le aplica, como también

cualquier maltiplo cumple este principio.

2. Seael anulador (D? + 3)D?3 es un anulador de 5x? + 3x — 1
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Solucién:

P1. Se sabe que D3(5x?*+3x—1) =0

P2. Entonces (D? + 3)(0) = 0 queda demostrado que si es un anulador de la funcion
5x2+3x—1

OBSERVACION: El anulador de los polinomios de grado n es (D™*1). Por ejemplo, el
polinomio 5x* — 3x2 + 12x — 3 tiene anulador D** = D°,

A continuacion, se presentan ejemplos para otro tipo de anuladores.
3. Determinar el anulador e*.

Solucién:
Como se sabe es la misma funcion D[e*] = e*, ahora note e* — e* = 0, lo que indica que
[e*] = e* — e* = 0, concluyendo que el operador (D — 1) es el anulador de e”*.

4. Determinar el anulador de D(e®*) = (D — 5).

Solucion:
Para e™, el anulador es (D — r), en conclusion (D — 5), es anulador de e>*.

Por otra parte, la funcion y = f(x), tiene anulador de coeficientes constantes si y solo si, es
solucion de una Ecuacién Diferencial Ordinaria Homogeénea de coeficientes constantes.

any ™ + an_ 1y ™V +an_y™ P + o+ @y + agy =0,

sustituyendo y = e™, permite encontrar la ecuacion caracteristica y transformarla en la
siguiente expresion algebraica:

A+ a1y T+ ap_ oy 4+ -+ a;r+ay=0.
Luego se debe determinar los valores de r que llevan a las siguientes opciones:

1. Las raices reales dan soluciones de tipo:
y = e™ = Clerx
2. Las raices reales repetidas dan soluciones del tipo:
y = xNeT™
3. Las raices complejas a + bi dan soluciones del tipo:
y = e* cosfx + e**senfix
4. Las raices complejas a + Si son repetidas dan soluciones del tipo:

y = x"e%cosfx + x"e“senfx
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CONCLUSION

Tienen anuladores las funciones que tienen la forma

agrODNE

any™ + an 1y + ay oy + o+ agy + agy
erx

senbx, cosbx

Sus combinaciones

El anulador de senbx, cosbx es (D? + b?)

REGLA DE LOS OPERADORES

Cuando se requiera determinar los operadores, aplicar las siguientes reglas:

1.

D™ cuando la funcién es polinomial:
ag + ayx + -+ a,x"

(D — a)[y], da cuando la funcion es exponencial

ax

y=e
(D? + b?)[y], da cuando la funcion tiene y = senbx;y = cosbx

(D — a)™*1[y], cuando se tiene un polinomio multiplicado por una funcién exponencial
y=(ag+ax+ -+ a,x")e*
(D? + b?)™*[y], cuando se tiene una funcidén seno o coseno multiplicado por una
funcion polinomial, sea con la funcién seno o coseno:
y=(ag+ax+-+a,x")senbx (1)

y=(ayg+ax+--+a,x")cosbx (2)

(D — a)? + b2, cuando es el producto de funcion exponencial con la funcién seno o
COSeNno:

y = e%senbx (1)

y = e cosbx (2)

((D — a)? + b?)™*1, cuando estan presentes las tres funciones mencionadas en un solo
problema:
(ag + a1x + -+ apx™)esenbx (1)
(ag + a1x + -+ apx™)e *cosbx  (2)
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EJERCICIO RESUELTO 2
1. Determinar el anulador de f(x) = senx
Solucion:
Se empieza derivando la funcion f(x) = senx
f'(x) = cosx
f’(x) = —senx
P1. Formar la ecuacion anuladoray” +y =0

P2. Usar la ecuacion caracteristicar? + 1 = 0
P3. Hallar la solucion de la ecuacion de P1, resolviendo el polinomio caracteristico.

r=v—1=+i
rn=0+iip,=0—1I
P4. Hallar los valores a = 0; g = 1.
P5. Escribir la solucion aplicando: y = e**cosfx + e**senfix
y = e%%cos(1 * x) + e**sen(1 = x)
y = cosx + senx
P6. Se concluye que: (D? + 1)[senx] =0
2. Determinar el anulador de f(x) = sen5x
Solucion:
P1. Aplicando (D? + b?)senbx = (D? + 5%)sen5x
P2. Resolviendo (D? + 52)sen5x = D?sen5x + 25sen5x
= D(5c0s5x) + 25sen5x
= —25sen5x + 25sen5x = 0
3. Determinar el anulador de f(x) = xe?*

Solucién:
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Aplicando el proceso para determinar el anulador, obtener hasta la segunda derivada:

f(x) = xe**
(x) = 2xe® +e%*
f
f7(x) = 4xe?® + 2e%* + 2e%* = 4xe?* + 4e2*

Si se continua derivando el anulador seria imposible, por tanto, en base a la segunda derivada
se construye la ecuacion anuladora.

4xe®* + 4e?* — 4(2xe?™ + e?*) + 4xe?* =0
y' —4y +4y =0

P1. Esta ecuacion permite determinar el polinomio caracteristico:
r2—4r+4=0
r—2)%2=0
Donde sus raices son reales e iguales:
n—2=00r,—-2=0
rn=20r,=2

es decir:
r=2

P2. Por otro lado, la expresion xe?* significa que tiene multiplicidad, por tanto la ecuacion
caracteristica:

r=2)(r—-2)=0
P3. Esto significa que la solucién de la ecuaciéon diferencial es:

y = Ce?* + Cxe?*

y aqui esta precisamente la ecuacion que se desea anular C,xe?*.

P4. Se debe encontrar la ecuacion diferencial que tiene esta ecuacion caracteristica con el
cambio r = D, asi: (D — 2)?[y] = 0.

P5. Comprobando al sustituir en el paso anterior:
(D —2)?[xe?*] =0
D?[xe?*] — 4D[xe?*] + 4[xe?*] = 0

D[2xe?* + e?*] — 4[2xe?* + e®*] + 4[xe®**] =0

301



Ecuaciones diferenciales. Teoria, practica y resolucion de problemas

Jaime Rodrige Guilcapi Mosquera, Mayra Alexandra Viscaino Cuzco y Freddy Geovanny Benalcdzar Palacios

[2(2xe?* + e?*) + e?*] — 4[2xe?* + e?*] + 4[xe?*] =0
[4xe?* + 2e2* + 2e%*] — 4[2xe?* + e?*] + 4[xe**] =0
4xe?* + 4e%* — Bxe?* — 4e?* + 4xe?* =0

0=0
Se concluye que (D — 2)? es el anulador de xe?*

4. Determinar el anulador de f(x) = x3e?*.
Solucién:

P1. Analizando el problema se determina que el exponente de la funcion exponencial es 2,
entonces su raizesr; — 2 = 0 es decirr = 2.

P2. Por otro lado, la expresion x3e2* significa que tiene multiplicidad 4, por tanto la ecuacion
caracteristica

r-2)r-2)r-2)r-2)=0,T-2)*=0
P3. Esto significa que la solucion y = C,e?* + C,xe?* + C3x%e?* + C,x3e?* y aqui estd
precisamente la ecuacion que se desea anular C,x3e?*.
P4. Se debe encontrar la ecuacion diferencial que tiene esta ecuacién caracteristica con el
cambio r = D, asi: (D — 2)*[y] = 0.

P5. Comprobar sustituyendo en el paso anterior (D — 2)*[x3e?*] = 0 y se concluye que
(D — 2)* es el anulador de x3e?*.

5. Determinar el anulador de x%sen5x

Solucion:

P1. Aplicar (D? + p?)"*1;

P2. Sustituir para obtener (D? + 52)2*1[y] = (D? + 25)3[x2?sen5x] = 0

P3. Asi (D? + 25)3 es el anulador x?sen5x, comprobar:
(D? + 25)3[x2sen5x] = 0

(D® + 75D* + 1875D? + 15625)[x%sen5x] = 0

D®[x?sen5x] + 75D*[x?sen5x] + 1875D?[x%sen5x] + 15625[x%sen5x] = 0

Derivar parte por parte los operadores:
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( D®[x%sen5x] = D>[x%dsen5x + sen5xdx?]
{ 75D*[x%sen5x] = 75D3[x?dsen5x + sen5xdx?]
1875D?%[x?sen5x] = 1875D[x*dsen5x + sen5xdx?]

15625[x%sen5x]
D®[x%sen5x] = D°[5x?cos5x + 2xsen5x]

{ 75D*[x%sen5x] = 75D3[5x%cos5x + 2xsen5x]
1875D?%[x?sen5x] = 1875D[5x%cos5x + 2xsen5x]
15625[x%sen5x]

Derivar el siguiente operador:

D5[5x?cos5x + 2xsen5x] = D*[5(—5x2sen5x + 2xcos5x) + 2(5xcos5x + sen5x)]
{ 75D3[5x?%cos5x + 2xsen5x] = 75D?[5(—5x%sen5x + 2xcos5x) + 2(5xcos5x + sen5x)]
1875D[5x?cos5x + 2xsen5x] = 1875[5(—5x%sen5x + 2xcos5x) + 2(5xcos5x + sen5x)]
15625[x%sen5x] = 15625[x?sen5x]

D>[5x%cos5x + 2xsen5x] = D*[—25x%sen5x + 20xcos5x + 2sen5x]
75D3[5x%cos5x + 2xsen5x] = 75D?[—25x2sen5x + 20xcos5x + 2sen5x]
1875D[5x2cos5x + 2xsen5x] = 1875[—25x%sen5x + 20xcos5x + 2sen5x]
15625[x%sen5x] = 15625[x?sen5x]

Derivar el siguiente operador:

D5[5x2%cos5x + 2xsen5x] = D*[—25x2sen5x + 20xcos5x + 2sen5x]
75D3[5x%cos5x + 2xsen5x] = 75D?[—25x%sen5x + 20xcos5x + 2sen5x]
1875D[5x?cos5x + 2xsen5x] = —46875x%sen5x + 37500xcos5x + 3750sen5x
15625[x%sen5x] = 15625[x?sen5x]

75D%[—25x2%sen5x + 20xcos5x + 2sen5x] = 75D[—25(5x%cos5x + 2xsen5x) + 20(—5xsen5x + cos5x) + 10cos5x]
—46875x2sen5x + 37500xcos5x + 3750sen5x

[ D*[—25x2sen5x + 20xcos5x + 2sen5x] = D3[—25(5x2cos5x + 2xsen5x) + 20(—5xsen5x + cos5x) + 10cos5x]
15625[x%sen5x] = 15625[x%sen5x]

D*[—25x%sen5x + 20xcos5x + 2sen5x] = D3[—125x2%cos5x — 150xsen5x + 30cos5x]
75D%[—25x?sen5x + 20xcos5x + 2sen5x] = 75D[—125x2%cos5x — 150xsen5x + 30cos5x]

—46875x%sen5x + 37500xcos5x + 3750sen5x
15625[x?sen5x] = 15625[x%sen5x]

Derivar el siguiente operador:
D3[—125x%cos5x — 150xsen5x + 30cos5x] = D?[—625x?sen5x — 300sen5x — 1000xcos5x]
{75D[—125x2c055x — 150xsen5x + 30cos5x] = 75[—625x2sen5x — 300sen5x — 1000xcos5x]

—46875x%sen5x + 37500xcos5x + 3750sen5x
N 15625[x2%sen5x] = 15625[x%sen5x]
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( D3[-125x?cos5x — 150xsen5x + 30cos5x] = D?[625x*sen5x — 300sen5x — 1000xcos5x]
i75D[—125x20055x — 150xsen5x + 30cos5x] = 46875x%sen5x — 22500sen5x — 75000xcos5x

—46875x2sen5x + 37500xcos5x + 3750sen5x
15625[x%sen5x] = 15625[x?sen5x]

Derivar el siguiente operador:

D?[625x%sen5x — 300sen5x — 1000xcos5x] = D[625x%sen5x — 300sen5x — 1000xcos5x]

46875x%sen5x — 22500sen5x — 75000xcos5x
—46875x2%sen5x + 37500xcos5x + 3750sen5x
15625[x?sen5x] = 15625[x?sen5x]

D?[625x2sen5x — 300sen5x — 1000xcos5x] = D[3125x2cos5x + 6250xsen5x — 2500c0s5x]

46875x*sen5x — 22500sen5x — 75000xcos5x
—46875x%sen5x + 37500xcos5x + 3750sen5x
15625[x%sen5x] = 15625[x?sen5x]
Ultimo operador

D[3125x%cos5x + 6250xsen5x — 2500cos5x] = —15625x2sen5x + 18750sen5x + 37500xcos5x

46875x?%sen5x — 22500sen5x — 75000xcos5x
—46875x%sen5x + 37500xcos5x + 3750sen5x
15625[x?sen5x] = 15625[x%sen5x]

Sumar todos los factores 0 = 0

6. Determinar el anulador de 2x2 + 3e* + 1
Solucion:
P1. Analizar cada término:
2x2 +3e¥+1

/

D3 (D-1) D
P2. Para determinar el anulador de esta suma sacar el minimo comun multiplo:

m.c.m.(D3(D — 1))
P3. Asi el anulador:
(D3(D — 1))[2x? + 3e* + 1]
7. Determinar el anulador de cos?x + 3e?* — sen2x

Solucién:
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P1. Analizar cada término de: cos?x + 3e%* — sen2x y notar que no hay regla para cos?x.

P2. Establecer la funcién identidad cos?x = % + %cost y sustituir, para aplicar el método de
anuladores.

1 1
S+ Ecost + 3e?¥ — sen2x

D (D? + 4) (D-2) (D*+4)
Para determinar el anulador de esta suma sacar el minimo comun mdaltiplo:
m.c.m.D(D? + 4)(D — 2)

P3. Por tanto, el anulador es:

1 1
D(D? + 4)(D - 2) (E + Ecost + 3e%* — sean)

8. Resolver y”" +y = x?
Solucion:

P1. Aplicar el método de anuladores, para ello es necesario cambiar la notacién:
(D* + D[y] = x*

P2. Anular la funcion que aparece en el lado derecho, y tomar en cuenta que se puede anular
solo polinomios, exponenciales, funciones trigonométricas seno y coseno; ademas de sus
combinaciones.

P3. Resolver la ecuacion caracteristica apoyandose en los operadores (D2 +1) =72+ 1 = 0:
0

+i . .
0—f POr tanto, la solucion homogénea es y, = C;senx + C,cosx.

., T'l =
su solucién es
T'z =

P4. Ahora anular x?, como se observa es un polinomio, por ello se debe aplicar D™*1, aplicar
a los dos lados el anulador para obtener: D3(D? + 1)[y] = D3[x?].

P5. Derivar el lado derecho, para obtener:
D3[x?] = D?[2x] =2Dx =0

EJERCICIOS PROPUESTOS
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Determinar los anuladores de los siguientes problemas:

1. f(x) =e3*sen2x

2. f(x) = xe3*sen2x

3. f(x) = 2e3 — 5xsen2x
4. f(x) = 2e3* — 5xsen2x

6.8 Sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

6.8.1 Meétodo determinante (Operadores)

Este método consiste en escribir el sistema de ecuaciones diferenciales, con operadores de
derivadas y aplicar el método del Wronskiano; ya que sus funciones son linealmente
independientes, de manera que se obtiene que: D[x] = x".

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Determinar la solucion para el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales, aplicando el
principio de los operadores:
x =2x-—3y
{y' =—x+ 4y}
Solucién:

P1. Escribir el sistema con los operadores, que es otra forma de representar la derivada.

(2™

P2. Igualar a cero las ecuaciones con la finalidad de desarrollar como si las otras variables

también fuesen operadores:

{D[x]—2x+3y=0}_){(D 2)[x] + 3[ ]=0}
x+D[y]—4y =0 1x]+ (D -4[v]=0

P3. Hallar el determinante, conociendo que las soluciones son L.I, es decir aplicando el
Wroskiano, se obtiene:

A:|(DIU>U;.E4)|;=(D—2)(D—4)—3

D?—6D+8—-3=D*—6D+5

306



Ecuaciones diferenciales. Teoria, practica y resolucion de problemas

Jaime Rodrige Guilcapi Mosquera, Mayra Alexandra Viscaino Cuzco y Freddy Geovanny Benalcdzar Palacios

Este operador tiene como finalidad anular a la solucion "x" y "y".

P4. El operador D? — 6D + 5, es el que anulard el sistema, el mismo que permitira llevar a un
sistema homogéneo, de la siguiente manera:

{(D2 —6D +5)[x] = 0} R {x —6x"+5x = 0}
(D? - 6D +5)[y] =0 y ' —6y +5y=0

P5. Resolver por separado las ecuaciones aplicando el método del polinomio caracteristico:
r2—6r+5=0
(r=5r-1)=0
r=5r=1
Entonces la solucion es x = C,e> + C,e’.
La solucion de "y" se realiza de la misma manera, ya que se trata de la misma ecuacién
caracteristica, pero con otras constantes y = D, e’ + D,e"
Es decir, la solucion del sistema es:

{x = Cie> + Czet}
y = D,e% + D,et

P6. Determinar los valores de las constantes, para ello se toma el sistema original y se debe
relacionarlo con las soluciones:

{x'=2x—3y}
y =—-x+4y

Con,
{x = Cie’t + Czet}
y = D,e% + D,et

derivar las soluciones para sustituir en el sistema:

{x' =5C,e% + Czet}
y’ = 5D,e> + D,et

sustituir en x” = 2x — 3y:
5C,e° + Cyet = 2(C,ed + Cyet) — 3(D,e + Dyet)
resolver,

5C,e% + Cyet = 2C,e% + 2C,et — 3D,e5 — 3D,et
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igualando las expresiones, se obtiene:

3D1 == 261 - SC]_ - D1 = _Cl

{561 = 2C, - 301} . { :,

C; =20, — 3D, 3D2=262—C2—>D2=?

P7. Sustituir estos valores para tener la solucion en funcion de las dos constantes:

x = Ce° + Cyet

1
y =—Ce’ + §C2et

Luego, expresar el resultado de forma vectorial:
X 1 1
— 5t 1 t
(y) (_1) Cie”" + . Cye

2. Determinar la solucion para el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales, aplicando el
principio de los operadores de derivacion.

{x” +2x+y = O}

Xy =y =0
Solucion:

P1. Para resolver este sistema se aplican operadores. Otra forma de representar la derivada es:

{(DZ +2)[x] + D[y] = 0}
D3[x]+ (D*-D[y] =0

P2. Aplicar matrices de operadores y expresarla en forma matricial Ax = b:

(sz-g ’ DZD_ 1) (;C’) - (8)

P3. El nimero de soluciones L.I. es igual al grado del determinante de la matriz operacional,
de esa manera se responde a la pregunta anterior.

) _
A= D;‘Z‘ DzD [ += @+ 2)(D? 1) —D* = D* + D? =2 - D* = D* -2,

como el grado del polinomio es 2, hay 2 soluciones L.l. Este operador tiene como finalidad
anular a la solucién x de idéntica manera para y.
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P4. El valor D? — 2 = A, es el operador que anula al sistema, esto permite llevar a un sistema
homogéneo de la siguiente manera:

(G365

P5. Resolver las ecuaciones por separado y aplicar el método del polinomio caracteristico:

r2—2=0
(r+v2)(r—-v2)=0
n=—=V2r,=12

Entonces, la solucion de la funcién en "x" es:
x = Cie™t + C,e™t

x = CyeVZt 4 CyeV2t

La solucion de la funcion "y" se realiza de la misma manera, ya que se trata de la misma
ecuacion caracteristica, pero con otras constantes:

y = D;eV2t 4 D,e V2

P6. Determinar los valores de las constantes, para ello relacionar el sistema original y con las
soluciones:

{x" +2x+y = 0} { x = CeV?t + Cze‘ﬁt}
i con
xX+y —y=0 y = D,eV2t 4 Dye~ V2

Derivar las soluciones para sustituir en el sistema:

{x' =2C,eV?t — \/ECze‘*m}
y" =+2D,eV2t —\2D,e V2t

Calcular la segunda derivada de cada E.D.:

{x" = 2C,eV?t + zcze-ﬁf}
y” = 2D,eV2t 4 2D,e~V2t

Derivar, la funcién "x", hasta la tercera derivada:

{x”’ = 2v2C,eV? - zﬁcze—ﬁt}
y” = 2D,eV2t 4 2D,e~V2t
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Sustituir, las derivadas calculadas, en la primera ecuacion x4+ 2x +y =0
(2€1e"% + 2C,e7V%¢) + 2( €10V + Coe™V2t) + (V2D1eV? — V2D V?t) = 0
Resolver:
2C,eV2t + 2C,e™V2t + 2C,eV?t + 2C,e7V2 + V2D, eVt —\2D,e V2 =
Reducir términos, para obtener:
(4C, + V2D, )eV? + (4C, —V2D,)e V2t = 0
Igualar las expresiones:

4‘62 - \/EDZ = O \/EDZ == 4‘62 Dz = 2\/§C2

P7. Sustituir estos valores para tener la solucion en funcion de las dos constantes,

{ x = C,eV2t + CreV2t }
y = —2v2C,eV?t + 2v/2C,e V2

Se obtendra la siguiente funcion vectorial:

S ( CreV2t + Cre~V2t >
—2V2C, eVt 4 2V/2C,e V2

(X) _ ( Cleﬁt >+< Cze_ﬁt >
y —2V/2C,eV2t 2V/2C,e™V2t
Factorando, se obtiene la solucién:

(;) - (—21\/5) Cre + (2\15) Ce

x +6x—3y =6t

3. Resolver el sistema{ ,
—4x+y +8y=2e""

Solucién:

Para su resolucidn se aplica el principio de los operadores de derivacion.
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P1. Aplicar operadores:

{ (D +6)[x] —3[y] =6t }
—4[x] + (D + 8)[y] = 2e¢

P2. Eliminar la variable "y", suponiendo que son sistemas comunes y expresar el sistema sélo
en términos de la funcion "x" :

{ (D + 6)[x] - 3[y] &}
—4[x] + (D +8)[y] = 2¢7*

[D + 8]F, + 3F,

{(D +8)(D +6)[x] —3[y](D+8)=(D+ 8)6t}
—43[x] +3(D ﬁﬂbﬂ/?S.Ze‘t

(D +8)(D+6)[x] —12[x] = (D + 8)6t + 67¢
P3. Resolver:
(D? + 14D + 48)[x] — 12[x] = 6 + 48t + 6e*
(D? + 14D + 36)[x] = 6 + 48t + 6e¢

P4. Observar e identificar que se trata de una ecuacion diferencial de segundo orden. Expresar
otra vez en forma de derivadas.

x”+14x" +36x =6+ 48t + 6e*
P5. Resolver la ecuacion homogénea:
x”+14x"+36x =0
r?+14r+36 =0

Aplicar la férmula de segundo grado:

B —b +Vb?% — 4ac
N 2.a

r

_ —14+./14% — 4(1)(36)
"= 2(1)

_ —14++196 — 144
N 2

r
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_—14+52
=—

_ -14+V4+13
B 2

r

r

_ —14+2V13
-—=—=

r=-74++V13

r

Es decir:

T1=_7+\/1_3; T2=—7—\/1_3

Escribir la solucion homogénea:
x = Cie™t + Cye™t

xp = CreC7HVI 4 € (-7-VT3)E
P6. Encontrar la solucién particular con el método de coeficientes indeterminados:
x4+ 14x" + 36x = 6 + 48t + 6e7¢
x, =A+Bt+Ce™t

Calcular la primera y segunda derivada:

xp=B—Cet
X, = Cet

Sustituir estos valores en la ecuacion diferencial x”” + 14x” + 36x = 6 + 48t + 6e*:
Ce ' +14(B—Ce ) +36(A+Bt+Ce ') =6+48t + 6e~*
Ce '+ 14B — 14Ce " 4+ 36A + 36Bt + 36Ce™" = 6 + 48t + 6e~*
23Ce "+ 14B + 36A + 36Bt = 6 + 48t + 6e ¢

Aplicar la igualdad de polinomios para construir el sistema lineal:
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( ( 6
C == ﬁ
23C =6 4
{ 36B=48 -« B = 3
14B + 36A =6 4
k 14 (5 +364 =6
( 6
C=—
23
4
{ B==
3
PR
\ 54
Sustituir los valores en la solucion particular:
__ 1.4 6
=754 T35 T3¢
La solucién en "x" es:
19 4 6
— — (-7+V13)t (=7—v13)t _ _— 4 _ -t
x(t) =xp +x, = Cie + Cye 54+3t+23e

P7. Encontrar la funcion "y". Considerar la primera ecuacion diferencial:
x +6x—3y =6t

Despejar "y" de la primera ecuacion del sistema:

x + 6x — 6t =3y
Encontrar x”

4 6
x'(t) = (=7 +V13)Ce(7HBE 4 (=7 — V13)Ce(-7V13) 4 353"
Sustituir los valores en la ecuacion:
(-7+v13)t (-7-v13)t 46
(=7 +V13)Cse + (=7 =V13)C,e +3- 53¢
19 4 6
6lC (—7+ 13)t C (—7—\/1_3)1,“ _ - —t . —t) — 6t =3
+ (19 + C,e 54+3 +23e y

313



Ecuaciones diferenciales. Teoria, practica y resolucion de problemas

Jaime Rodrige Guilcapi Mosquera, Mayra Alexandra Viscaino Cuzco y Freddy Geovanny Benalcdzar Palacios

Multiplicar los factores:

4 6
—7C,eC7THV13)t 4 130, e(F7THIB)t _ 70,0 (-7V13)t _ /13, e(-7-V13)t 4 3~ ﬁe‘t
19 36e~t
+6C,e7TH13)t 4 g, o(-7-V13)E 5 8t +———6t=3y
Agrupar los terminos semejantes:
7 30e7t
—C (73t L 13, e(7HVI3) _ o (-7-VI3)t _ {13, e(-7-V13)t _ gt t 2t =3y
Despejar "y":
— A/ —1 — 4/ -t
y(t) — %C}e(_” 13)t 4 1—136'28(—7—\/§)t _ % " 10283 +%

EJERCICIO PROPUESTO

Hallar la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales:

{x’+ 2y’ =4x + 5y

x(0)=1 }
2x"—y = 3x

con las condiciones {
} y(0) =-1

6.9 Sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

FORMA NORMAL DE UN SISTEMA

. ) ) x" = F/(x,y,t
El sistema normal con dos funciones desconocidas es de la forma: { ey )}

y =F(xyt)

En el lado derecho deben aparecer derivadas. Se desea que en el lado izquierdo aparezca una
derivada de primer orden.

El sistema normal con tres funciones desconocidas es:
x =F(xy,2zt)

y, = FZ(x'yrZ't) '
z'=F;(x,y,2,t)
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generalizando se tiene:

x; = Fy (%1, X, e, X t)
xlz = Fz(xl, X2y ey Xy t)
x,n = FTI.(XIIXZI v Xn, t)

EJERCICIO RESUELTO 1

Dar la especificacion de los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales.

{x' = 2x + Sy}
y =5x—2y

b {x'=4x+y—4t2}
" y=2x-3y-1

c. {x =x*+ }’2}

y' = 2xy
Solucién:
(x" = 2x + 3y i ,
a. , , €S un sistema normal homogeneo.
Yy =5x — 2y
[ _ 2
b. 1* . dxt+y -4t } es un sistema lineal no homogeéneo en forma normal.
y =2x—-3y—1
[ ] 2
c. ¥TX Ty } sistema no lineal.
y = 2xy

NOTA. Todo sistema de ecuaciones diferenciales, sean homogéneas, no homogéneas, lineales
no lineales se pueden transformar a normales, como se mostrara en los siguientes ejemplos.

EJERCICIO RESUELTO 2

. x”+3y =5t
Transformar a un sistema normal, § ,,, 2 (-
vy +2x =3t
Solucion:

El sistema no es de la forma normal por como estan sus derivadas, por lo que se debe
transformarlas.
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P1. Cuando se tienen derivadas mayores a orden uno, se introduce una nueva funcion menor al
orden que aparezca en la ecuacion. La primera ecuacion, seré de orden dos.

PRIMERA ECUACION (Orden 2) x* + 3y” = 5t . La funcién que se introduce es x” = u,

ya que al no aparecer otra derivada respecto a "x", se tiene x"' = u'.
SEGUNDA ECUACION (Orden 3) y”* + 2x = 3t2. La funcion que se introduce es:

y” = v; y como hay la segunda derivada con respecto a "y", se introduce otra funcién, es decir:

’

Yy =w; y“'no hace faltayaquey” = w".

Sustituir en cada ecuacién para que quede solo una derivada. Por tanto, hace falta encontrar

x” =u"deigual maneray” =w;y”"" =w’

{u'+3v 5t

, } ahora se puede obtener la ecuacién normal.
w’ + 2x = 3t?

Observar que al hacer estos cambios se tienen cinco variables, por lo que se necesita encontrar
cinco ecuaciones diferenciales, el sistema final en forma normal, es:

(u =5t—3v)

[ w 3t2—2x'

% o
y =v
U:W )

EJERCICIO RESUELTO 3

x'+5y'+3y=t}

Transformar a un sistema normal, { , .o
3x+2x" =2y =t

Solucion: Cuando se tiene el sistema de esta forma, debe tratarse como si fuesen funciones
algebraicas para aplicar eliminacion Gaussiana:

P1. Separar las derivadas de las variables:

{x'+5y'+3y=t} {x'+5y'=t—3y}
ﬁ
3x + 2x" — 2y = t? 2x =2y =t?—3x

P2. Resolver el sistema como si las derivadas x’,y’ fueran las incognitas, asi realizando la
eliminacién a la primera ecuacion multiplicando por (—2), se obtiene:
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{x' +5y ' =t—3y (—2)} {—Zx' —10y" = -2t + 6y}
_)
2x" =2y =t%*—3x 2x" =2y =t*—3x

—12y" = =2t +t* + 6y — 3x

Es decir, y’ = —% (t? — 2t — 3x + 6y), que es la forma normal.

Realizar el mismo procedimiento para x”:

{x’+5y’=t—3y (2) }_){ 2x"+10y" = 2t — 6y }_)
2x" =2y =t*—=3x (5) 10x" — 10y” = 5t% — 15x

12x" = 5t% + 2t — 6y — 15x

5t2+2t—6y—15x

Es decir, x” =
12

, que es la forma normal.

EJERCICIO RESUELTO 4
Resolver la ecuacion x™ + 5x” + 2tx” + 4x = 5cost

Solucién:

P1. Como se observa, no es un sistema, pero puede ser transformado, aplicando los principios
x'=y

de introduccién de una nueva funcion, { .
X =7Z

rrr

} para determinar x”** derivar x”* = z’

P2. Sustituir z” + 5z + 2ty + 4x = 5cost, con esta informacidn se tienen tres incognitas, por
tanto, se necesitan tres ecuaciones:

z" = —5z — 2ty — 4x + 5cost
X' =y
y =z

6.10 Meétodo de la forma matricial

La ecuacién diferencial es lineal, homogénea y de coeficientes constantes, recordar que la forma
de representar un sistema de ecuaciones lineales en forma matricial es Ax = b, donde A es la
matriz dada por los coeficientes de las variables del sistema, "x" es el vector de las variables,
"b" es la matriz de los términos independientes.

Otra manera de expresar:
x'(t) = Ax*x(t)
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Donde el sistema es de dos ecuaciones, por tanto sus elementos son:
xq x
()1
xz xZ
"A" es la matriz de coeficientes y servira para resolver el sistema.

Solucion:

1. Lasolucion es de forma exponencial, x = e*t%, en donde "A" son los valores propios de la
matriz de coeficientes, v son los valores propios del vector.

2. Luego se debe determinar los valores propios de "A" mediante el calculo del determinante,
|A — AI| = 0, de donde se obtendran las raices del polinomio caracteristico.

3. Calcular los vectores propios y resolver (A — AI)v = 0:

A=~ [A=Lllv] =0
A=12; = [A = AI][v,] =0
A =2 = [A = Au1][vy] :6

4. Las soluciones son:

X1 = elltﬁl
Xy = elztﬁz

x, = ety
5. Las cuales son L.1., entonces va existir una solucion general del sistema:

X(t) = C1x1 + szz + -+ Cnxn

A continuacion, se presenta un ejercicio para sustentar la explicacion.

EJERCICIO RESUELTO 1

. . N . x =2x+
Resolver por el método de matrices el siguiente sistema: { y }

y =5x—2y
Solucién:

P1. Transformar el sistema de ecuaciones a forma matricial:

x'(t) = Ax*x(t)
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()= ()
Z DE=()

El vector consta de las primeras derivadas y recuerde que x;, x, son funciones desconocidas
que van a depender de t.

X

Seax = (x

1

), es un vector que depende de t, para cada valor.
2
1

. S, X
Derivando x” = (
X2

) y de la forma general AX = X', se conoce que la matriz A es (é _12)

P2. Calcular los valores propios:

|A—All =0
G -2 Dl=0
|2g,1 _21_/1|=0

2-MD(=2-1)-5=0
A2 —21+21-4-5=0
A2—-9=0
1+3)(A1-3)=0
AH=-31,=3
P3. Determinar los correspondientes vectores propios:

Paral, =3
(A-ADv =0

(A-3Dv =0
(¢ -G 9)n-o
& D0-0)
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{_vl + Uy, = 0
5171 - 5172 =0
Para encontrar el vector propio se debe determinar la relacion que existe entre v, y v,.

V1 =7V,

=)

Asi el vector solucion particular:

Es decir v; = 1 entonces v, = 1

El vector sera:

- ()

Si se da otro, por ejemplo, el valor v; = 2
_ (2
entonces v = (2)

En general el vector:
1
V= k( )
1
Cabe sefalar que se elige cualquiera de los vectores, lo importante es establecer su relacion.

La solucion es:

x, = e3t (1)
Para hallar x,, para 1, = —3, se tiene:

(A-ADv =0

(A+3D3=0

(G 2)+C D)u-o
CHE=©

{5171"‘172:0
5U1+v2=0

Para encontrar el vector propio se determina la relacion que existe entre v, y v,.

5v; = -1,
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Asi si v; = 1 entonces v, = —5, dando otras alternativas:

v, = (_525) entonces v; = (_210)

vy =k (_15)
Cabe sefalar que se elige cualquiera de los vectores, lo importante es establecer su relacion.
La solucion es:
x, =e 3t (_15)

P5. Son L.1., entonces va a existir una solucién general del sistema:

X(t) = Clxl + szz + -+ Cnxn

x(t) = Cie™3t (_15) + C,e3t (1)

En forma matricial se tiene:

Cle—3t Cze3t>
_5616_3t C283t

x(t) = (

OBSERVACION: Todos los sistemas que se han resuelto son homogéneos de coeficientes
constantes.

NOTA: Para sistemas con 3 incdgnitas se procede de igual manera.
EJERCICIO RESUELTO 2

1. Resolver el siguiente sistema, que se presenta en forma matricial:

X =%
{ XZ, = X3 }
X3 =4x -7y + 3z
P1. Partir de la forma matricial dada y escribir el sistema de la siguiente manera:

01 0
X=(0 0 1]).x
4 7 3

X 0 0 X1
X3, 4‘ 7 3 x3
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1 1 1
Finalmente, se tiene: x(t) = C,et (1) + Ce*t ( 4 ) + Cze?t (2)

1 16 4

6.11 Problemas con coeficientes variables
A continuacion, se presentan ejercicios del método matricial con coeficiente variables.

EJERCICIO RESUELTO

Escribir el sistema de ecuaciones diferenciales, partiendo del sistema expresado en forma

matricial:
2t 1 t?
X=|3 cost t+1].X

_ 5 e 2
Solucion.

P1. Escribir el vector:

P2. Escribir el vector con sus derivadas:

XU
<

- - - - Z,
P3. Hallar el sistema de ecuaciones diferenciales:
x 2t 1 t? X
vy |=|3 cost t+1 <}’>
z 5 et 2 z

x =2tx +y+ zt?
¥y =3x+ (cost)y+ (t+ 1)z
7 =5x+ely+2z

6.12 Métodos de resolucion

Otro método de resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales, consisten en la aplicacion
métodos para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, estudiado en algebra lineal,

como:
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Eliminacién Gaussiana, escalonada.
Igualacion.

Sustitucién.

Regla de Crammer.

Matricial.

agrwpnE

EJERCICIO RESUELTO

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:
X' =x+Yy
{V=3x—y

Solucion:

P1. Si se llaman ecuacion 1y 2, respectivamente:
{x' =x+y Ecl

y' =3x—y Ec?2
P2. Despejar "y" de la ecuacion 1y derivar.

y=x"—x
y = —x
P3. Sustituir en la segunda ecuacion:
y =3x-y

’

x"—x"=3x—(x"—x)
Y se tiene una ecuacion solo en "x" y sus derivadas.

P4. Escribir en forma normal:

x"—x"=3x—x"+x

x =4x
x"—4x =0

P5. Como es un ED homogénea, se resuelve aplicando el polinomio caracteristico:
r2—4=0
r+2)(r—-2)=0

{T1=—2
T'2=2

323



Ecuaciones diferenciales. Teoria, practica y resolucion de problemas
Jaime Rodrigo Guilcapi Mosquera, Mayra Alexandra Viscaino Cuzco y Freddy Geovanny Benalcdzar Palacios
La solucion en términos de la variable "x" es:
x = Cre ?t + Cye?t
P6. Encontrar la solucién de "y", para ello se toma la ecuacion despejada:
y=x—x
Se necesita x’, para eso derivar la ecuacion determinada en el paso P5.

x = —2Ce %t + 2C,e?
Sustituir,

y = —che_Zt + ZCZQZt - Cle_Zt - CzQZt
= _3C16_2t + CzeZt
La solucion es:

y
{ x = Cie ?t + Cye?t
y = =3C e + Cye?t

En forma vectorial
X 1 1
()= (Cg) e+ () e

6.12.1 Método de resolucion por parametro

Este método es similar al método de matrices, y se fundamentara el desarrollo ya que este
método hace hincapié en el uso de determinantes, valores propios y valores propios vectoriales.

La metodologia de aplicacidn se ilustra mediante la resolucion del siguiente ejercicio.

EJERCICIO RESUELTO

1. Resolver el sistema ¥ = (_23 _14) X+ ( 3t )

Solucién:

P1. Resolver la ecuacion por det(A — AI) =0

a-a=(5" 1) =4 1)

-3-1 1 )

A_’U:( 2 —4-
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Ahora, se debe calcular el determinante:

-3-2 1
2 —4 -1

=(-3-D)(-4-1)-2
=124+31+41+22=-2=2>+71+10=0
Esta ecuacion es el polinomio caracteristico:
Al = _2, AZ =-5

P2. Calcular los vectores propios resolviendo (A — AI)v = 0

-3-1 1 )

A—/’Uz( St

Sustituir el valor A = =2
. _(-3-(-2) 1 )_ —3+2 1 y_(-1 1
a-a=(T0 0 )= L )=G D)
Aplicar (A—ADV =0

G DE-0

—a+b=0->a=>»

Formando una de las ecuaciones:

Dando un valor:

Proceder con el otro valor 1, = -5

A— ] = (—3 —2(—5) » _1(_5)> _ (—3 +5 1 ) _ (2 1)

Aplicar (A—ADY =0
G V6=

2a+b=0->b=-2a

Formar una de las ecuaciones:
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Dar cualquier valor a = 1; b = —2 'y obtener el otro valor propio:

vz = (—12)

P3. Escribir la solucion del sistema homogeéneo:

.7_(:) = Clvfe’llt + sz—z)elzt

X, =C, (1) et +C, (_12) e 5t

P4. Para calcular la solucion particular se utilizara el método de variacion de parametros:
-2t -5t
- e - e
=) %= ()
1 e—2t 2 —2e-5t
Escribir la matriz fundamental:
d)(t) (e—Zt e—5t )
- e~2t _ze—St
Aplicar la formula de variacion de parametros:

% =90 [ ¢ F@de

Se debe calcular la inversa, recordar que:

A= (a b) entonces la matriz inversa A~! = ;( d —b)

Calcular el determinante de la matriz:

e 2t 70t -7t _ -7t -7t
detp(t) = | _,, 2e-5t| = 2e e 3e
e —2e
Calcular la inversa:
1 1 _Ze—St _e—5t
¢ _m(_e—zt e—Zt)
L, €7t gp-st _g-sty 1 pg2t ot
dp@)~" = __3( _e2t it ) :g( o5t _eSt)

Sustituir:

% =90 [ 9O F(0)dt
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w= (T o) [508 S)(3)a

m=g(Ta o) [ (St F o)

g st 6ftetht+Jetdt
%, = 3(

g7t —2¢7t 3jt85t_fe4t

Hallar la integral de [ te?tdt aplicando ILATE con los signos +, — cruzados:

Derivada Integral
t ezt
+ —_—
2
0 eZt
4

Integrar la funcion vectorial por partes:

3 -2t _pp-st
5 25 4
Resolviendo esta multiplicacion de matrices:
3t—=+ -f+3t 3¢
—_1 27 ¢ T5' 7257 4
3 3t— 2 et 6t+6+e_t
27¢ 75T

18t 81 3e7*

~-1 5 50" 4

P3| 9,63 3
5 50 2
6t 27 et
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Llegando a la solucion general,

6t 27
L 1\ o 1\ sc,| 5 50
x—Cl(_Z)e +C2(1)e + 3 21
5° 750
EJERCICIOS PROPUESTOS
i x"'=x—>5y
1. Resolver el S|stema{ ,
y=x-y
x"=3x+ 5y

2. Resolver el sistema y =—4x—y
x(0)=2;y(0)=1
gy Y _342 L3
3. Resolver el sistema {x 3x 2 3t 2132
y =2y —-2t—1
x=Ce?t +Cre3t +t2+1

Res {
P y=2Ce**+t+1

x = 2x—9y

4. Resolver el sistema { Yy = x + 8y

= C,e5" — 3C;te% — 3C,e5
Resp. {x 1€ e ¢ o 2¢
y = Cle + Czte
X'=y+z
5. Resolverel sistema<{y =3x +z
zZ=3x+y

x = Cre 2t + (et
Resp y = %Cle3t - Cze_gt - C3e_t
7z =

x =8y
= -2z

6. Resolver el sistema y
z'=2x+8y—2z
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10.

x = Cie %t + Cycos4t + C3sendt
1 _ 1 1
Resp. iy = _che 2t 4 ECZCOS4t - EC3sen4t

z= —%Cle‘Zt + C,cos4t + C3sendt

X' =2x+y—-2z—t+2
Resolver el sistema y=1-x
Z=x+y—-z—-t+1

x = Cie” %t + C,cos4t + C3sendt
1 _ 1 1
Resp. {3’ = —, Cie7? +-Cycos4t — ~Cysendt

| z= —iCle_Zt + C,ycos4t + C3sendt

x' = —4x — 4y
Resolver el sistema{ x" —4y = —4y
x(0) =1;y(0) =0
x = Cie % + Cyte™?t
Resp. { ! 2
p —4‘y - 2C16_2t + Cze_Zt + 2C2te_2t

{x =(1-2¢t)e"t
y =te %t
X +y =et-y
Resolver el sistema { 2x" + y" = sent — 2y
x(0) =-2;y(0) =1
Resp. {x = —cost — se_rttt —e '+ Cit+ G,
y =—2e "+ cost+(;

{x = —cost —sent —e~ ' + 2t
y =—2e" '+ cost + 2

X' +2y =17x + 8y
Resolver el sistema<{ 13x" = 53x + 2y
x(0) =2;y(0) = -1

— 3t 5t
Resp. { x = Cie’" + Cye

y = —7C.e3 + 6C,e"t

x =e3t + et
{y = —7e3t + 6e°t
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