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Introduccion

El libro que a continuacion se presenta, fue pensado como material de
acompafiamiento al curso Célculo Diferencial que se desarrolla en la Carrera de
Pedagogia de las Matematicas y la Fisica de la Universidad Nacional de Loja. Su
objetivo principal es servir de guia a través del desarrollo de una importante
cantidad de ejemplos y ejercicios en los que se detalla cada paso su solucion, de
tal forma que aquello redunde en un mejor hacer tanto de los docentes como de los
estudiantes que se dedican al estudio de esta parte de la Matematica. En este
sentido, se da mayor relevancia a la practica por sobre la teoria, sin que ello
signifique que una es mas importante que la otra o viceversa; es por esta razon que

no se han demostrado los teoremas incluidos en este texto.

En el capitulo 1, se abordan los contenidos referentes a limites de una
funcion real de una sola variable; se inicia con la introduccion de la idea intuitiva de
limite utilizando la representacion numérica de la funcion, después se trabaja con
limites laterales, luego con la definicion formal de limite, ademas se calculan
diferentes tipos de limites a través de las leyes de los limites. El capitulo 2, arranca
con el andlisis de continuidad de una funcion y el estudio de las condiciones que
ella debe cumplir para que lo sea, luego se aborda continuidad en un punto como
en un intervalo. En el capitulo 3, se introduce la idea de derivada como el limite del
cociente diferencial, posteriormente se revisan las reglas de derivacion, sus

propiedades y las diferentes técnicas que se utilizan para calcular derivadas.
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Finalmente, en el capitulo 4 se retoma el estudio de limites mediante series de

potencias, seleccion de la parte principal de una funcion entre otras técnicas.
Se deja constancia del reconocimiento a todos aquellos que, con sus
sugerencias y Utiles consejos, permitieron mejorar las distintas versiones del

manuscrito empleado en la construccién del presente trabajo.

Ing. Jorge Santiago Tocto Maldonado, Mg. Sc.
Lic. Ivan Agustin Quizhpe Uchuari, Mg. Sc.
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‘Pro’@a

Los autores Ing. Jorge Santiago Tocto Maldonado, Mg.Sc. y el Lic. lvan
Agustin Quizhpe Uchuari nos ofrecen en esta oportunidad otro excelente
texto, titulado Calculo | en una variable el cual fue concebido para guiar y
orientar a estudiantes de la carrera de las Matematicas y la Fisica de la

Universidad Nacional de Loja.

Por su contenido practico y lenguaje sencillo, este texto ofrece una
variedad de ejemplos detallados de forma adecuada y comprensible,
fundamentado con conceptos basicos en cuanto al tema se refiere,
facilitando ademas, una serie de ejercicios explicando el paso a paso de cada
uno de ellos, lo que le permitira al estudiante obtener habilidad de
razonamiento analitico para la resolucion de problemas matematicos en su
area de estudio y su futura ocupacion profesional, desarrollando su
capacidad de pensamiento abstracto, asi como modelado y resolucién de

problemas.

Del mismo modo, desde el punto de vista tedrico se explican los
conceptos basicos del calculo con lenguaje sencillo, todos desarrollados en
los 4 capitulos del libro para mayor flexibilidad y eficiencia en el aprendizaje

del estudiante y comprende los siguientes topicos:

Limite, tipos de limites; Continuidad, tipos de continuidad; Derivada,

propiedades, funciones; Oros métodos para calcular limites.

13
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Un reconocimiento a la constancia de los autores en continuar con la
produccion de importantes investigaciones plasmadas en texto de calidad
didactica que respaldan el aprendizaje de los estudiantes no solo de la
Universidad Nacional de Loja, sino también de otras instituciones

académicas del pais y otras latitudes.

Dr. J.M.Estrada
Universidad Pedagdgica Experimental Libertador
Monagas, Venezuela
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Capitulo

Limites 1

Es necesario antes de empezar con el estudio de los limites es conveniente
realizar una introduccion de lo que es el célculo, en este sentido Larson & Edwards
(2010) se le considera como la “matematica de los cambios (velocidades y
aceleraciones). También son objeto del calculo rectas tangentes, pendientes,
areas, volumenes, longitudes de arco, curvaturas y una gran variedad de conceptos
que han permitido elaborar modelos para situaciones de la vida real” (p. 42), de ahi
la importancia del estudio del calculo por el amplio campo de aplicacién.

Para ello se analizara la siguiente funcion real:

f(x)

X =x%2+1
0,5 1,25
0,8 1,64
0,9 1,81
0,99 1,9801
0,999 1,998001
0,9999 1,99980001
1,1 2,21
1,11 2,2321
1,111 2,234321
1,1111  |2,23454321 S EE— s
1,12 2,2544

-1

A partir de la tabla y de la gréfica de la funcién f(x) = x? + 1, vemos que
cuando x esta cercano a 1 (tanto por la izquierda o por la derecha), f(x) lo esta a
2. Expresamos este hecho de la siguiente manera: el limite de la funcion f(x) =

x% + 1, cuando x tiende a 1, es igual a 2.

16
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En lenguaje matematico:
lim(x?2+1) =2
x—1
En general:
lim f(x) =1L
x—a

Y decimos, “el limite de f(x), cuando x tiende a a, es igual a L”. Si podemos
acercar arbitrariamente los valores de f(x) a L (tanto como deseemos) tomando x

lo bastante cerca de a, pero no igual a a.

Nota. Al hallar el limite de f(x) cuando x tiende a a, nunca consideramos x = a; no
es necesario que f(x) esté definido cuando x = a, solo importa como esta definida
f cercade a

2]
X

En el ejercicio la funcion — se define de la siguiente manera:

X
m_ ;=1 parax >0

x—l <0
S =1 parax

A medida que x se acerca a 0 por la izquierda, la funcién tiende a —1.

Cuando x se aproxima a 0 por la derecha, esta tiende a 1. No existe un namero
anico al que la funcién se aproxima cuando x tiende a 0. Por lo tanto,lirré";—| no
X—

existe.

Limites laterales

Anteriormente vemos que ™ tiende a —1 cuando x lo hace a 0 por derecha

X

que esta funcion tiende a 1 cuando x lo hace a 0 por la derecha.

En lenguaje matematico escribimos:

17
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Para la definicion de limite lateral hay que considerar que x se aproxima al

punto a por la derecha o por la izquierda, al respecto Stewart (2012) refiere que:

Cuando escribimos lim f(x) = L, estamos diciendo que el limite izquierdo
x—->a~

de f(x) cuando x se aproxima a a [0 el limite de f(x) cuando x tiende a a
por la izquierda] es igual a L si podemos hacer que los valores de f(x) se
acerquen arbitrariamente a L , tanto como queramos, tomando x

suficientemente cercanos a a, pero menores que a. (p. 92)
lim f(x) =1L
x—-0~

Decimos que el limite izquierdo de f(x) cuando x tiende a a (o el limite de
f(x) cuando x se acerca a a desde la izquierda) es igual a L, si podemos acercar
los valores de f(x) a L tanto como queramos, escogiendo x lo bastante cerca de

a pero nunca menos que a.
lim =1L
Jlim, £ ()
Comparando definiciones anteriores tenemos:

limf(x) =L siysolosi lim f(x)=L A lim f(x)=1L
x—0 x—0~ x-0%

Limites infinitos
Se puede afirmar que una funcion tiene un limite al infinito si existe un
namero en el cual la funcion se acerca a medida que crece; en otras palabras, es

decir,lim f(x) = L. Hay que entender la importancia de los limites infinitos, debido
X— 00

que a partir de ellos se puede comprender el comportamiento de una funcién a

medida que su variable independiente se acerca al infinito 0 a menos infinito.

18
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Encuentre lirr% f(x) si existe:
xX—

y=f

A partir de la grafica de la funcién, vemos que a medida que x se aproxima
a 2 (tanto por derecha como por la izquierda), los valores de f(x) se hacen cada

vez mas grandes (no tienden a un mismo numero) de tal forma que lin% f(x) no
X—

existe.
En este caso se dice que lin% f(x) =0
X—
Definicién 1

Sea una funcion f definida a ambos lados de a, exceptos tal vez en el mismo.

Entonces:
lim f(x) = o
xX—a

Significa que los valores de f(x) pueden hacerse arbitrariamente grandes
(tan grandes como se quiera) tomando x suficientemente cerca de a pero distinto

de a.

Encuentre el limite de lirr% f(x) si existe
xX—

19
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L]

i

A partir de la grafica de la funcion, vemos que a medida que x se aproxima

a 2 (por la derecha o por la izquierda), los valores de f(x) se hacen cada vez mas

grandes (valores negativos) de tal forma que lirr% f(x) no existe.
X
En este caso se dice que lin% f(x) =—
X—

Definicion 2
De acuerdo con Stewart (2012) sea f la funcién definida en ambos lados de

a, quizas con excepcién del mismo valor a. Entonces:
lim f(x) = —oo
x—a

Significa que los valores de f(x)pueden hacerse arbitrariamente grandes en

valor negativo al tomar x suficientemente cerca de a pero distinto de a.

Definicién 3
De acuerdo con el autor antes mencionado la recta x = a se llama asintota

vertical de la curva y = f(x) si por lo menos una de las siguientes afirmaciones es

verdadera:
lim f(x) = o lim f(x) = lim f(x) = o
x—-a x-a~ x-at
lim f(x) = —o0 lim f(x) = —o lim f(x) = —
x—a x-a~ x-at

20
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Ejemplo

1. Determinar el limite infinito:

i 6 + li 6
= 400
xlgl*'x -5 xl)r?_x -5

2. Determinar el limite de la siguiente funcion:
I x—1
m-—————-—<=—
50 x%(x +2)

_ox—1
C x2(x +2)

| I//—.——;—__
1

y

21
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Se debe hacer un andlisis para valores cercanos a cero por la izquierda y

por la derecha.

Célculo de limites utilizando las Leyes de los Limites
Supdngase fy g son funciones reales y que ¢ es una constante y que los
limites lim f(x) y lim g(x)existen
xX—-a x—-a
Entonces:
1. lim[f(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x)
x—a x-a x-a
2. lim[f(x) — g(x)] = lim f(x) — lim g(x)
xX—-a xX—-a xX—-a
3. lim[cf(x)] = clim f(x)
x—-a x—-a

4. lim[f(x)g()] = lim f(x) - lim g(x)

. [f0] _ lmfe) . :
5. 9161_1)1511 g(x)] = lm o siempre que chlircllg(x) # 0

n
6. lim[f(x)]" = [lim f(x)] en donde n es un entero positivo
x—-a X—=a

7. lim ¢ = ¢ — funcién constante es continua
x—a

8. lim x = a — funcién identidad es continua

xX—-a

9. lim x™ = a™ — donde n es un entero positivo

Xx—a

10.1lim Vx = Va — donde n es un entero positivo; sin es par,a > 0

xX—-a

11.1im Y/ f(x) = "/lim f(x) - sines par, suponemos lim f(x) > 0
x—-a x—-a x—a

12.Si f es un polinomio o una funcion racional y a esta en el dominio de f,
entonces:
lim P(x) = P(a)
X—a
_ P(x) P(a)
lim = —
=aQ(x) Qa)

,siempre que Q(a) # 0

Teorema unicidad del limite

Si existe lim f(x), entonces hay un Unico numero L tal que:
x—a

L =1im f(x)

22
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Funciones localmente iguales
Definicion 4
De acuerdo con Rojas et al. (2017), sean:

e aun numero real.
e [ un intervalo abierto que contiene el nUmero a.

e fy g dos funciones reales definidas en I, salvo tal vez en a.

Diremos que “f = g localmente cerca de a” o simplemente que “f = g cerca

de a”, si existe r > 0 tal que paratodox € Ja—r,a+r[\ {a}, f(x) = g(x).

Ejemplo '

ffR->R

x- f(x)=2x+1

v
=

Entonces:

lim f(x) =3 = f(1)

Ejemplo '

g R->R
2x+1 six#1
x = g(x) = { 1 six=1

23
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h(x)

i > X
1
Entonces:
limg(x) =3#g(1)
x—1
Ejemplo
hR-—{1}-> R
x> h(x)=2x+1
4 > X
1

Entonces:
limh(x) =3
x-1

h(1) no existe

Limite de funciones localmente iguales
El estudio de los limites de las funciones localmente iguales se fundamente en el

siguiente teorema:
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Teorema
Sean:

e aun numero real.
e ] un intervalo abierto que contiene el nimero a.

e fy g dos funciones reales definidas en I, salvo tal vez en a.
Si f = g cerca de a, entonces:

1. Existe lim f(x) siy solo si existe lim g(x).
xX—a X—a

2. Silos limites existen, son iguales.

Nota: en el ejemplo de las funciones f, g y h definidas anteriormente, vemos que

f=g=h cerca de 1, y como existe lin}f(x) = 3, entonces también existen
X—

lin} gx)y lin} h(x) y son x — 1iguales a 3.
X— xX—

1.
2_ 2_ 2_
Calcular lim uy lim u. ¢Existe limu’?
x-1t x—-1 x—1— x-1 x—>1 x—-1
x? -1 x+1Dx-1)
P oas2 P oas2
|x2—1|= J 1 six“—1>0 _ —] sixc>1
x—1 -(x?-1 —(x+1D(Hx-1
G six?—-1<0 ( ) )six2<1
x—1 x—1

_ {x+1 six]|>1 {x+1 si x<-1vx>1

—(x+1) sijx]<1 |l-(x+1) si —1<x>1
|x? —1]
=limkx+1)=1+1=2
x-1t

im
x-1t x—1

2=
lim ——=1lim —-(x+1)=—-(1+1)=-2
x-1- x—1 x-1~
. _lx*—=1]
~ No existe lim
x->1 x—1
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. x-3 . x—3
Calcular lim im
x-3% [x=-3| 7 x-53- |x=3]

XT3 ix—3>0

x—3 _ x—3 Stx :{1 six>3
|x — 3| x—3 . -1 six<3

_— —-3<0

g Six

g i =

x_
lim = lim (-1) = -1

Es decir, no existe el limite en las cercanias de 3

Calcular:

. _ x%,parax >0
a)}cl_l:%f(X),Slf(x) = {x ;farax <0

: 2 — 2
g = O7=0
lim x =0

x>0~

1im £(x) = 0

x3,parax <0
x?%,parax >0

blim (), si f(x) = |
xlir(r)l_ x3=(00)3=0
Jim, ¥ = (@ =0

}Ciir(l) f(x)=0

—x+2,six <2

€) }Ci_r)r%f(x), sif) = {(x —2)2%,si x> 2

lim (—x+2)=-2+2=0
xX—2"
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lim(x—2)2=2-2)>=0
x—2%

= lim f(x) =0

Ejemplo '

li (x™-1) _ li (=) (x™ 1 +x™2(1)+x™ 3 (1) 4.1 1) _ _
xl_r)r}(xn—_l) = T G L2 (1) 123 (1)2+-17-1) (Por ejemplo, factorizando en el numerador y el

denominador)
0 (™1 4+ x™2(1) + x™73 (1)% 4 --- 1™ 1)
- xlir} (xn=1 4 x"=2(1) 4+ x™3 (1)2 4 --- 1n-1)

i @A™+ 1m 2 () + 13 (D2 41
- xl_I,I} (171 4 172(1) + 173 (1)2 4 - 177 1)

1m—1 + 1m—1 + 1m—1 + .- 1m—1
= 1n-1 4 In-1 4 In-1 4 ...qn-1
. m(A™H) m

- n(1"1)  n

R =
L3
—
=
=Y
I
[N
N——
=
{
=
—
=
W=
I
—_
N——
—
=
wlN
+
=
+
—_
N——
—/
=
N =
+
—_
N—— [ N—

(x—l)(x§+x%+1)

= lim 1 = lim 1 —
= k=1 (xf + 1) 1 (xz +1 I+1 2
Ejemplo ;
2 1 2 1
(x+1 (x+1)(x3—x3+1 (x+1)<x3—x3+1)

1

lim11— = im1 T 1m1 3
S <x§ + 1) e (x§ + 1) (x§ —x3 4+ 1) * [(ﬁ) + 1]
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2 1
(x+1)(x§—x§+1) 2 1
=x1§111 a7 D =xli1111x3—x3+1=1—(—1)+1=3

Mediante el calculo de los limites laterales justifique la existencia o no del

siguiente limite:

Y 2+x y 2+x
im ———— = lim
x>=2 [(x+2)2 x>-2z|x+2]
x+2 250
x+2 2 Stxtes _{1Six>—2
B x+2 I Y —
|x + 2| _ six+2<0 1six < -2
x+2
X+ 2

A ey =m0 =1

lim — 5 = Jim (=1) = -1
x—}£n2‘ |x + 2| _x—}£n2‘( )=

+ 8 lim f(x)

Ejemplo '

2 e
Si f(x) = I:Z:Z’;_Zsl, calcular los limites de f(x), cuando x - 1y cuando x - —2
X*+x—-2
—,5ix*+x—-2>0
f(x)= Jx2+2x—3
—W D) v ix—2<0
x2+2x—3 SEXTTX
(((x+2)(x—1
D& =D D —1) >0
£(x) = x+3)x-1)
—(x+2)(x—-1)

CEDICEE) si(x+2)(x—-1)<0
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((x +2) ,
|~ six<-2vx>1
fe =10 "3
—x+2) 2<x<1
x+3) " x
i L oxt2_ (241 0o
m == i ST T 3 T 1
N L oxt2_(-242) 0
m f = 3T 53 1
~3lim f(x) =0
xXx—>—2
1 L ox+2_ 1423
Jm ) = m = =137 2
1 Lox+2_ (42) 3
Jm f) =-lm —==-733 =3

s~ 3lim f(x)
x-1

La definicidén precisa de limite

De acuerdo con Larson & Edwards (2010)

Sea f la funcion definida en un intervalo abierto que contiene a ¢ (salvo

posiblemente en ¢) y L un nimero real. La afirmacion
limf(x) =L
xX—C

Significa que para todo € > 0 existe un nimero § > 0 talque si 0 < [x —a| <
6 entonces |f(x) — L| < e. (p. 52)

Utilizando la definicidon de limite demostrar:

lim(3—x) =2
x-1
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Primer proceso para probar que lim f(x) = L
x—-a

lirr}(B—x)=2,SiV£>0,36>0tanueSi lx -1 <> |(B3—x)—-2|<¢
x—

|B—x)—-2|< ¢ |x — 1| < & (hipotesis)
3—x—-2|< ¢ |x — 1| < & (andlisis previo)(§ = €)
|l—-x+ 1| < ¢ |l-x+ 1| <e |x| =]|—x]
|-1||-x+ 1| < ¢ |-x+(3—-2)|<e¢
|(-D(—x+1)| < ¢ 3—x—-2|<e¢

lx —1| < ¢ |B—x)—-2|<e¢

~d=c¢

lim(5x —4) =1
x—1

lin}(Sx—4)=1,SiVe>O,36>OtanueSi lx —1| <6 - |5x—4)—-1| < e
xX—

|(5x —4) —1| < ¢ |x — 1| < § (hipotesis)

g g 7 . . .
|5x — 5| < ¢ lx — 1| < 5 (6 = §) (andlisis previo)
I5(x—1)| < & 5lx—1]<5 (5)

5
I5]|x — 1| < ¢ [5]|lx — 1| < ¢
S5lx—1| < ¢ |5x — 5| < ¢
€
|x—1|<§ [5x —4—-1| <&
€
.-.6=§ |(5x—4)—1| <e
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Ejemplo '

lirr%(xz—l)=—1,SiV£>0,EI6>OtanueSi [x—0]|<é6-|(x2—-1)+1|<¢
x—

lim(x? —-1) = -1
x—0

|(x? —1)+1] < ¢ [x—0| <&

|x?] < € x| <6

|x|? < & x| < Ve

J@? < Ve x> < (Ve )’
|lIx|| < Ve |x%| < €

|x| < Ve x?—1+1|<e¢
~8=Ae I(x2—1)+1|<e¢

Segundo proceso para probar que lim f(x) =L
xX—a
Para probar que lim f(x) = L, se puede aplicar los siguientes procesos que, en
xX—a

palabras de Rojas et al. (2017) manifiesta que:

1. Tratar de expresar el valor absoluto de la diferencia entre f(x) y el limite f(x)

para x # a:
|f () = LI = |g)llx — al

2. Buscar una cota superior para el factor |g(x)|. Suponiendo que esta cota

superior sea el numero M > 0. Entonces:
lg()l <M
Posiblemente, para encontrar este valor hay que suponer adicionalmente que:

0<|x—al <é;
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Con cierto §; > 0. Esta suposicion puede ser resultado de trabajar con valores
cercanos al numero a, para lo cual hay decide trabajar con valores de x en un

intervalo con centro en el nimero a.
3. El anterior resultado sirve de prueba de la afirmacion:
|f(x) —L| <M|x—al| <e¢
Siempre que 0 < |x — a <%y lx —al < 6.
4. Elresultado anterior nos dice como elegir el nimero §:
&
6 = min {61'M}
La seleccion de § muestra que:
fG) =Ll = 1g()llx = al
< M|x — al, pues |g(x)| < M debido a que |x —a| < § < &4,
< M§, pues |x —al <8,

<M5=e,pue36s

Km

Por lo tanto:
lf(x) - Ll <e

Siempre que |x — a| < § = min {61%}

Probar que lim x? =9,

x—-3
Dado ¢ > 0, debemos encontrar un nimero § > 0 tal que:
|x? —9| < ¢

Siempreque x # -3y |x+ 3| <4
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|x? =91 = 1g()]lx + 3]
|x? = 9] = |(x — 3)(x + 3)|
[x? —9| = |x — 3||x + 3|
Entonces g(x) = |x — 3|
|x — 3| < M, siempre que
0<|[x+3]<é
-4 <x<-2
—4+3<x+3<-2+3
-1<x+3<1
lx+3] <1
Vamos a encontrar M reconstruyendo g(x) a partirde —4 < x < —2
—4-3<x—-3<-2-3
-7<x—-3<-5

49 > (x —3)% > 25

V49 > \/(x —3)2 > V25

7>|x—-3|>5
5<|lx-3|<7
Es decir,
gl =x-3] <7
Siempreque |[x +3|<1,M =7y =1
[x?2 —9| = |x —3||x + 3| < 7|x + 3|
x2 —9| < 7|lx+3|<¢

&
0<|x+3<7<|x+3|<1
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§= min{1,£/7}
La eleccion de § muestra que:

€
|x2—9|=|x—3||x+3|<7|x+3|<76£7§=£

Por lo tanto |x* — 9| < ¢, siempre que 0 < |x + 3| < § = min{1,¢/-}

Ejemplo

Demostrar que lim
X

5x-3
x+3

=2

Dado ¢ > 0, debemos encontrar un niamero § > 0, tal que:

5;;33—2 <eg siemprequex #0y|x—3|<§
25 ol = 1g@lix -3

x+3 = lg@llx

5x — 3 2_5x—3—2(x+3)

x+3 B x+3

5x —3 2_3|x—3

x+3 T Ix+3

5x —3 5| = | 3]

x+3 “lx+3”

Entonces g(x) =

|x+3]

3 .
3] § l\g 4S|empre que 0<|x—3| <6,
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9 < x<d 2<x<4 @
X xX) = <=
243<x+3<4+3 9
2-3<x—3<4-3 lx+3] 5
5<x+3<7 i _
lex—3<1 x siempre que [x — 3| < 1
25 < (x +3)% < 49 5x — 3 3 3
Ix—3] <1 (x+3) | - |= =3 <Zlx—3|
5<|x+3|<7 X+ |x + 3|
5x—3
l 1 l | 3—2| —lx—-3|<e¢
57 Tx+3] 7 X+
3 3 3 siempre que
5 |x+3| 7 O<|x—3|<§£ y |lx—-3]<1
3 3 3 .
7 + 3 E 6= min{l,—e}
|5x—3 | I 3|<|"3I | |<35<35 3
—2| = X — x—3 —=£ =g,
x+3 |x + 3| 53
Por lo tanto,
|5x_ 2|< 0<|x—3|<6= {15}
- €, siempre que X — minil,—¢
x+3 Pre q 3

Ejemplo ;

Probar que lim+vx =+a

x—a

Sea & > 0, buscamos § > 0, tal que: |Vx —Va| < &, siempre que x #

a y |lx—al<é

[Vx —va| = lg)llx —al; x>0

Nz =+a|lvx + Val

Vx=val = A
|6 - Gy

Ve =l =
_Ix—adl

Ve =al = e
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[VE - Va] =

al

1
We+val

1
g(x)—m
Vx>0 0<+Va<+Vx++a

Va>o0
Vx+vVa>0 1 > ! >0
X a e —_—
Va  vx++a
0< ! < !
Vx++va +a
Por tanto:
1 se cumple que:
lg(x)| < —
Va f(x) — L < Mlx — al
1 No hay que acotar g con un §;
M=—
Va

Entonces |vx —va| < —=|x — al,
Va
para todo x > 0. Por ello, si para un § > 0, se tuviera que:

|x —al <6,
5
entonces se cumple que: [vx —Va| < %a lx—al <=

De esta desigualdad podemos elegir § de la siguiente manera:

5
—=c
Va
5 =eva
1 1 1 eva
ﬁ—x/&=—x—a<—x—a<—5=—=€
N R L R L

Por lo tanto, la desigualdad |vx —va| < ¢ se verifica si x satisface 0 < |x — a| <

§ =¢ea.
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Ejemplo '

Probar que: lim(x® — 5x + 6) = 2 52 21
x=1 x2—5x+4=<x——> -—
2 4
|(x* = 5x +6) — 2| = |g(0)]|x — 1] by b2 — dac
ax2+x+c=a<x+z)——4a
|x3 —=5x+3+6—2| =|gl)||lx—1|
|x3 —=5x+3+4| =|g)|lx — 1] gx) =|x?—-5x+4| <5
|x3 —5x+3+4| =|(x*>—-5x+4)(x—1)| siempre que |x — 1| < 1

|x3 —5x + 3+ 4| = |x? — 5x + 4||x — 1] M=5 vy § =1

g(x) = |x? — 5x + 4]

|x2 —5x+4| <M |(x3—-5x+6)—2|=|x?>—-5x+4||x—1] <5|x—1]
es decir

O<x<2 |(x? — 5x + 6) — 2| < 5|x — 1| < & siempre

0-1<x-1<2-1

&

-1<x-1<1 0<|x—1|<§ si [x—1]<1
lx—1| <1 .
0<x<?2 5:min{1’§}

5 5 1

TS <X—5<73 La eleccion de este § permite que:

2
%(x_;) <§ 1(x? — 5% + 6) — 2| = |x% — 5x + 4||x — 1
5 <5|lx—1| <56
1 21<( 5) 21 25 21
42 S\*72) TS Ty <5(s)
= =) =E&
s<(x-2) -2< 5
— x—_ — —
2 4 Por lo tanto:
52 21]°
1<|(x-3) -] <2 (x> —5x +6) —2| <&,
52 211 siempreque 0 < |[x —1| < 4§ =
\/I<\l(x—5) —T:| <\/2_5
min{l,e/s}
. 5)2 21 :
<(X—E —T<

1<|x2-5x+4|<5
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Limites infinitos

Definicion 5

En cuanto a limites al infinito, de acuerdo con Ron & Edwards (2018) sea f una
funcién definida en todo namero real de un intervalo abierto que contiene al nUmero

a, excepto posiblemente en a mismo. Entonces:
lim f(x) = o
x-a
significa que para todo numero positivo M existe un nimero positivo &, tal que si:
0 < |x—al < 4§, entonces f(x) > M
Definicion 6
De acuerdo con Stewart (2012), sea f una funcion definida sobre algun intervalo

abierto que contiene el nUmero am excepto posiblemente en a mismo. Entonces:

lim f(x) = —o0

x—-a

significa que para todo numero negativo N existe un numero positivo § tal que si:
0 <|x—al <§, entonces f(x) <N

Formas indeterminadas

Limites al infinito, asintotas horizontales

Definicion 7
Para Stewart (2012), sea f una funcion definida sobre algun intervalo ]a, +o|.

Entonces lim f(x) =L
X— 00

significa que los valores de f(x) pueden aproximarse asintéticamente a L tanto

como desee, eligiendo a x significativamente grande.
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Definicion 8
De acuerdo con el autor antes mencionado, sea f una funcion definida sobre algun

intervalo ] — o,a[. Entonces lim f(x) =L, significa que los valores de f(x)
X——00

pueden hacerse arbitrariamente cercanos a L haciendo que x sea negativo y

significativamente grande en magnitud.

Ejemplo ' A

lim—=20
X—o0o X

v

lim —=0
X——00 X

Definicion 9
Basandonos en el autor antes mencionado la recta y =L se llama asintota
horizontal de la curva y = f(x) si:
lim f(x) =L o lim f(x)=L
X—00 X—>—00
Ejemplo:

En el ejercicio anterior y = 0, es asintota horizontal de lacurva y = f(x) = i puesto

que:
. 1 . 1
lim==00 lim ==0
X—00 X X—>—00 X
Teorema
. . . . 1
Sir > 0 es un namero racional, entonces lim — =0
X—00 X

Sir < 0 es un numero racional, tal que x" esta definido para todo x, entonces
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Ejemplos '

li 1 0
o xZ
li 1—O
o %2
1.
1 1 1
_x+1 2tz xt3 0+0 0
Hallar lim == = = =—=
x»0x2+4 x 4 1+i 1+0 1
2T T
2.
8x3 5x 2 5 2
83 +5x—2 Szt o Bty 0+0-0
Hallar lim —————= = lim X = lim =
x-o  3x2 4+ 2x x>0 2x x>0 3 2 340
2 Tt T3
X X X
" ()
= —(00) = 00O
3
(5045 2)ne 5 (342)o3
orque ———) > - -
porq x x  x2 Y x
3.
x3  4x 4
ol o AL FTaEtl I+ 5+1/x° 14040 1
T B v+ 7 w3 2 7 wew g 2 7 34040 3
x3 " x3 " x3 x? " x3

Ejemplos '

Calcular los siguientes limites

1.

. V3x2+3-V4x2 -5
lim =
Xk Va3 +6
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y (V3x2 +3 —V4xZ —5)(V3x% + 3 + V4x2 - 5)
= 1um
x>+oo (Vx3+6)(V3xZ + 3 + V4x% = 5)
1 (V3xZ+3) - (Vaxz =5)’

= 1m

x>te (Y3 4+ 6)(V3x2 + 3 + V4x2 — 5)
_ 3x2+3—4x*+5

lim —

x>t (Yx3 4 6)(V3x2 + 3 + V4x2 - 5)

. —x*+8
= lim —
x>t (Y33 +6)(V3x2 + 3 +V4x2 —5)
—x?+8
. x?2
= lim -
x>+o Yx3 + 6 (V3x2 +3+V4x2 -5
X X
8
_ ~1+
Xotoax3 6 ( [3x2 3 4x? 5
\/x4+F<\/7+x2 \/xz _F)
8
' —1+3 -1+0 1 1
x>to41 6 3 5\ Vo(v3++v4) o(3+2) O
—t+ =3 +t=+ [4——=
X X X X
= —00
2 1
B42xt-x  1+3—57 1+0-0 1
im———————— = lim = =-
x> 4x3 +x x—0 4+i 440 4
x2
X 1
1000x—lOOO li ai = 1000 li x? = 1000 li X
xo—0 X2 4+ 1 x—1>r—noox2+1_ x—1>I;n°0 x? 1 X—1>r—n°°1 1
2tz Ty
—1000( 0 )—0
- 1+0/
Vx

lim , sea y = v/x entonces x = y?; si x » o entonces y — oo

+
oTE e+ Vxrx
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= lim = lim = lim
X—00 ’ X—00 ’ X—00
2 + yZ + 2 + yZ _|_ y 2 _|_
’_2
_ 1
= lim

X—>00

= lim ! = ! = ! :izl
X*m\/ —1 Ji+v0o+o0 VI+0 Vi
1+ | +=5
y2 'y
4,
Jim (Vx+a-+x)
(rFa-VR)(Vxfatvr)  lim (VxFa)’ - (Vx)°
T (rra+e) o (xTatva)
o x+a—x
T et atvx
a
’}Ln'}"\/x-l-_a+\/_ =
5,

xl_i)l)}loox(\/x2 +1- x)
(WFI-x)(*+1+x) [(\/xz—-l-l)z — ()

ot (Vx?+1+x) VxZ+1+x
ox(x?+1—x?)
= lim
x>t NxZ2 +1+x
x
i x() . x I !
= Iim —— = 1m—= 1m
xokeo X2 414 x Xk 2 1 x>+ \/1+ 0+1
x? x
1 1 1

Vi+1l 1+1 2
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Ejemplos ;

1.
VA3 (E+3)(Va-3) () -G? x—9
lim—— = lim = lim = lim
MR R ) (V5-3) meG- HWE-3) el H(E-3)
9 x 9
x_ — — —
= lim = lim X X
x>0[x3 — 3x — 4/x + 12 xﬁw\/ﬁ 3x x 12
Z x ety
X X X X
9
= lim xl 5
X—00
x—3—4\/;+7
_ 1-0 _1_
T 0—-3-040 oo

2.

lim x? /24_12_\/5]
x>0 X

1. 2</z+x—12—\/§></2+xi2+x/§>
= 11mmx =
o <f2+xiz+x/§> o < 2+x—12+\/§>

= lim
X—00
< 2+i+\/§>
X
y 1 1 1 V2
xX—00 240 2 2V2 4
/2+x_12+\/§ V2+0+vV2 2V2
3.
s 8 5
s3—-8s+5 FER I-2+t3 1-0+0 1
lim =1i = lim = =—=
s— s’ —2s s— s7 2s X—00 2 + o0 (e'e)
5656 ST5s
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i L O - D) (V) - ()
e RS e A (Vmd 1) S a3V +1)

— lim nx? —1
x> (x + 3)(Vrx? + 1)
1
= lim 1 == lim 1 = lim "
o (x+3)(Vrx+1) xoomx? +x + 3vVnx + 3 xawﬁ+%+¥ %
m—20

T VT+0+40+40
_ s _TL'\/E_\/_
=ET % T P

Limite trigonométrico

Los limites trigonométricos son aquellos que contienen funciones
trigonométricas y que se los puede resolver mediante la aplicacion de limites
notables o de una identidad trigonométrica, pero ademas, de acuerdo con Barreno
et al. (2018) se puede “realizar algunas operaciones algebraicas como multiplicar y
dividir por un numero, factorizar, multiplicar por la conjugada o aplicar las

propiedades de los limites con la finalidad de evitar las indeterminaciones que

generalmente se presenta de la forma % ” (p- 70).

Para analizar este tipo de limites partimos del siguiente hecho sobre el cual Lara &

Arroba (2017) manifiestan que: cuanto x mas se aproxime a cero (en una vecindad

de cero), el cociente S2%

——se aproxima a 1, como lo apreciamos en la grafica. De

similar manera, podemos decir que cuanto x mas se aproxime a cero, el cociente

(1—cos(x)) .
—— S€e aproxima a cero.
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1. lim Sin@) _ lim —

x-0 X x—0 sin(x)
A
_sin(x)
Y= x
\V \V >

3. lim 2™ — 4

x->0 X

1.

Hallar &i_l)t(} sin(3%) = }Cl_r)rg) [?’SLGX)] = 3lim Sin(jx) =3(1)=3

2.

Hallar 1i 1 — cos(2x)

atar S sin(3%)

i [(3x)(1 — cos(2x))(2x)] i [ ] [1 — cos(2x)]
~ x50 | (3)(in(Bx)(2x) | 20 3x [sin(3x)
i [(3x)(1 — cos(2x))(2x)|  2x 2x. 1- cos(2x)
~ 200 | (3x)(sin(3x))(2x) | 3xx-0 [sm(Bx)] [ ]
i [(3x)(1 — cos(2x))(2x)] _ 2y, 3x 1 —cos(2x)
~ x50 | (3)(in(Bx)(2x) | 3 I(xl—r»r(l) sin(3x)> <x1—r>r(l) 2x )l
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(3x)(1 — cos(2x))(2x) 2
(3x)(sin(3x))(2x)

(Bx)(1 — cos(2x))(2x)| _
(3x)(sin(3x))(2x) |

3 (D)

Nota. El limite trigonométrico fundamental lo aplicaremos siempre que, tanto el
argumento de la funcidn trigonométrica como la expresion que aparece en el
denominador tiendan a cero para x tendiendo hacia un valor finito o infinito (Lara &

Arroba, 2017).

3.
sin(x—-3) sin(x — 3) ) 1 sin(x —3)
im = lim = [
>3 x2-9 x—>3(x—3)(x+3) x-3lx+3 (x—3)
sm(x - 1 1 1
] P | e ) 373 W =g =73
4.
Primera via
sin(2x)
tan(2x) y cos(2x) . sin(2x) . 1 sin(2x)
= lim

0 sin(x)  x00 sin(x)  xo0sin(x)cos(2x)  x-0 sin(x) cos(2x)
1 1
- (alcli% sm(x)) (hm sm(Zx)) (x—>0 cos(2x)>

B (1_ x ) " 2x sin(2x) (1_ 1 )

~ Woxsin()/ \x20 2x x50 cos(2x)
1 (1_ x )2 5 sin(2x) (l' 1 )
~ % \x%0 sin(x) X 2 20 cos(2x)

=2ma )< os(O)) 2(%) =2

46




Calculo I en una variable

Jorge Santiage locto Maldonado
lvdin Agustin Quizhpe Uchuari

Segunda via

tan(2x) ) 1 ) . x ~ 2xtan(2x)
pt sin(x) (}cl—r}(l) sin(x)) (}cl—rf(l) tan(2x)) B (}cl—r% X sin(x)) (!cl—r% 2x )
1/  tan(2x)
- ;ch—r}(l) sin(x)) 2x (}cl—rffl) 2x ) =2 =2

5.
lim 22 Seay=m—xcuandox - m,y— 0
x—>m M—X
sin (m—y) . sin(mw) cos(y) — cos(m) sin(y) . cos(m) sin(y)
= lim ———— = lim =—lim—————
y=0 y y=0 y y=0 y
sin
- _lim(—1) Y
y—-0
sin(y)
=—|—-lim(-1)(lim—=||=-1(-1D1) =1
[ lim( )<y1gr(1) ; )] (-D(D)
6.
_osin(x*—-1)  (x+1)sin(x?-1) _ sin(x? —1)
Im—e—1 M aiDe-Dn merDin—ar =0+ DO
=@@1) =2
7.
. ) 1 . sin(x)
im———=lim————=lim =
x>0xcsc(x) x-o, 1 x>0 X
sin(x)
. (ax +bx\ . rax —bx
cos(ax) — cos(bx) . [~2 Sln( > )sm( > )
m > = lim >
x—0 X x-0 X
a+ b\ . a—b>b
sin |x sin |x
[l ()
x—0 XX
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(IO, sl @)
x—0 x (a -2|- b) x-0 X (a ; b)
(oo

- —~@+)@-b) = 2 (a? - b?
=—5(a+)a = 2(a )

sin(sin(x))
X1 sin(x) B

9.
1—cos(@ . (1—cos(8)(1+cos(8) .. (1--cos?(8)
lim—————— = lim = lim
6-0 02 6-0 02(1 + cos(6)) 6-0602(1 + cos(0))
s sin?(0) i 1 _ sin?(0)
T 69002(1 + cos(8)) 6501 + cos(0) 620 62
- )= —— ()=
T 14cos(0) 1417 2
10.
sin®(x)
x—0 x3 -
11.
tan(3x) 1 lim tan(3x) = I 5x ~ 3xtan(3x)
Pl sin(5x) 50 sin(5x) g ASX) = sy sin(5x) #30 3x
1 5x . tan(3x)
T Sxxs0sin(5x) x50 3x
3x 5x tan(3x) 3
= —1i i =—(1)(1) =
5x x50 sin(5x)x-0 3x 5( Y1) =3/5
12.

sin(2x) _ sin(2x) (,/ 1+ cos(x)) _ sin(2x) (\/ 1+ cos(x))

im—————— = lim = lim

x>0 /1 — cos(x) X0 (\/1 — cos(x)) (\/1 + cos(x)) =0 /1 —cos?(x)
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. sin(2x) (/1 + cos(x)) . sin(x) six>0
= lim Jsin2 (o) = Isin() {—sin(x) six <0

(2 1+ cos(x) .
= lim sin( x)( i COS(x)) = lim _x lim ZXSIZ—I;(ZX) lim+ (\/1 + cos(x))

= i
x—0+ sin(x) x-0* x sin(x) x-o0+* x—0

= (%) (DX W1+ cos(0) = 2T+ 1 = 2v2

13.
()

14.

=1

3x —-3x

- e - e -
3}1_)1‘{)10 3% ;g 3x 3}1_)1‘{)10 tanh(3x) =1

15.

sin®(x)

sin?(x
T lim sin?(x) = lim @) _
X—00

x—0 x2+1 x-o0x2+ x—o x2 + 1

16.

. -1
,}L%L tan™"(In(x))

17.

Jim, (In(x)) = —oo

In(x)

N
tan~!(—o0) = — >

__\‘
v
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y = arctan(x)

»
|

Definicion 10
En este mismo sentido, de acuerdo con el autor antes mencionado, sea f una

funcién definida sobre algun intervalo | — o, a[. Entonces lim f(x) = L, significa
X—>—00

que para todo € > 0 existe un correspondiente nimero N tal que si x < N, entonces
|f(x) —L| <e.

Definicion 11
Asi mismo, refiriéndonos al mismo autor, sea f una funcion definida sobre algun

intervalo ]a, oo[. Entonces lim f(x) = oo, significa que para todo niumero positivo M
X—> 00

existe un correspondiente nimero positivo N tal que si si x > N, entonces f(x) >
M.

33. }im arctan(e*)

()
=

lim e* = o
X—00

v

arctan(oo) =
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Ejemplos '

1.
d d d
1-e" = (1—e%) |2 (D) = 2= ()] —e* e
lim = lim 49X "~ _ iy 9% dx = i = — lim —
x—>001-|-2ex_x1—>r£lo d X _x1—>rg d d x _xl—{go 2ex xl—r>1c;1026x
a(1+2€) a(l)ﬁ'Za(e)
11
- x1—>r232 2
2.
1
lim(e~?* cos(x)) = lim e~?* lim cos(x) = lim — lim cos(x) = 0
X—00 X—00 X—00 X—00 e X—00

Sanchez & Valdés (1982, p. 93) manifiesta que, el producto de una sucesion
infinitesimal por una sucesidén acotada es una sucesion infinitesimal, esto como

camino para solucionar el limite precedente.

Definicion 12
Para Sanchez & Valdés (1982, p. 97) declaran que toda sucesion infinitesimal es

convergente (el limite es cero).

h(x) =x*>+1 f(x) < gx) < h(x) f(x) = x?
f(x) = x? h(x) = x2 +1
sin?(x) .
g(x)_x2+1 0<x“<x“+1
0< < !
x2+1  x?
. 1 —0
xl—I>IC>10x2+1_
li ! =0
Jim 7 =
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Limite fundamental algebraico

1
Se conoce con este nombre a limites del tipo: lir%(l + x)x
X—

1 1
Evaluando lin(l)(l + x)x = (14 0)o = (1), lo cual es una forma indeterminada
xX—

1
La siguiente tabla muestra como varia (1 + x)x cuando x se aproxima a 0 por

izquierda y por derecha:

x GO
0,5 2,25
0,1 2,59 1
0,01 2,7
0,001 2,718 f) = (1 + 0%
0,00001 | 2,718285 l\=
0,000001 | 2,71828
—0,5 4
—0,1 2,86
—0,01 2,73199
—0,001 | 2716992
—0,0001 | 0,718417
—0,0001 2,7182

De la tabla de valores vemos que las imagenes de f se acercan cada vez mas a

2,7182, cuando x se aproxima a cero.

1
Por lo tanto lir%(l +x)x=e
X—

t

1
lim(1 + x)x = lim (1 +—) =e
x—0 t—>o t

Observaciéon. Lara & Arroba (2017) expresan que e es el limite de cualquier

expresion de la forma: (1 + D)l/D, donde [] representa una expresion que tiende a

ceroy 1/L] representa una expresion que tiende al infinito.
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Ejemplos /4
1.

3 113
Hallar lim(1 + )% = lim [(1 + 05| = [ = ¢?
x—0 x—0

2.
i e x§.12 xzé'z
. X . * X — 1 A x 3 _ 1 A X
vanar g1+ Q) = |(143) | <im0 3] = 1m|1+3)
1 2
= [e]?z = e3
3.
th h152 R710
Hallar li i li 2y2° li 2\? li 2\?
aarhl_)lg(1+ﬁ) _hl_{lc}o(l-l_ﬁ) —hl_r>r(1) (1+E) —hl_r>r(1) (1+E)
= [e]10 = ¢10
4.
aflar h1—>l£lo( _E) _hl—r}c}o( _E) _hl—{?o< _E)
4h72(=3)
li 1 AN —6
= ( _E) - ¢
5.
_1
lin(}(l + sin(x))sin() = ¢
X—
6.
o za anz *
. o W a _ o a _
xl—l>l:100 (1 + x) x1—1>r-|¥loo (1 + x) xl—1>r-|1-’loo (1 + x) €
7.
x (-1
lim (1 - 1) lim (1 —1) o1
X—00 X _ XD X — =171 = o2
) 1\ . 1\* e
lm (1+3)  Jim (1+3)
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8.

; e™ ; 5x—x2-5x ‘ —x?2 ‘ 1 1 1
lim——=Ilime =lime™ =lm—=—=—=0
x—-00 @X“+5X  x-00 x—00 x—o X e® 00

Hallar los limites de la forma
lim [p(:)]¥® = ¢
xX—a

Segun Demidovich (1967) debe tomarse en cuenta que:

1) si existen los limites finitos lim ¢(x) = A y lim y(x) = B, se tiene que C = AB
xX—a x—a
2) si limpx)=A#1 y limy(x)=to, el problema de hallar el limite se
xX—>a xX—a

resuelve facilmente.

3) silime(x) =1y limy(x) = oo, se supone que ¢(x) =1+ a(x), donde a(x) -
xX—a xX—-a

0, cuando x — a Yy, por consiguiente:

1 ya@Y(x)
C = lim {[1 N a(x)]m} _ plimatow@ _ limleG-1p0)
xX—->a
Cero elevado a un nimero Un ndmero elevado a infinito
Ok:{O Sl.k>0 k°°={oo ka>1
o sik<0 0 si0<k<1
Ejemplo '
1.
i <sin(2x)>1+x
lim
x—0 X
sin(2x 2sin(2x sin(2x
lim< ( )> = lim#= Zlimgz 2(1) =2
x—0 X x—0 2x x—a

sin(2x)>1+x YR

lim(1+x)=1+O:1—>lim<
x—0 X

x—0
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2.
i (x+1>"Z
e \2x + 1
x 1 1
o (x+1 Cox Ty . 1+2 1
11m< )=11m = lim =—
x-o \2x + 1 x—>002_x+1 x—>002+1 2
x X X
i =0 i (ZE1) = () o
xl—pc:lox xl—{?o 2x + 1 2
3.
_2x
x+1Y) x+1
x—1\* 2 \\" 2 \1—2
im (S0 = i (15 (- =2)) = am [+ (- 2)
x—oo \X + 1 xX—00 x+1 xX—00 x+1
. 2
xe1) I, 55T i
_ . 2 _2 _ llm _Z_x _ X—00 _+1 _ _2
=< lim |1+ ) = ex-0 X+l =¢ xX'x =e
X—00

@(x) =1+ a(x)

x—1 |x+1

—-x—1 1

0-2

x—1 1 2 1+( )
=]1]-—> —

x+1 x+1 x+1

Al calcular limites de la forma que se da a continuacién, es conveniente saber que,

si existe y es positivo el lim f(x), se tiene que:
xX—>a

lim[In(f ()] = In | lim £ ()|

Ejemplo '

In(1+x) 1 . 1 _ 1
Hallar lim———= =lim—-In(1 + x) = limIn(1 4+ x)x =1In [llm(l + x)x] = In[e]
x—0 X x-0X x—0 x—0

=1
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Ejercicios propuestos

1. Calcular, utilizando las propiedades, los siguientes limites:

3x+4

a. -
x—>1Xx“+1

b. i x%+5x—6
T x51x%2+42x-3
. x348
c. lim =
x—>—2X4—4

. Vi+x—J/1—-x
d. hm T

x-0

x—yT

e. lim
x-y X-Y

2. En los siguientes ejercicios calcular }lir%w

para:

a. f(x) =2x?
3. Calcular:

. VxZ-23/x+1
a. hnl—————————
x->1 (x—1)2
Vx-8

1m s—
xX—64 3\/5—4

C. 1im1(2x2 +x+1)=2
xX—-—

d. limv4x —12 =2

x4

e. lim (2—") -1

x—2 \x+2

. vx2-1 1
f. lim ==
x—+o0o 4x+3 4

8x345x—2

g. lim 282

X——00 3x7+x+1

m —— =
X—00 Vx6+1

2
. xX“+6x+8
k. 1 =

X—o0 X2—5x—14
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. §3-8s+5
lim =

s—oo Vs7-2s

DIlimV3x+2—-+v3x=0

X—00

W_:l:\/E

" x50 x+3

. 1lIm =
t—oo 3t2—t+2 3

lim (x — V3% —x) = .

X—00 2

8t2+4 8

lim 4x(vVx —vVx — 1) = +o0

X—00

;ll—rgo x—=2/x =1
lim 2 = o
x—oo X—4
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Capitulo

2

Cuando nos referimos a continuidad, podemos manifestar que “una funcion f es

Continvidad

Definicion 13

continua en x = a, significa que no hay interrupcion de la grafica de f en a. Es
decir, la gréfica no tiene saltos o huecos en a” (Larson y Edwards, 2010, p. 88). En

otras palabras:
lim f(x) = f(a)
xX—-a

Si f es continua en a, entonces:

1. f(a) esta definida (esto es, a esta en el dominio de f)

2. lim f(x) existe
xX—a

3. lim f(x) = f(a)

Determinar si f(x) = x? + 1 es continuaen x = 1

e 1estaeneldominiode f, porlotanto, f(1) = (1)?+1=1+1=2
. lirri(xz +1)=(1)?*+1=2

X—
e lim(x%+1)=f(1)

x—-1

o f(x) =x%+1, escontinuaenx =1
Determinar si f(x) = li—l es continuaenx =0

e f(0) no esta definida, f(x) no es continuaen x =0
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Continuidad en un punto
Definicion 14
Para Lara & Arroba (2017) una funcién es continua por la derecha de un nimero

X =asik
lim f(x) = f(@)
x—-a
y f es continua por la izquierda de x = a si
lim f(x) = f(a)
Ejemplos
1.

li—l parax + 0
0 parax=0

Determinar si f(x) = { es continuaenx =0

f(0) = 0 esta definida

X
(X six>o0
!x
— X
fG) = -~ six <0

0 parax=0
1 six>0 lim f(x) = lim (1) =1
={-1 six<0 x0% x>0t
0 parax=20 xlir(r)l- fe) = xlggl-(_l) =-1

- Alim f(x)
x—0
~ f(x) no es continua en x = 0

2.

2

¢Es f(x) = {_

para x + 2

2 continua en x = 2?

X
—
4 parax =2

f(2) = 4 (esta definida)
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(x +2)(x — 2)
fx) = (x —2)

4 parax = 2

x+2 parax # 2

parax *+ 2 _{
flx) = 4 parax = 2

}Ci_rgf(x) =}Ci£r%(x+2) =2+2)=4

lirr% f(x) =f(2)=4,f escontinuaenx =4
xX—

i parax < —1

Determinar si f(x) = xT‘l para—1<x <1 €s continua a la derecha e
Vx parax =1

izquierdade -1y 1

Nota: f esté definida en forma diferente a la derecha e izquierda de —1y 1

(-D=—=-1
f - -1 -
lim f(x)= li ! 1
im f(x)= lim —=—=-—
x—>—1" x->-1"x -1 : - _
) ool 1-1 2 1*3£Ef@)_ !
x—}m“L fx) = x—lr—ri*L 2 2 2
~ f escontinuaen x = -1
f=vi=1
im £ = 1 x—1 1-1
1m X) = 1m ==
x-1~ x=17 2 2 - A lirr} f(x) ~ fnoescontinuaenx =1
. T _ _ x—
Jim £ = Jim V& = VT =1
4.
2_
parax > —3

Halla la discontinuidad de f(x) = {x2+x
1 parax < —3

Las posibles discontinuidades se presentan en x = 1y x = 0 (las raices de

x?+xyenx=-3)
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f no esta definidaenx = —-1yenx =0, f es discontinuaenx =—-1yx =0

x+D(Hx-1)
=x—-1 -3)=1
x(x+1) f=3)
ox—1y -3-1 4
lim ( )= == ) . ,
x->-3"\ X -3 3—>2]11m3f(x),fesd|scont|nuaenx=—3
. " P
i, (1 =1
Hallar las discontinuidades de:
(=~ > —1 (=2 > —1
|x2+1 P77 |x2+1  ”
x+1 1
f(x)={x2_1 parax < —1 = {x—l x < -1
1 1
LE parax = —1 LE x=-1
G+~ 1
(9&4——1}(3(—1)_361.—1 x 1 _ 1
o241 141 2
1 1
i = __ - Al X
e e A )
1
_1 — —
f=1) =

Continuidad en un intervalo

Definicion 15

De acuerdo con Lara & Arroba (2017) una funcion f es continua sobre un intervalo
si es continua en cada namero del intervalo. (Si f esta definido solo en un lado de

un punto extremo del intervalo, entendemos por continua en el punto extremo, como

continua por la derecha o continua por la izquierda).

Dada la funcion f definida por:

X, six<1
f(x):{x2+1, sil<x<2
2, six>2
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a. Realizar un grafico de la funcion

<

b. Para que la funcion f sea continua en el punto x, ¢qué debe cumplirse?
f (x,) debe estar definida

lim f(x) debe existir
X—Xg

Jim £G0) = f(x0)

Cc. ¢Esfcontinuaen]—oo,1[? ¢y en]1,2[? ¢yen]2,+oo[?
f es continuaen ] — oo, 1]
f es continua en 1,2
f es continua en ]2, +oo|

d. Calcular x]l)r%_ f(x) y}}irg f(x), ¢soniguales?
xhj{k F) - xlir%(xz FD=miL =2 - Alim f(x),~ f no es continua
Jim /09 = Jim (9 =1 s
enx =1

e. ¢Es continua la funcién en los puntos x =1y x = 27?
f(2) =(2)*+1 =5 Notese que f(2) € Df
Jim, ) = Jim, @) =2 | |
xliJ?— £(x) = x‘i‘?-("z +1)=(22+1=5 - ﬂ}cllr%f(x),.-. f no es continua

enx =2

Teorema. Si f y g son continuas en x =a y C es una constante, entonces las

siguientes funciones son también continuas en x = a:
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l1.f+g 2.f—g 3.¢f 4. fg 5.

sig#0

~

Q I~

Teorema

a) Cualquier funcién polinomial es continua en todo su dominio; es decir, es
continua sobre
R :] — o0, oo[

b) Cualquier funcion racional es continua siempre que esté definida; esto es, es

continua en su dominio.

Teorema. Los siguientes tipos de funciones son continuas en todo niamero de sus

dominios:

funciones polinomiales funciones racionales
funciones raiz
funciones trigonométricas funciones trigonométricas inversas

funciones exponenciales funciones logaritmicas

Teorema. Si f es continua en b, y lim g(x) = b, entonces lim f(g(x)) = f(b)
x—a xX—-a

Calcular lim sin(x? — 1)
X

Sean f(x) =sinx y gx)=x*-1

lim(x?—-1)=(1)2?-1
x—1

lirr%(xz —1)=0 - il_r)r} sin(x?2 — 1) = f(0) = sin(0) = 0
X

{f es continuaenx =0}, 0 € D,

flg(x)) =sin(x? + 1)

Teorema. Si g es continua en x = ay f es continua en g(a), entonces la funcién

compuesta f o g dada por (f o g)(x) = f(g(x)) es continuaen x = a
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Ejemplo

Sea f(x) = cos(x? + 1). Explique por qué f es continua para todo real x.

f es una funcion continua puesto que se puede expresar como la composicion de

dos funciones continuas:

h(x) =cos(x) A gix)=x*+1, f=hog

Nota: Si xli_)rgof(x) existe y es finito, pero f(x,) no existe o si existe f(x,) #
)}Lrgof(x) se puede definir o redefinir la funcion f en x, de tal manera que ella sea
continua tomando f(x,) = xh_)r)rclo f(x). Cuando esto es posible se dice que la funcion
f tiene discontinuidad evitable o removible. Si lim f(x) no existe, la discontinuidad

X—Xg

serd inevitable.

1.
3_
Si f(x) = ’;Jr—ll defina f(—1) de tal manera que f sea continua en —1.

f(—=1) no esta definida
3

li = i
Jm, fG) = Jim S
3— - - . .
limlf(x) = liml’;Tl1 no existe, entonces no es posible definir f para que sea

x—— x——

continua en x = 1. La discontinuidad de f es inevitable.

2.

3 2_ 9
Si f(x) = % ¢ces posible definir f(—1) de tal manera que f sea continua
en —17?

f(—1) no esta definida

x3+3x2-2x—-4 x+1)(x?+2x—4
lim = lim ( ) ) = lim (x? — 2x — 4)
x—>—1 x+1 x—>—1 x+1 x->—1

=(-1)2-2(-1)—4=-1
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F(=1) = lim f() = -1

Entonces
x3+3x2-2x—4
Flx) = T 1 , Six#—1
-1, six =-—1
3.
@) x3 -8 . x3-8 . (x—2)(x?2+2x+4)
xX) = —_—
! x2 -4 2 x?— 4 o2 (x—2)(x+2)
(2) no esta definid fjm X F 24
no esta definida = _—
U xlzg x+2
4+4+4 3
= 2 =
x3-8 . X3
— Six : — 2 —
REAC R PE E lim——7=3=£(2)
3 Six =2
4.
G(x) = 2’;2—“1 La funcién x? + 1 es continua, es una funciéon polinomial. La
Xe—x—
funcién 2x2 — x — 1 es continua, es una funcién polinomial. Por
2
G(x) = x"+1 tanto G es continua en R, por ser una funcién racional excepto

C(x—-D(2x+1
( X ) donde: 2x2 —x — 1 = 0 es decir en: {~1/,,1}

5 e es continua por ser la composicion de dos continuas e*
y sin(t). cos(mwt) +2 es continua por ser la suma de dos
continuas cos(mt) y 2, ademas, cos(mt) + 2 esta definida para
todo R. esin(®

R(t) = ——
sin(®) ® 2 + cos(mt)

° es continua, por ser cociente entre continuas

" 2+cos(mt)

Utilice la continuidad para evaluar cada uno de los siguientes limites
lim sin(x + sin(x)) — funcién interna
X—TT

f(g(x)) = sin(x + sin(x))
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Sea f(x) = sin(x) y g(x) = x + sin(x)

)lci_r)glt(x +sin(x)) =w+sin(n) =n+0=m - chl_r)r}t sin(x + sin(x)) = f () = sin(w)

=0

fescontinuaenx =m

Encuentre los valores de ay b que hacen a f continua para todo x

x2 -4 ]
2 six <2
xX) = X
fx) ax? —bx+3 si2<x<3 f&)
2x—a+b six>3
x—2)(x+2
( it ) Six <2
— x—2
ax? —bx+3 si2<x<3
2x—a+b six=>3
f(x)
X+ 2 six <2 lirgl_(x+2)=(2+2)=4
=dax?—-bx+3 si2<x<3 * 5 ,
2X—a+b Six23 xll)r;l_'_(ax _bx+3)_a(2) _b(2)+3—4a_2b+3

lirgl_(ax2 —bx+3)=a3)?-b3)+3 lir§1+(2x —a+b)=23)—a+b
x- %>

lim (ax? —bx+3) =9a—3b+3 lim(2x—a+b)=6—a+b
x—-3~ x—-37%

4=4a—-2b+3 9a—3b+3=—a+b+6 2a—b== (-2)
4a—2b=1 9a—3b+a—-b=6-3 5a—2b=§
2a—b=§ 10a — 4b = 3 —4q+2b = —1
S5q—2b=> S5q—2b=>
2 2
1
a=-
2
1
N . 1
2(2) b="/
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— =1/2_1
=1/2

Ejercicios propuestos /

. N parax > 3
a. Hallar las discontinuidades de f(x) = {*7°
— parax <3
x+3
3yx=-3
2
{x\/;x parax >0
b. Hallar las discontinuidades de f(x) = ! 0 parax=0
| %2
o, parax < 0

Vt—+Vt—1 parat>1

c. Hallar las discontinuidades de f(t) = {ﬁ

— parat <1

x=-1

t=1
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L Derivada e

3

Cuando hablamos de derivada de una funcion, podemos interpretarla como
la razén de cambio instantaneo de la funcion en un punto determinado, en este
mismo sentido, Tomeo et al. (2012) refieren que “se interpreta como la pendiente
de la recta tangente a la grafica en el punto considerado. Una funcién definida en
el intervalo [0, +o[, por ejemplo, no sera derivable en el punto 0, donde solo podran

existir limites por la derecha” (p. 64).

Asi mismo, la derivada de una funcién y = f(x) es una funcién que se denota por
f'(x) definida asi:

fx+h) - fx)
h

, :

x) = lim

f'() = lim

El dominio de f’ es el conjunto de todos los nimeros para los cuales el limite existe;

en todos aquellos valores de x, se dice que f es diferenciable. El proceso para
obtener una derivada es conocido como diferenciacion.

A derivada de y = f(x) se denota de diversas formas:

dy d

d
f’(.X'), Df' Dxf, a' &f’ a(f(x))' y,' y

Uso de la definicion para calcular derivadas.
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Ejemplo '

1.

Diferenciar f(x) = x?

- Hallar el cociente diferencial

fx+h)—f(x) (x+h)?—x> x*+2xh+h*>—x*> 2xh+h®
h B h B h B h

- Hallamos el limite al cociente diferencial

f(x+h)—f(x) . 2xh+h?> _ h(2x+h)
=lim———— = lim————
h h—-0 h h—-0

f'(x) = }ll_r)l(} = }Ll_l}(lJ(ZX + h)

=2x+0=2x
2.

Diferenciar f(x) = 7x3

fx+h) —f(x) 7(x+h)>—7x>  7(x®+3x*h + 3xh® + h®) — 7x°

h h h
3 7x3 4+ 21x%h + 21xh? + 7h3 — 7x3 B 21x%h + 21xh? 4+ 7h3
B h B h
o) = i JET D = fQ) | 21x*h 4 21xh® + 7h
f (x) = hl_r)% " = hlir(l) A
- h(21x% + 21xh + 7h?)
= lim
h—0 h

= }lin(l)(le2 + 21xh + 7h?) = 21x2 + 21x(0) + 7(0)? = 21x?

3.
Diferenciar f(x) = 1/x
1 1 x—(x+h) x—x-—nh —h
fa+M—fxX) xFh x_ G+hH® G+  G+hX
h h h h h
B h
T h(x+h) ()
, . fxe+th)—f) h . 1 1
') = lim h L R Yovy A yon el L R R 8 YO S N 1))
1
T X2
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4,
Diferenciar f(x) = x", donden > 0

fx+h)—fx) x+h)"—x"
h h h

(x+y)"

n(n —1)x"?

=x"+nx" 1y + >

yz +...+yn

fx+h)—-fx) x"+ nx""1h +%n(n — 1D)x"2R2 4 - + B — x
h - h

FOt ) — fGr) | na"h gn(n — D 2hE 4 ot Y
h - h

) = i fx+h)—f(x) . nx" " 1h +%n(n — Dx" 2R2 4 .- + R
f'x) = hl_I}a " = hl_r)r(l) -

h [xn_1 + %n(n —Dx"2h+ -+ h”_l]
h

fx) =
f'(x) = }li_r)r(l) <x"_1 + %n(n —Dx"2h+ -+ h"‘1>

fl(x) =x""1+ %n(n — Dx™2(0) + -+ (0)* !
flfx)=x""14+0+0
fl(x) =xm1

Derivadas de funciones basicas

De acuerdo con Leithold (1987) el procedimiento que se sigue para encontrar la
derivada de una funcién se llama diferenciacién, sin embargo, como este proceso
es demasiado largo existen teoremas que permiten hallar mas facilmente la
derivada de ciertas funciones. A continuacion, se encuentran algunas derivadas de

funciones basicas:

1. ;—x(c) = 0 para todo constante ¢ 3. %(xn) = nx™"1 para todo néimero
2. :—x [cf(x)] =cf'(x) para toda real n
d . _
constante ¢ 4. — (sinx) = cosx

72




Calculo I en una variable

]w’ge S'(ml,[ago locto Maldonade
lvdin Agustin Quizhpe Uchuari

d . d 1
5. E(cos x) = —sinx 15.a(arccos x) = =
d — enp2 L3 -1
6. v (tanx) = sec“x 16.dx (arctanx) = —
7. L (secx) = secxtanx 17.% (arcsecx) = — 1
dx dx [x|Vx2-1
d d 1
8. —(cscx) = —cscxcotx = - -
—( ) 18.— (arccscx) PN
d
9. —(cotx) = —csc?x 4 —__1
dx 19. — (arccotx) —
d .
4 — d , .
10.dx (a*) = a*In a para todo numero 20_a (sinh x) = cosh x
a>0

d .
21. - (coshx) = sinh x

d
11.—(e*) = e*
dx 22.;—x (tanh x) = sech? x
d 11
12.—[log,(x)] ==-—para>0,a # 1
dx 8a(¥) xina P 23.i(sechx) = —sechxtanhx
d 1 dx
13.— (Inx) = - d
dx x 24.a (cschx) = —cschx coth x

d . 1
14.a(arcsm x) = —

a — 2
25.dx (cothx) = —csch” x
Derivadas laterales
Definicién 16

Refiriéndonos a las derivadas laterales, Lara & Arroba (2017) indican que una
funcion f es derivable en x = a si f'(a) existe. Es derivable sobre un intervalo
abierto ]a, b[ 0{0]a,©[ 0] — o,a[ 0 ] — », o[} si es derivable en todo nimero del

intervalo.

Derivadas a derecha e izquierda

De acuerdo con Lara & Arroba (2017) el lim f(x) existe si lim f(x) = lim f(x).
x—-a x—-a xX—a

Como la derivada de la funcion f en a esta dado por f'(a) = }lir%w; dicha

flc+m)—f(0) _ lim fx+h)—f(x)
AR ACY) - )

derivada existira si lim
h—ot h h—0~
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Estos limites son los que nos llevan a dar la siguiente definicion:

Definicién 17

Flx+h)—f(x) y lim f(x+h)—f(x)’ Si

Citando a los mismos autores, los limites lim
h—0t h h—-0— h

existen se les conoce como derivada a derecha y derivada a izquierda de f en el

punto a y se notan f{(a), f!(a) respectivamente.

Observacion. En este mismo orden, los autores antes citados manifiestan si f/(a)
y f!(a) existen y, ademas, f{(a) = f!(a), entonces se dice que existe la derivada
de la funcién f en el punto a.Es decir, f{(a) # f!(a) entonces f no es derivable en

a.

Indicar si las siguientes funciones son o no derivables en x =0

_(x? six<0
f(x)_{x, Ssix>0
£1(a) = lim fla+h)—f(a) lim fOO+h)—f(0) lim (h)2 =0
I v h "~ h—o- h T h>0- h
hZ
= lim — sih#0
h—-0" h

oy e J@t—f@ o fO+m-fO . h-0_
R R

=~ como f{(a) # f(a), se dice que f no es derivable en x = 0.

Relacion entre continuidad y derivabilidad
En términos de Lara & Arroba (2017) si f es derivable en a, entonces f es continua

ena.

Observacion. El reciproco del teorema anterior no siempre es verdadero. Es decir

que si f es continua en a, en general no es cierto que f es derivable en a.

Aqui es recomendable colocar un ejemplo, pudiera ser la funcion “valor absoluto” y

determinar que es continua en x= 0 pero no derivable en el mismo punto.
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Propiedades de la derivada

A través de las propiedades, se puede simplificar el calculo de la derivada de una

funcion, en este sentido Lara & Arroba (2017, p. 417) si f y g son derivables en x,

entonces f +g,f—g,.f xXgy (g) son derivables en x (...). Ademas”:
S £ g(0)] = f () £ =g (x)

d d d

T F@900] = f@) 790 + 900 - @)

d
dx

f(x)
g(x)

9@ )~ f() g2 g
- el

Calcular la derivada de las funciones reales definidas por:

1.
f(x) = x++x +sinx
o0 =(x +\/§+sinx)’

1 !

[l =)+ <x§> + (sinx)’

1 1
f'tx) =1 +§x_f+cosx

2.
_x—sinx
fx) = cscx
.« [x—sinx]
fix)= [ cscx ]
-« (escx)(x —sinx)" — (x — sinx)(cscx)’
fx= (cscx)?
£1(x) = (cscx)(1 — cosx) — (x — sinx)(—cscx cotx)

csc? x
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CSCX — €SCX COSx + x cscx cotx — sinx cscx cotx

f'(x) = >
csc x
1 CcoS X X 1 cosx sinxcosx
' _sinx sinx sinxsinx sinxsinx
f'x) =
2
csce x

1 COSX . XCOSX COSX
i,y _ Sinx  sinx ' sin?x  sinx
F1G) = h
sin? x

sinx — sinx cos x + x cos x — sinx cos x

F(x) = sinl2 x

sin? x

f'(x) =sinx — 2sinx cosx + x cos x

3.

1 1

f(x) =\/§+%=x5+2x_§
f'x) = [x% + Zx_%],

f'x) = (x%) + (Zx_%)

f'x) = %x_% +2 (—%)x_%

!

1 2 4

1
"(x) ==xZ+-x3
f'(x) > X +3x
4.
f(x) =sinxcosx

f'(x) = (sinx cosx)’

f'(x) =sinx (cosx)" + (cos x)(sinx)’
f'(x) = (sinx)(—sinx) + (cos x)(cos x)
f'(x) = —sin® x + cos? x

f'(x) =+ cos?x —sin? x

f'(x) = cos?x — (1 — cos?x)
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f'(x) = cos?x — 1+ cos?x
f'(x) =2cos?x—1
f'(x) = cos 2x

5.

f(x) _ axZ+bx+c

sin x+cosx

. ax? + bx + ¢\’
fea= <sinx + cosx>

) = (sinx + cos x)(ax® + bx + ¢)' — (ax? + bx + ¢)(sinx + cos x)’
[ = (sinx + cos x)2

') = (sinx + cosx)(2ax + b) — (ax? + bx + ¢)(cosx — sin x)
[ = (sinx + cos x)?

£

2ax sinx + bsinx + 2ax cosx + b cosx — ax? cosx — ax?sinx —bx cos x + bx sinx — cosx + csinx

(sin? x + 2 sin x cos x + cos? x)

sinx (ax? + 2ax + bx + b + ¢) + cosx (—ax? + 2ax —bx + b — ¢)
(1 + 2sinx cosx)

sinx (ax? + (2a + b)x + (b + ¢)) + cosx (—ax? + (2a — b)x + (b — ¢))

f) =

f'tx) = (1 + 2sinx cosx)
6.
R _ dar2
f(x)_ﬁ 2sinxcosx 333
1 Vx + 2 ,
"(x) =|—=—2sinxcosx ———
1 !
1\/ X3+ 2
fl(x) = (x‘i) — 2(sinxcosx)' — | —
x3—3

f'x) = —%x_% — 2[sinx (cos x)’ + (cos x)(sinx)’]

!

_(x%—g)(x%H) —(x§+2)<x%—3)
(-9

!
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f'x) = —%x% — 2[sin x(—sinx) + (cos x)(cos x)]

(=) - ()
(=-3)

1201 12 2
1 3 =X 3—XxX 3—=X 3—=Xx 3
f'(x):—§x7+23in2x—2coszx—3 1 3 2 3
(x3—3
_2
1 3 3% °
') ==5x 2+ 2(sin?x — cos?x) — — I
x3 —6x34+9
, 1 _3 .2 s 2 1
f(x)=—5x 2+ 2(sin“x — 1 +sin“x) — 2 1
X3 —6x3+9
2
~3x73
'(x) = 1‘%+2(2'2 1) :
f x) = zx Sin“ x 3 . 18 L 27 2
—EX +?X —?X3

5

1 3
f'(x) =—§x_7—2(1—231n2x)— 5
(—3 + 18x — 27x§)

5

1 3
f’(x)=—§x_7—2c032x— >
(—3 + 18x — 27x§>

7.
secx + tanx — cotx
f(x) ==
sinx + cosx + cscx
, secx + tanx — cotx\’
o0 = (% )
sinx + cosx + cscx
()

(sinx + cosx + cscx)(secx + tanx — cotx)’ — (sinx + cosx + cscx)(secx + tanx — cotx)’

(sinx + cosx + cscx)?
f'(x)

(sinx + cosx + cscx)(secx tan x + sec? x + csc? x) — (sin x + cos x + cscx)(cos x — sin x — cscx cotx)

(sin? x + cos? x + csc? x + 2sinx cosx + 2 sinx cscx + 2 cos x cscx)
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(sin? x + cos? x) + csc? x + 2 sinx (cos x + cscx) + 2 cos x cSC x
1+ csc?x + 2sinxcosx + 2 + 2 cotx
3 + csc? x + sin 2x + 2 cotx
f'()

(sinx + cosx + cscx)(secx tan x + sec? x + csc? x) — (sin x + cos x + cscx)(cos x — sin x — cscx cotx)
B 3+ csc?x + sin2x + 2 cotx

dy .

Calcular & si:
dx

8.

y =sinx + cosx

Z—Z=;—x[xsinx+cosx]
Z—i,:;—x(xsinx) +;—xcosx

dy d . .. d

T xa(smx) +smxa(x) +acosx
dy . .

T xXcosx + sinx — sinx

dy

1 = Xcosx

9.

fx) = %x3 +%x2 — 2x, encontrar todos los valores de x paralos que f'(x) =0

4

f'(x) = Ex3 +%x2 — Zx]

£/ =2 Bx?) 45 (<20) - 2
3 2

ff(x)=x*+x-2

ff) = +2)(x—-1)

ffx)=0

x+2)x—-1)=0

x+2=0vx—1=0

x=—-2Vx=1
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Encuentre una regla o formula para la derivada de los siguientes productos
de funciones utilizando el hecho que: (f.g)'(x) = f(x)g'(x) + g(xX)f'(x)

(f.g-h. k) (x) = [(fg)(h)]'(x) = (fg) (x) (hk)'(x) + (hk)(x)(fg)' (x)

= f(x)g)[h()K'(x) + k)R ()] + h)k)[f () g'(x) + g(x)f'(x)]
= f)g()h()k'(x) + f(x)gQ)h' () k(x) + f(x)g' (x)h(x)k(x)
+ () g(x)h(x)k(x)

Calcular D, f(x) si:

10.

1

sinx cos x

f(x) =tanx + cotx +

1 17
D.f(x) =D, tanx+COtx+sinx+cosx]

D.f(x) = D,(tanx) + D,(cot x) + D, (ﬁ) + Dx( : )

cos X

D.f(x) = sec? x — csc? x — cscx cotx + secx tan x

11.
o =265

ey = 20 (53) (55|

ey =2 () o ()] + [ (52) G52
o0 (52) G52

(x - 1; (x+2)Dx(x—1)— (x—1)Dx(x + 2)
ox(

x+2 (x + 2)2
x—1 x+2)(1)-(x-1D()
x+2> (x +2)2
Dx(x—1>=x+2—x+1
x+2 (x + 2)2
x—1 3
Dx(x+2):(x+2)2
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Dxf(x)=Z{X(i;;)(szy+x((xj’2)2><i;;)+1(;;)@;;)}

_ o 3x(x =1 3Bx(x—1)  x -1
I ity
6x(x —1) (x—1\°

Dxf(x)=2{(x+2)3+<x+z>}
12x(x — 1) x = 1y*
Dxf (x) T T@+27 2 (x+2)
Calcular y' si:
12.

y=Inx+ lnG) + ln(xlz)

y=Inx+Inl—Inx+Inl-Inx?

y=Inx—Inx—Inx?

y = —Inx?
y=-2Inx
y'=-2(nx)
=-2(;)
y= x
;L 2
Y=y

13.

y=x*Inx
y' = (x?*Inx)

y' =x%(Inx) + (Inx)(x?)’

y' = x? <%) + (Inx)(2x)

y =x+42xInx
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Derivada de la funcion compuesta

Para hallar la derivada de la composicién de dos funciones f(g(x)) usamos
la regla de la derivacion en cadena, en este mismo sentido Leithold (1987) “para
determinar la derivada de una funcion compuesta se usa uno de los teoremas
importantes del Calculo llamado regla de la cadena” (p. 245), y se pueden aplicar

los siguientes pasos:

1. En estos casos, hay que aprender a reconocer una funcion compuesta cuando

esta aparezca.

Considerar la funcion h(x) = (3x — 2)*. Esta funcion es la composicion de dos

funciones f(x) = x*y g(x) = (3x — 2); asique h(x) = (f o g)(x) = f(g(x))

2. Larepresentacion simbdlica de la regla de derivacion en cadena para f(g(x))

es:

d d d
= (9() = (96)) 9@

Ejemplos '

1.
Diferenciar h(x) = (3x — 2)*
h'(x) = [(3x — 2)*]

B (x) = 4(3x — 2)°(3x — 2)’
K (x) = 4(3x — 2)%(3)

h'(x) = 12(3x — 2)3
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2.

Diferenciar h(x) = sin(x* + 1)
h'(x) = [sin(x* + 1)]'

h'(x) = cos(x? + 1)(x? + 1)’
h'(x) = cos(x?* + 1)(2x)

R (x) = 2x cos(x? + 1)

3.

Diferenciar f(x) = %1
f@) =[]

f) = e (5x - 1)

f'(x) = 5e%1

4.

Diferenciar f(x) = In(2 + sin x)

f'(x) = [In(2 + sinx)]

f'(x) = . (2 + sinx)’

2 + sin

f'x) = x(0+cosx)

2 +sinx
() = —

11t = 2 +sinx (cos x)

5.

Diferenciar f(x) = sin e* *2x+5

fr(x) — [Sinex2+2x+5]'
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fr(x) = cos ex2+2x+5 (ex2+2x+5)’

fr(x) — cos eX t2x+5 (ex2+2x+5)(x2 +2x +5)
fr(x) — cos eX t2x+5 (ex2+2x+5)(2x +2)

fr(x) = (2x + 2) cos X2 +2x+5 (ex2+2x+5)

6.

Diferenciar y = cos®(x3 + 1)

y' = [cos®(x3 + 1)]’

y' =5cos*(x3 + 1) [cos(x3 + 1)]’

y' =5cos*(x3 + 1) [-sin(x3 + D](x3 + 1)’
y' =5cos*(x® + 1) [-sin(x® + 1)](3x?)

y' = —=15cos*(x3 + 1) sin(x3 + 1)

7.

Diferenciar f(x) = x%e* + [(Ecxj;z))] +sin(x? + 1)

f'(x) = {xzex + l((;szz))l + sin(x? + 1)}
x+2)7

f(x) = (x?e*) +

=D + [sin(x? + 1)]’

(x—x>)D(x+2) - (x+2)(x —x?)
(x —x2)2

f1e) = () (e®) + (M) +

+cos(x?+1) (x> + 1)

(x—x2)(1)—(x+2)(1 —2x)
+
(x —x?)2

f'(x) = x%e* + 2xe* + 2x cos(x? + 1)
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8.
Diferenciar f(x) = sin (x:ix In x)
ln x>l
f'(x) = cos (x al lenx <x2 al 2xlnx>,
x—1 x—1

x% + 2x x% + 2x , x2 4+ 2x\’
(x T lnx)_(x )(lnx)+(lnx)<x_1>l
£1(x) = cos (x;-l_ixlnx) '<x2+2x> (%)

[\ x—1

f'(x) = [sm(

f'(x) = cos

(x—1D(x%+2x) — (x* +2x)(x — 1)’
(x —1)?

+ (Inx)

2
f'(x) = cos (xx -l_- 2x In x)

<x2 + 2x> (1) + (nx) (x—1D2x +2) — (x% +2x)

- — (x—1)2
9.
Diferenciar f(x) = 1n(::+1)
! x3 ’
f'lx) = [ml
1y = (EH DG = G InCe” + DY

(In(e* + 1))

(In(e* + 1))(3x?) — () (5r3g) (e* + 1)’
In2(e* + 1)

f'ex) =

(n(e* + )33 ~ (5257 (€9
n2(e* + 1)

f'x) =
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3,x
2 x _ x°e
3x“In(e* + 1) F T

f1 = In2(e* + 1)

10.

Diferenciar f(x) = vsinx cos x + 2

!

£ = [(sinx cos x + 2)2
£10x) = %(sinx cosx + 2)Z (sinx cos x + 2)’

£ = %(sinx cosx +2) 72 [(sinx cos x)’ + (2)']

£ = %(sinx cos x +2)7 [(sinx)(cos x)’ + (cos x)(sinx)']
£ = %(sinx cos x +2) 72 [(sinx) (= sin x) + (cos x)(cos x)]
f'() = 5 (sinx cosx + 2)"2 (= sin? x + cos? x)

1
fl(x) = > (sinx cosx + 2)72 (cos? x — sin? x)

11.

Diferenciar f(x) = Vx2 + 3x + 1Vx3 — 1

!

f&x) = [(x2 T 3x+ 120 — 1)%]

F/00) = G + 30+ 2| - 1)%], + 00— 13[4 30+ 132

11 2
f'(x) = (x? 4+ 3x + 1)2 §(x3 — 17303 = 1)

11 1
+ (x3-1)3 E(x2 +3x+1)2(x?+3x + 1)
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fl(x) = (x*+3x+ 1)% %(x3 - 1)_%(3362) + (x3 — 1)% %(x2 +3x + 1)_%(2x +3)

1 2 1 1 1
ff(x)=x2(x?+3x+1)2 (x3-1)3+ E(Zx +3)(x3—-1)3 (x> +3x+1)2

Derivacion implicita

La derivacion implicita permite la simplificacion en el calculo de las
derivadas, al respecto Swokowski (1988) “f esta definida implicitamente por una
ecuacion si y solo si al sustituir y por f(x) se llega a una identidad” (p. 136), o
también se puede aplicar lo siguiente, en ese caso Farrand & Jim Poxon (1988)

plantean y dan respuesta a las siguientes preguntas:

¢Como decidir cudndo usar derivaciéon implicita?

Se puede usar derivacion implicita para hallar dy cuando y no ha sido dada
como una funcion de x, una ecuacion que dx relaciona dos variables, xey, describe
una relacion entre las dos variables que puede representarse graficamente. Esto

no necesariamente define una variable en funciéon de la otra.

(x2+y2)2+3x2y—y3=0
x%e*+yt—e¥ =2

¢,Como diferenciar implicitamente?
Para realizar una derivacion implicita se trata y como una funcion de x y se

diferencian ambos lados de la ecuacion.

Proceder con cautela al usar las reglas para derivacion
Cuando se deriva implicitamente, deberian aplicarse cuidadosamente las

reglas de la cadena, producto y cociente. Al final, se despeja f'(x).
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Ejemplos '

1.

1
Sobre lacurva xy + yz = x + y, hallar %

d d /1 d d
@ +o-(y2) =@+ =)

d()+ d()+1 _%dy_l_l_dy
TV TRY T dx
d 1 _1dy dy
Yty e T e

dy 1 _1

— —_ 2 — = _

dx(x+2y 1) y

dy 1-y

v 1

dx x+%y z2—-1

2.

Sobre la curva y? + e* = sin(x?y?) + 2, hallar Z—Z

d oo, 4o
[sin(e?y?)] + = (2)

O+ @) =

d d

2y%+exya(xy) = cos(x?%y ) (x y2) +0
d—+exy[ o+ —(x)]—cos(xz 2)[x2i( 2) 4 Zi(xZ)]
Y dx 2’ TV y dx > 'Y ax

d
— + e [ —+ y] = cos(x?y?) [szyd—z + nyz]

d d
zyd—y+ xe* dic] + ye*¥ = 2x?%y cos(x%y ) + 2xy? cos(x*y?)
dy  2xy®cos(x®y?) —ye™”

dx 2y + xe*¥ — 2x2y cos(x2y?)
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Derivada de funciones inversas

Teorema.

Sea f continua y estrictamente mondétona en [a, b]. Sea g la funcion inversa de f.

Si f'(x) existe para todo x €]a, b[; de esta misma forma, Rojas et al.(2017) “si

f:D € R - Res inyectiva, existe la funcién inversa f~1: Im(f) - D tal que:
x=frey=7fx

Se verifican, entonces” (p. 140).

1 1
g (3’) - f/(x) - f,(f_l(y))

1.

') #0y=f)Ax=f"1(y)

Sea f(x) = Inx, calcular la derivada de su funcién inversa.

Sea g su funcion inversa, entonces con el teorema descrito se tiene que:

1
O
X

y=Inx
ey = elnx
y=x=4g0)
g(y) =¢e”
g = ()
gy =e’
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g'(y) =e*
gy =x
2.

: d
Para f(x) = arcsin x hallar d—z

f'(x) = (arcsinx)’

y = arcsinx

siny = sin(arcsin x)
siny =x

g(y) =siny

g'(y) = (siny)’
g'(y) = cosy

g'(y) = cos(arcsin x)

g =v1-x?
1 cos(y) =+/1 — x2

1—x2

siny = x
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d _ d
a(sm)’) = a(x)

dy

Z -1
cosy —
dy 1
dx cosy

3.
dy
Para y = arctan x, hallar =

f'(x) = (arctanx)’

f,(x):1+x2
) = —
IV =00
1
g =—3
1+ x2
9' ) =1+x?

tany = tanarctan x

tany = x
2 cos(y) =
Vrt+1 i+
x
1
1
secy = cosy

secy =1+ x2
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sec?y =1+ x?

g(y) = tany

g'(x) = (tany)’

g'(x) =sec’y

g'(x) = sec?(arctan x)
g'() =1+x?

Derivacion logaritmica

Para Farrand & Jim Poxon (1988) “la diferenciacion logaritmica es
principalmente una técnica para ahorrar trabajo al diferenciar funciones que de otra
manera podrian generar el uso repetido de las reglas del producto y del cociente”
(p. 124).

Formula para la derivacion logaritmica

- a oy 2 P9 oy .
Debido a que ™ (Inf(x)) = o) f'(x) oo 58 tiene que:

F1G) = FG) 3 O fG2)
1.
Calcular la derivada de f(x) = x3(sin x)e*

Proceso:

Hallar In f (x).
Se simplifica In f(x) usando las propiedades de los logaritmos.

Se diferencia.

hr w0 b PRE

Se multiplica el resultado por f(x)
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In f(x) = In[x3(sin x)e*]
Inf(x) =Inx3+In(sinx) + Ine*
Inf(x) =3Inx +In(sinx) +xlne

Inf(x) =3Inx + In(sinx) + x

d d d _ d
—Inf(x) =3—Inx +—In(sinx) + —x

dx dx dx dx

dl ()—3d1 +dl i +d

I nf(x)= 7 X dxn(smx) v
/ —3(1)+ 4 (sinx) +1

fe) = x) Tsinxdx o¥

, _3+cosx

f(x)_x sin x

f'(x) = f(x) E+ cotx + 1]

f'(x) = x3(sinx)e* E + cotx + 1]

2.

2
Calcular la derivada de f(x) = %
flx)=y
Iny = In |22 =D°
ny=in x—5

Iny = Invx +In(x® — 1)? — In(x — 5)
1
Iny=Inx2+ 2In(x3 —1) —In(x — 5)

1
Iny =§lnx+ 2In(x3—-1) —In(x — 5)
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dl —1d1 +2dl(3 1) dl( 5)
dxny—denx dxnx dxnx

1dy 1/1
~2 = 2(5)+2
ydx 2\x

12 1) ) - o

( 1 )d(3 D 1 d .
x3—1/dx x x — 5dx (x )

X

1dy 1 6x? 1

ydx 2x x3—-1 x-5

dy 1 6x2 1
dx 2x x3—-1 x-5

dy Vx(x®—1)?
dx  x-5

1 6x? 1
2x x3—-1 x-5

Utilizacion de la derivacion logaritmica para evitar el uso repetido de las
reglas del producto y del cociente.

1.

(x3\/1+x(3—x2)4)
(x+1)7Vx+2

Diferenciar f(x) =

(x3V1 4+ x(3 — xH)*)
(x+1D7Vx+ 2

Iny =1In

Iny=Inx3+Inv1i+x+In(B3-x?)*—-In(x+1)” —InVx + 2

1 1
Iny = 31nx+§1n(1+x) +4In(3—x2)—7In(x + 1) —Eln(x+2)

d d 1d d . d
&11’1)/: 3§lnx+zaln(1+x)+4aln(3—x )—7aln(x+1)
1d
—EEIH(X-FZ)

1dy—3(1)+1( : )d(1+ )+ 4 )d(s -7 : )d( +1)
ydx  “\x) 2\1+4+x/dx x 3 —x?/)dx * x+1)dx >

_%<x+2>%(x+2)
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1dy 3, 1 8x 7 1
ydx x 2(1+x) 3—-x2 x+1 2(x+2)

dy [3 N 1 8x 7

YT 2040 3—x2 x+1 2(x+2)
dy (#*VI+x(3—-xH*) [ 8x 7
dx (x+1D7Vx+2 2(1+x) T 3—x2 x+1 2(x+2)
2.

__ sinxcos xsin(x+1) ,

Para f(x) = pra T hallar f'(x)
v =1 sin x cos x sin(x + 1)
ny=mwn sin(x + 3)

Iny = In(sinx) + In(cos x) + In(sin(x + 1)) — In(sin(x + 3))

d d d d d
alny I —In(sinx) + —ln(cos x) + —ln(sm(x +1)) — —ln(sm(x + 3))

1dy 1 ( 0 + 1 d d e+ D)
ydx sin x dx st cosx dx (cosx) + in(x +1)dx xS
1 d x+3)
Sln(x+3)d dx S
1d cosx sinx cos(x+1)d cos(x+3) d
ARt : ( )—(x+1)—¥—(x+3)
ydx sinx cosx sin(x+1)dx sin(x + 3) dx
1dy tx — tanx + cot(x + 1) t(x + 3
5 dx cotx — tanx + cot(x cot(x + 3)
dy
a=y[cotx—tanx+cot(x+1)—cot(x+3)]

dy sinxcosx sin(x + 1)
dx sin(x + 3)

[cotx —tanx + cot(x + 1) — cot(x + 3)]
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Uso de la derivacion logaritmica para funciones con la variable en el
exponente.
1.

Diferenciar f(x) = x*
Iny = Inx*

Iny=xInx

d1 B d( Inx)

dx Y T a

1dy d d
;a = (x)a(lnx) + (lnx)a(x)
1dy 1

yax (x) (;)+(lnx)

1d

——y=1+1nx

ydx

dy

a—y(1+lnx)

2.

Diferenciar y = (x% + 1)sin¥
Iny = ln[(xz + 1)sinx]
Iny = sinxIn(x? + 1)

dl —d[' In(x? +1)]
dx l’ly—dx Sin x In(x

d o d
alny = (sin x)a(ln(x2 + 1)) + (In(x? + 1))5 (sinx)

1d
“ (sinx)(
ydx

X%+ 1)%(;@ + 1) + (In(x* + 1)) (cos x)
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ldy Z2xsinx

;a = m-F COSXIH(XZ + 1)

dy [Zx sinx
dx y

2
211 + cosxIn(x* + 1)]

d_y — (xz + 1)sinx

[Zx sin x
dx

2
211 + cosxIn(x* + 1)]
Para todos los problemas que piden hallar %| (a,b) para una curva (a, b) esta

sobre la curva.
— Sobre la curva x? + y? = 4, hallar Z—i’| (1,43) /\Z—Z| (1,-v3)

L xty d_y
- &;;—Jx+y+&hmmﬁJQJ)

1
— Hallar Z—i’ si y esta definida implicitamente por e**Y = (x? — y?)3

— Hallar Z_Z G,—%) Si (x2+y2)2+3x2y—y3=0

— Hallar los puntos sobre la representacion grafica de x? + xy + y? = 4 donde la

. d
recta tangente es horizontal — buscar puntos d—z =0

y = —2x reemplazar en la original

Luego reemplazar en y = —2x

. d
- Siy3 - (g) + x% = xy + vy, hallar ﬁ (2,1)

— Sea y definido por sin(x + y) = x cos y?, hallar Z—z en el punto (0,0)
1
— Obtener la ecuacién de la recta que es tangente a lacurva (x> —y?)z =x+y —
6 en (5,4)
] 2
pendiente = =¥ pasa por (5,4)

y—y1 =m(x —x;)
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Hallar la ecuacion de la recta tangente o la representacion grafica de cosxy =

x sinxy en (1, g)

Demostrar que las gréficas y§ + x Ax =y + y° tiene una recta tangente comun
en el origen. Hallar Z_ﬂ (0,0) para ambas curvas (las rectas tienen igual
pendiente).

Demostrar que las graficas de xy = V2 Ax? — y? = 1 tienen rectas tangentes
perpendiculares en sus puntos de interseccion.

y = gyse reemplazaenx? —y?2 =1-x = +/2

Las curvas cortan en (v2,1)y (—v2,-1). Para la curva xy = v2

YooY Y _Y iz =L
Y tYE0o T dx|(\/§'1)_dx|( v2,-1) = V2

Paralacurvax?—vy2=1

dy dy x dy _dy _
-2y =0 =2 a|(\/i,1)_a|(—\/§,—1)_x/§

Dada la curva xy + x?y? = 1, hallar algunos puntos donde la recta tangente

tenga pendiente —1.

. Y ;. d
Para y = arccos(x) usar la diferenciacion implicita para hallar d—i

cos(y) =x

d d 1 sin(y) =1 —x?
2 (cosy) =—(x) )

o dy
—sin(y) v 1

x
dy 1 1

dx sin(y) - sin(arccos x)

dy 1

dx . Vi-axz

Paray = (x — 1)(x — 2)2(x — 3)3(x — 4)% hallar %

In(y) = In[(x — 1) (x — 2)*(x — 3)°(x — 4)*]
In(y) =In(x — 1) + In(x — 2)? + In(x — 3)3 + In(x — 4)*
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In(y) = In(x — 1) +2In(x —2) +3In(x —3) + 41In(x — 4)

1dy 1 2 d 3 d 4 d

yix  G-Ddx SG-D+ G-l T at Ve aga®
— 4)

dy 1 1 2 3

x Dt e a3 T a9

dy 2 3

Y =D -2Vt et e T e

Paray = (x + 9)/(x 9)] haIIar—

In(y) = In Ex +e

In(y) = %[ln(x +9) —In(x — 9)]

_Ey[(x+9)_(x—9)]

Paray = ’ %, hallar Z—z
1
In(y) = zInCx +4) + In(x? — 1) — In(x? + x + 1)]
dy 6x 2x+1

dx 5[(x+4) (x2—1) (x*+x+1)

Para y = x"®), hallar —

In(y) = In(x""*) lz_y =2 diln(x) Z—y =2y (l>

In(y) = In(x) In(x) yax x dx x .
1 dy 1 ay — 9,Inx (_)

ln(y) = 1n(x)2 ydx =2 (;) dx 2x x

In(y) = 21In(x)

d
Para x**, hallar é
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In(y) = ln[x(xx)]

In(y) = x* In(x)

In(y) = In[x* In(x)]
In(Iny) = In(x*) + In(x)
In(Iny) = xIn(x) + In(In x)

ldll —d(l)+dll
I n(ny)—dx xInx I n(lnx)

d | _d | | d 1 d |
ln(y)a l’l(y) - xa n(x) + I’I(X) a (X) + ln(x) a I’I(X')
1 1dy 1 1 1
In(y) ;@ - (E) +in(x) + In(x) (;)
L _dy =1+ In(x) +
yIn(y) dx x In(x)
dy 1
Ix yIn(y) [1 + In(x) + X (o)
dy o 1
= x* In(y) [1 + In(x) + I (x)]

Derivadas de orden superior

Son aquellas derivadas que se obtiene al derivar una funcién y = f(x), al
respecto Leithold (1987) “si f’ es la derivada de la funcién f, entonces f' también
es una funcién, y es la primera derivada de f. Algunas veces se le asigna el nombre
de primera funcion derivada” (pp. 277-278) asi mismo, la segunda derivada de una
funcion y = f(x) es la derivada de la primera derivada de f. La segunda derivada

de y = f(x) se denota de muchas maneras:

dty  df  d .
dx?’ dx?’ de(f(x))' yooy

f'G,  D*f,  Dx*f,

1.
Hallar la segunda derivada de f(x) = 2x5 —4x®> + 7x + 6
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f'(x) =(2x5—4x*+7x + 6)’ f(x) = %(mx4 —8x+7)=40x>—-8

f'(x) =10x*—8x+7

La enésima derivada de una funcién y = f(x) (donde n es un entero positivo) es la
derivada (n — 1) —ésima derivada de f. La enésima derivada de f se denota mas

frecuentemente como f™ (x).
2.
Hallar la sexta derivada de f(x) = 2x° —4x* +7x + 6
f'(x) =10x*—8x+7
f"(x) = 40x3 -8
@ (x) = 120x?
f®(x) = 240x
fO(x) =240
fO =0
3.
Hallar las derivadas de mayor orden de f(x) = sin(x)
f'(x) = cos(x)
f"(x) = —sin(x)
f®(x) = —cos(x)
f® ) = —(=sin(x))
@) = sin(x)

4,
Hallar la segunda derivada de y = sec?(x)
y' = (sec?x)’ y" = 2[sec? x (tanx)’
y' = 2secx (secx)’ + tan x (sec? x)']
y' = 2secx (secx tan x) y" = 2[sec? xsec? x + 2 sec? x tan x|
y' = 2sec?(x) tan(x) y" = 2sec*x + 4sec? xtanx

y'" = 2(sec® x tanx)’

101




N

5.

Calculo I en una variable

Jorge Santiage locto Maldonado
lodin Agustin Quizhpe Uchuari

Hallar la sexta derivada de f(x) = In(1 + x)

f'(x) = [In(1 +x)]

/o) = G L+
1
1) =

') =[a+x7

F@ ) =2[1+x)73
f®(x) =2[-301

+x)7™1 Ok = -6[-4(1
+x)’ +x)7°](1
@) =—6(1+x)"*(1) +x)'
6.
Para x'/2 + y1/2 = a'/2, hallar d*y/dx*
d 1 d /1 d /1
=)+ 707 =5(@)
1 1 1 _1dy
25T T T
=l 4y
dy _~g%° &2
de 1 2 1
7Y (x2>
=6y ‘
dx  \y - \x

f'e) =-1+x07%1
+x)’

') =-1+x07%Q)

') =—-1+x)"2

fE0) =-[A+x77
fP) =-6(1+x)"*
fFO@) =-6[(1+x)7*

i

fO0) =-[-201
+x)73](1
+ x)’

fA@) =201+x73(1)

fAM) =201+x)73

) =2414+x)"°

FO) = 24[(1 + )T
fOx) =-120(1+x)"°

d?y

dx2 2x
7O (V\E

ey (5 -G)[-()

dx? x2

d?y (%)%“

dx? 2x
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1 1 1
y2 + x2 d’y az
d?y x% dx? x%
dx? 2x
1
1 1
d?y y2+x2
dx? x%
7.
Sobre la curva x3 + y3 = 16, hallar d?y/dx?
d d d dy
— (D +— (V) =—(1 2 2xy? — 2x%y ==
)+ 07 =--(16) 332/=_ y : Y dx
3x2% + 3y2d—y =0 ’ ’ d
dx d%y 2xy—2x2d—3:
dy 3x? dxZ NE
-
dx 3)’ 2x +2L
dy_ = &y Ty
dx - yz dxz y3
d%y 2xy3 + 2x
dx? 5
d2
ﬁ = —ZX(_')/3 +X3)
2y
d d — = -2(16)Y
Ly Va0 axz = 200
dx? (y?)? dy = 327
dx? y5
8.
— 2
Paray = [(2 +1)] (4x + 3), hallar d?y/dx*
) =l [ &= DT (4x + 3)
n) =mlery|
) =1 ET 0T 4 ngax + 3
() = 30 [ S D] L incax +3

In(y) =3In(x — 1) = 3In(2x + 1) + In(4x + 3)
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1dy 3 6, 4
ydx x—1 2x+1 4x+3

dy [3 6 4 4 ]
dr Ylx—1 2x+1 2x+3

d2y  dp 3 6 4 3 6 4 1dy
Py _ A3 6 g3 6 4
dx? dxlx—1 2x+1 4x+3 x—1 2x+1 4x+3ldx
d?y 3 12 16 3 6 4 1°
2o el o
dx? (x—1)? (2x+1)? (4x+3)? x—1 2x+1 4x+3

d?y 3,12 16 +(3 6+4)2
dxz Y (x—1)2 (x+1?2 (4x+3)2 \x—1 2x+1 4x+3
d’y x-1D7
dx?  |(2x + 1)

N 12 16
2 (2x+1)2 (4x+3)2

3
(4x + 3) l— G-

+< 3 6 N 4 )2
x—1 2x+1 4x+3

Ejercicios propuestos /

a. Sealafuncién f:x - |x — 1| + |x| definido en R. Estudiar las derivadas de f

a derechayaizquierdaenelpuntox =0yx =1

b. Sea f lafuncion real definida por f(x) = v2 — x + vVx + 1. Estudiar si f esno
derivableenx =—-1yenx =2

c. Diferenciar y = log;(x? + 2x + 3)

d. Diferenciar f(x) = In(log;, x)

(x%2+1)
(x-5)

e. Diferenciar f(x) =

f. Diferenciar f(x) = sec(mvVx2 — 1)
g. Diferenciar f(x) = cos(In 2x) sin(In x)
h. Diferenciar (f o go ho k)(x)
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Diferenciarf (x) = cot(ax? + bx + ¢)
Diferenciar f(x) = In|(x — 1)(x — 2)|
. Diferenciar g(x) = f{f[f (x)]}

a+bx")m
a—bxm

Diferenciar y = (
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Capitulo

a4

Ofros métodos pora

caleular lmites

Comparacion de funciones y calculo de limites por equivalentes

Definicion 18

Sanchez & Valdés (1982) indica que si f(x) = e(x)g(x), donde lim e(x) = 0, se
x—=a

dice que f es infinitesimal respecto a la funcién g en a o cuando x — a y se escribe

f =o0(g) (se lee f es 0 pequefia de g).

f&x) -0

Nota: la condicion 11m g(x) = 0 esquivalente sig(x) # 0 parax #a a 11 im

Ejemplos

1. x? = o(x) parax — 0, pues 11m— =0
x—0 X

2. x = o(x?) para x - oo, pues lim = = =0
X—00

3. x™" =a(x™) cuando x = 0 para todo n, m naturales tales que n > m

4. x™ = a(x™) cuando x — oo para todo n, m naturales tales que n < m

Definicién 19

Sanchez & Valdés (1982) Si hm E =L # 0, se dice que f y g son funciones del

)
x)
mismo orden cuando x — a.
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Ejemplos '

3x

2
flx) = 5 es del mismo orden que la funcion g(x) = x* cuando x - 0
3 3x? 3 3
14+ x3 . X 1 _ _
T 1 pere e a1 e b A

f(x) =2x* + x + sin G) es del mismo orden que la funcién g(x) = x? cuando
X — 00

. (1

sin | —=
2x2+x+sin(%) 2+1+#)

lim = lim
X—00 xZ X—00 1

Mas interesante y de gran utilidad y aplicacion resuelta la equivalencia de

funciones.

Definicion 20
Sanchez & Valdés (1982) sefiala que las funciones f(x) y g(x) son equivalentes
cuando x — a y se escribe f(x)~g(x) (x = a) si ambas estan definidas y no se

anulan en una vecindad de a y se cumple:

x
im0 =4
x=a g(x)
Ejemplos ;
" ~x2 cuand lim —
T3 X" cuando x - 0, pues lime—5s = 1
4 2 ; 2
x2 + xsin(x) ~ =2 cuando x - oo, pues lim (x +x512(x))(x *3) g
x“+3 X—00 X*+2x
x(x+sinx)(x* +3)  x*+3x+x?sinx +3sinx
x> x(x3 4+ 2)  xoo x3 42
1+%+sizx+3512x
= lim —% =1
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Observaciones

1. Si f~f, cuando x — a (propiedad reflexiva).

2. Si f~g, cuando x — a, entonces g~f cuando x — a (propiedad simétrica).

3. Si f~g, cuando x - a y g~h cuando x - a, entonces f~h cuando x = a

(propiedad transitiva).

Teorema

Para que las funciones f(x) y g(x) definidas en cierta vecindad del punto a sean
equivalentes es necesario y suficiente que se cumpla que f(x) = g(x) + og(x)
cuando x — a siendo g(x) # 0 para x # a.

En este caso se dice que la funcién g(x) es la parte principal de la funcién f(x)

cuando x - a.

Teorema
Si en una vecindad de a estan definidas las funciones f(x), g(x), a(x) y se cumple
que f~g para x — a, entonces se cumple:
lim[f(x)g(x)] = lim[g(x)a(x)]
La igualdad se da a partir de la existencia de uno de los limites.

Para aplicar equivalencias en el célculo de limites, es necesario conocer la mayor
cantidad posible de pares de funciones equivalentes, veamos que:
1. sin(x)~x parax — 0

. arcsin(x) ~x parax - 0

@A+ 0% —1]~ax
. (b* = 1)~xIn(b)

6

2. tan(x)~x parax -0 7. arctan(x) ~x parax - 0
3. (1- cos(x))~xz—2 parax — 0 8
9

4. In(1+x)~x parax — 0
5. (e* — 1)~x parax — 0 10.logp (1 + x) ~xlog, e
Teniendo en cuenta los ejemplos anteriores se obtiene la cadena de infinitésimos
equivalentes cuando x — 0;

x~ sin(x) ~ tan(x) ~ arcsin(x) ~ arctan(x) ~In(1 + x) ~e* — 1 parax —» 0
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Ejemplos

In(1+x%) .. x* 1 In(1 + x?) ~x?
x-0 sin?(3x)  x-09x2 9 sin?(3x) = (sin3x)?~(3x)? = 9x?
i At _ In(1 + tan® x) ~ tan® x ~(x)?
x-0 esinfx_1  x50x2 (esinzx - 1)~ sin? x ~(x)2

Nota. La sustitucion de funciones por sus equivalentes so6lo puede ser aplicado a
productos de funciones, por lo que se hace necesario transformar primeramente en

productos las expresiones que contienen sumas.

1.
. tan(x)—sin(x) = x-—x tan(x) ~x
lim =0 .
x>0 x3 x-0 x3 sin(x) ~x
sin(x) . sin(x) — sin(x) cos(x)
. cos(x) sin(x) , cos(x) ~ sin(x) — sin(x) cos(x)
lim = lim =i
x—0 x3 x—0 x3 x—0 x3 COS(X)
sin(x) [1 — cos(x)] . 1 sin(x) (1 — cos(x))
= 11m = lilm . .
x—0 x3 cos(x) x-0cos(x)  x x?
) sin(x) . (1 —-cos(x))
= lim - lim - lim ————=
-0cos(x) x-0 Xx  x-0 x?2
2
X
—mZ = -
B x2  2x2 2
2.
3x?
In(3cosx—-2) = 5~
x_lB esin?3x _ 1 - xl_r}(l) Ox2
3x?
:_1 ln(3cosx—2)=ln[1+(3cosx—3)]~—7
6 .
eSin?3% _ 1.+ 5in2 3x ~(3x)2 = 9x2
L Inx
1 —
lin}(l +Inx)x-1= lin% [(1 + In x)m]x Inx=In[1+(x—-1D]~x—-1
X— X—

110



Calculo I en una variable

Jorge Santiage locto Maldenado
lvdin Agustin Quizhpe Uchuari

Inx Inx

lim :
{hm(l + In x)lnx}x*lx 1 oy T —pl=p
Regla de L'Hopital
Forma indeterminada%

Con la regla de L'H6pital podemos encontrar muchos limites donde la sustitucion
directa termina en forma determinada, es entonces que se puede trabajar con esta
regla; al respecto Stewart (2012, p. 302) “suponga que f y g son derivables
y g'(x) # 0 sobre un intervalo abierto I que contine a (excepto posiblemente en a).

Suponga que”

f()

Un limite de la forma hm ,donde hm f(x) =0y hm g(x) =0, tiene la forma

. . 0
indeterminada de Senx=a, Entonces:

fx) (%)

lim —— = lim ——

x~ag(x)  xoag'(x)
Esta regla es verdadera siempre que el limite de la derecha exista o sea © 6 — o
Esto es valido para uno de los limites laterales o para ambos, si a es un nimero

realosia =0 0a = —o0.

1.

-3
Hallar el 11m —
50 2x2+x

. x% —3x . d (x* — 3x) . 2x+3 3 3
xl—%2x2+x_xl—r>rtl)d oAx+1 1

(2x2 + x)
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Nota. La primera igualdad es valida Unicamente debido a que el segundo limite

existe. Si el segundo limite no existiera, habria que probar otra técnica.

2.
34—
Obtener el lim X2
x-1 x-—1
d
B4 x-2 (P +x—2)  3x241 3(1)24+1
Im—e—7 =M™ g STy T T2
Xx— — - a 2 _ -
Tx (x?2—-1)
3.
Hallar el lim —
) [("_E) ]
CcoS X ) —sinx 1
im 7r3=lm71T p— __6=_Oo
X5 _ - X% - =
2[(x 2) ] 23(x 2) (1)
4,
Hallar el lim =~
x—0 x“+x
e —1 e* 1
=1

im = lim =
x-0x2+x x-02x+1 1

5.
. e*
Hallar el lim —
x——oo €<%
X ex
lim — = lim — no se levanta la indeterminaciéon

xo—00 e2X  xo—om 2e2X

6.

Hallar el lim e™*

X—>—00

. x .1 . 1
lm e™?=1lm —= lim —=-=o
X—>—00 x—>—00 eX x——c0 e~ ® 0
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Nota. Laregla de L'Hépital se puede aplicar mas de una vez para encontrar el limite

de una forma indeterminada.

sinx—x

Hallar el lim —;
x—>0 X

o sinx—x  cosx—1 ~ —sinx
lim ———— = lim———— = lim =
x—0 X x—0 2x x-0 2

Forma indeterminadaz

Un limite de la forma lim M, donde lim f(x) = £ A lim g(x) = o, tiene la
x—a gx) x—-a x-a

forma indeterminada z en x = a. En esos casos también se aplica la regla de

L’'Hapital.
Ejemplos
1.
Cox+1 &+ 11
lim = llm = lim - =—
x—0o 3x — 4 x—>ooi(3x_4) x—00 3 3
dx
2.
d 1
L e JURINY o S NS
x—07t i +oo x—>0+i 1 xlgl*’ _1 _% xlg1 X
Vx dx 2*
3.
d
x? o Tz 9 2x
lim—=—= lim = lim—=—
X—00 ex (00] x—>ooi( x) X—00 ex (00]
dx
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2x dx (2x) 2 2
lim— = lim =lim—=—=20
x—co eX X —00 d ( x) x—o0 eX [¢%)

Formas indeterminadas oo — o A 0(o)

Un limite de laforma lim[f (x) — g(x)] donde lim f(x) = o A lim g(x) = oo tiene la
xX—a x—a xX—a

forma oo — oo, Para hallar dicho limite se debe tratar de combinar f(x) A g(x). Se

debera escribir f(x) — g(x) en tal forma que pueda aplicarse la regla de L’Hépital.

) 2 11
xirill 1—x2_1+x]_(oo_oo)

lim — =
x--111—x2 1+x

1 = 2-(-» |_ [A+0)_ 1 1
oA —0d+0| il -2 T2 T T2

I <1 1 ) ( )
- — = (00 — 0
xl—l:% x sinx

1 . (/Sinx —x 0
lim(———— Iim(—— ) =-
x->0\x sinx/ x-0\ xsinx 0

0

cosx —1 ) 0
x cosx + sinx

< —sinx > I ( —sinx ) 0 0
= lim = =
x—>0 x(—sinx) + cosx +cosx/ x-0\2cosx —xsinx/ 2-0

Un limite de la forma lim[f(x)g(x)] donde lim f(x) = 0 A lim g(x) = *oo tiene la
x—a x—-a x—a

forma indeterminada 0(c0) . Generalmente se puede encontrar este limite

escribiéndolo nuevamente en una de las dos formas:

im L9 o pim I
fm = 6 lmT
g(x) f(x)
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. . 6 .
Estas son las formas indeterminadas g y respectivamente, de modo que se

puede usar la regla de L’Hbpital.

Ejemplo '

Hallar el limite de lir51+xlnx = 0()
x—

- Inx —o
lim —=—
x—0t 1 0
X
1
lim —%— = lim —x =0

x—-0+ —x 2 x—0*t

Hallar el limite de lim(m — 2x)(secc) = 0()

y secx ©
im =—_—=—
x—% 1 1 o

T —2X 0

1 2 2
T — 2X

lim%zlim = lim — =-=2
x_% x—% CoS X xﬁ% sinx 1

T — 2X

Formas indeterminadas 0% o° y 1®

Un limite de la forma lim[f(x)]9® donde lim f(x) = 0 A lim g(x) = 0 tiene la
x—a x—a x—a

forma indeterminada 0°. El mecanismo para hallar dicho limite es hacer y =

f(x)9® y calcular lim In y. Esto daré la forma indeterminada 0 - co.
xX—a

Hallar lim x* seay = x*
x—-0%

Iny=xlnx
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lim Iny = lim x* = lim xInx =0
x-0% x-0% x-0%

lim Iny =0

x-0%
y =e™Y,silny > 0,entoncesy —» e,y — 1

lim x* =
x—0t

Forma indeterminada oo
lim[f(x)]9® donde lim f(x) = o A lim g(x) = 0, tiene una forma indeterminada
x—a xXx—a xXx—a

o000

Ejemplo '

1
Hallar lim(e?* + 3)x

X—>00

1 1 1 In(e** +3
y = (e?* + 3)x = lim In(e?* + 3)x = lim —In(e?* + 3) = lim In(e™ +3)
X— 00 x—co X X—>00 X
262x
s e*x 43
- 311—1;20 1
1. 262x 0
h x1—>n01> e?x + 3 N ;
46236
. o 2
;l—mo 2e2x 2 €

Nota. Este tipo de limites pueden hallarse usando la misma técnica descrita en el

caso anterior (0°); es decir, encontrar lim In f(x)9® y elevar e a dicha potencia.
x—-a

Forma Indeterminada 1*
Un limite de la forma lim[f(x)]9%) donde lim f(x) =1 A lim g(x) = o, tiene la
xX—a x—a x—a

forma indeterminada 1%
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Ejemplo ]

1. Hallar lim (1 + %)x

2

X—>00

1 x? 1 In (1 + %) 0
lim Iny = lim ln<1+—) = lim x21n<1+—) =000 = lim ——==—
X—00 X—00 X X—00 X X—00 1 O
x2
1
_x_z _x_z
1 x+1
—_ 2
= lim 1+x=]1m X __ _ X :f
X—00 — x_3 X—00 i Z(X + 1) [o'e]
x3
2x )
lim — = lim x = e®
X—00 2 X—00
2. lim (x_gg =25 lim= = —=e3
x—3 eX—e 0 x—3e*X
— 2 4
3 lm(tal?xx)_g_)l secx1=9=0
x-0 Ssinx 0 x—0 COSXx 1
1 1
4 lim (ex_1> _0 . (e7*-1) _ .. eX~1(-x72) s ex  e% 1
X—00 sin(%) - 0 x—o0 Sin(2x~1) o x—00 cos(2x~1)(-2x72) o x1—>oo Zcos(é) - 2cos0 - 2
2 2x
5. li In(1+27)] _0 lim 122 = lim ———— =2
x—0 (cosx—1) 0 x—0 —Ssinx x—0 —sinx(1+x2) 0
y 2 y 2 2
m = lIm =
x-0—sinx (2x) + (1 + x?)(—cosx) x-0—2xsinx —cosx(1+x2) 0-1
=2
6 x—e*—x 0
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_x(e®)+(e*—-1D(D)
= lim

. x—0 2sinx cos x
Tn (sin? x)

xex+ex—1_0

=lim———
x—0 2sinx cosx 0

e*(1+x+1)  1(2)
#502(cos?x —sin2x)  2(1—0)

1
. Inx ) . P . 1 1
7. lim—=— - lim*==Ilim-——5==-=0
x—oo X © x—00 2X x—00 2X )
1 =9 x_l( 2) 1 1
. ex e [ . e -x" . ex . 1 =
8. lim = =— > lim ——=lim —— = lim —-ex =
x—»0tInx In0 - x—-0t p x-0t X  x-0t X
—00(®) = —0
1/3\*
9. lim = —(—) =0
xX—00 X— x—o0 X \2
(3 '
. 7) 0
lim =~ =—
x—0 X o}

10. lim (1— ! )

x—-01t \x 1—cosx

I (l—cosx—x) _O
i x(1 — cosx)

d
Ix(1—cosx—x) —(—sinx) — 1 _ sinx — 1
= lim - = lim -
d [x(1 — cos x)] x-0*t x(sinx) + (1 —cosx) x-o+txsinx+ 1—cosx
dx

lim
x—07t

_ 1 1

N — = —CO
0O+1-1 0

11.lim(tanx — secx) — o — 0
x—=
2

sin x

1 sinx — 1 1-1 O
lim ( - ) = lim ( ) = ==
x_,% COSX COSX x_,% cos x 0
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d , .
e Ginx—=1) cosx 0
lim ==2r———— = lim sinx=_1=0
xX-5 2 X-5 -

2 dx(cosx) 2

i 1 1

12.lim (57— ) » 0 = o0
. x*~1-Inx] 0
st Inx(x2—-1) 0

%(xz—l—lnx) 2x -1 2-1

= lim 24

1 1

13. lim xex > 0-e0o »> 0 -0
x—0

1
) ex 0o
lim — =—
x-0t 1 [e'e]

X

d (1 1

e \®" ex(=x7?) 1
lim = lim ———— = lim, ex = €0
x—0t i(l) x—0t —x 2 x—0+

dx \x

Rl

oo

14.lim [1 +§]3x =(1 +§)3°° —(1+0)® =17

X—00

3x

o[

3x

xo1 ix Inx@2—1)] *lnx(2x)+x2-1) (%) e

1

5=

1 1
limIny = lim ln[1+;] = lim 3xln[1+;] =o00-In(1) =o0-0

X—00 X—00 X—00

1

~In (1 + E) In(1) 0

3 lim = = —

x—00 1 0 0
X
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d 1 xlzl
311ma[h;(11+i)]=311m (11_}) =311m—1=3( 1 )=3=e3
x—00 _(_) X—00 = x—>001+_ 1+0
dx \x x2 x

1
15. lim (x + 1)¢* - (0 4 1)sino = 1
x—0t
y = (x + 1)cscx
; — i csCx — 1; _ .
,}L%L Iny = xll)l‘([)l+ In(x + 1) = le%1+ cscxIn(x+1) =00-0

~ In(x+1) In(1) O
lim = =

x-0* sinx  sin0 0
d 1
 Ix [In(x + 1)] . x+D (D) _ 1 1
lim =————= lim ~———= lim T =1 =l=el=¢e
x-0 E(sin %) x-0 cos x x=0t (x +1)cosx (1)(1)

1 1
16. lim (e* + e?*)x - (e® + e®)= = oo?
X—00

1
y = (e* +e*)x

In(e* +e?*) Ino oo

1 1
lim Iny = lim In(e* 4+ e?*)x = lim —In(e* + e?*) = lim —
X—00 X—00 xX—o0o X X—00 X (0/0] (00

d
g Une” + e?)] 1 d . eX 4 2e?
lim = lim —————(e* + e*) = lim ————
x—00 i(x) x>0 e¥ + e?¥ dx x—c0 e¥ 4 e2%
dx
B e*(1+2e¥) oo
At e*(1+e*)
d x
_ a(1+2e ) 2e* ,
llmd—z lim——=2=¢e
X—00 ﬁ(l + ex) xX—co @

17. lim xSinx = (sin0 — o0
x>0+

sinx

y=x
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lim Iny = lim Inx*"™* = lim sinxIlnx =0-c
x—-07% x-0% x—-0*

. Inx —oo
lim =—
x—0+ 1 [o'e)

sin x
d 1

. 7z Unx) _ X . 1 . 1
lim ==——= lim —————— = lim —— = lim
=0+ d (cscx) x>0+t —cscxcotx  x-0t —xcscxcotx  x-0t _ ( 1  cos x)

dx sinx sinx
1 in? 0
lim lim X
= 1 —_——_— —_ = —
x>0t  XCOSX 40t xcosx O
sin? x
) . :

) a(— sin® x) _ —2sinxcosx _ —2sinx cosx 0 0
lim =—— = lim - = lim - = =0=ce
x-0+ d x>0t x(—sinx) + cosx x-0*—xsinx+cosx 0+1

Tr (x cosx)
=1

Polinomios de Taylor y series de potencia

El polinomio de Taylor de grado n en un entorno de x = a para la funcion f es:

Pn(x)—f(a)+f(a)(x—a)+fn( )( a)? + -+

n)
f n( )( _an

Se puede demostrar que Pn(x) es el polinomio de grado n que se aproxima mejor
a f(x) en la cercania de x = a. Si a = 0, el polinomio es el polinomio de Mc Laurin

de grado n para f.

n e
Po) = £(0)+ £ O + L2 0 44 L
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Ejemplos '

1) Hallar el polinomio de Taylor de grado 3 para f(x) = vx en un entorno de a = 4

Datos:
a=14
f(x) =+x
n=3
f(4)=Va=2
oo L1
f T 2vx 2WE 4
ey L Ao L 1
@ =3(-3)x = TwE 32
gy L 3\ 53 _ 3
@ =—3(-3)x = ovE 256
1 1 (x—4)2% 3 (x—4)3
P"(x)=2+2(x_4)_§(x 2 ) 256(x 6 )
_ _ 2 _ 3
Pn(x)=2+(x44)—(x 644) +(x51;L)

Desarrollos de funciones en series de potencia

Desarrollo de Taylor y Mc Laurin

Se la puede definir como una aproximacion de funciones mediante una serie de
potencias o suma de potencias enteras, al respecto Farrand & Jim Poxon (1988)
“un desarrollo en serie de potencias de una funcion f(x) en un entorno de x = a es
una serie de potencias en x —a que coincide con f(x) dentro del radio de
convergencia de la serie de potencias” (p. 499). Entonces:

f™(@

n!

PG = £(@) + F @0~ ) + 2 = a4t

x—a)™+ -
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Ejemplos ]

1) Hallar la serie de Mc Laurin para f(x) = e*
f0)=e’=1
fl(0)=e*=¢e%=1
f'0)=e*=¢e=1
f"0)=e*=e"=1

flo)=14+1(x) +%(x)2 +%(x)3 4o

1 1
— 2 3
f(x) = 1+x+2!x +3!x
2) Hallar la serie de Mc Laurin para f(x) = sin(x) grado 7

f(0)=0

f'(0) =cos(x) =1
f"(0) =—=sin(x) =0
f""(0) = —cos(x) = -1
F®(0) = sin(x) =0

£ (0) = cos(x) =1
£©0) = —sin(x) =0
FP0) = —cos(x) = -1

o, 1, 0, 1.0 1,
f(X):O+1(X)+Z.X —Ex +Zx +§x +ax —ﬁx
1 1 1
f(x)=x—§x3+§x5—ﬁx7

3) Hallar la serie de Mc Laurin f(x) = cos(x) grado 6
f(0) =cos(0) =1
f'(0) = —sin(x) =0
f"(0) = —cos(x) =—-1
f""(0) =sin(x) =0
F®(0) = cos(x) =1
f®(0) = —sin(x) =0
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£®(0) = —cos(x) = -1

f(x) = cos(x) = 1+ 0(x) —%xz +%x3 +%x4 +%x5 _éx6
cos(x) =1 _sz +%x4 —éxﬁ
Hallar una serie de Mc Laurin para f(x) = sin(@)
3 x5y

sin(x) :x_i-l_g_ﬁ
sin(x) x 1 3 1x5  1x7

x x 3lx 5Slx 7lx
sin(x) _ﬁ x_4_x_6

x 3t 51 71
Hallar el polinomio de Taylor de grado 3 en un entorno de a = g para f(x) =

cos(x)

FE)=s(3) =3

rE)=-nG)=-%

2
1 V3 _m_1(x-3) v3(x-3)
P@=3-5(-3) 77 *t7 3
1 3 s 1 m2 /3 T\ 3
P =3-7(x-3)-z(x-3) +5(-3)
Hallar el polinomio de Mc Laurin de grado 3 para f(x) = arcsin(x)
f(0)=0
F0) = =1 =1
=1
1 1
—5(1—x2)72(-2
=20«
(V1i-x?) (1-x2)z
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3-x2V1—x2—\/(1—-x2)3 1

mnr — 1o
f7(0) A=) =
1
f(x) = arcsin(x) = 0 +;+Zx2 —§x3
arcsin(x) = x — —x3

3!
Hallar el polinomio de Taylor de grado 4 en un entorno de a = % para f(x) =

—In(cos x)

f(0) = —In(cosx) = —1In <g>
(T —sin(x)

f (Z) = cos(x) = tan(x) =1

. (%) = —sec’(x) = % = (i>2 =2

2
fm (%) = 2sec(x) (secxtanx) = 2sec?(x) tan(x) = 2(2)(1) = 4

f® (%) = 2[sec? x (sec?® x) + tan(x) (2 secx (secx tan x)]

= 2[sec*x + 2sec? x + tan®x] = 16

2 3

V2 2 4 16
= () 1=l B 6

4

T m2 2 m3 2 T\ 4
Py = _ln(7 F1(-D -0 42 6-0) 42 (-0
Hallar una serie de Mc Laurin para f(x) = cosh(x)
e*+e*
cosh(x) = %

x% x3 x*
eX =1 +Xx+ =+

20 31 4
(—0)? (—x)?* (-0t
—-X — — cee
e =1+ (—x)+ Sttt
x2 x3 x*
g XX Xt
e =l-xtor gty
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. 2x%  2x*
e"+e —2+7+T
e*+e ™ 2 2x%* 2x*
— 2 222w
eX +e7¥ x? x*
— Tttty

Formula de Taylor

Sila funcion y = f(x) V (x,), siendo f, n veces derivable en x,, entonces para toda

x en una variedad de x,, se cumple que:

(k)
Fo0 = Zf %0 (x— x)t + 01— x0)")

Esta expresion se conoce como férmula de Taylor con resta en la forma de Peano.

El polinomio de Taylor de grado n de f en potencia de (x — x;)

Observaciones

Al respecto, Sanchez & Valdés (1982) subrayan:

1.

El Teorema permite sustituir cualquier funcién que satisfaga sus condiciones por
un polinomio, la magnitud del error est4 dada por el término residual o resto.

El resto es un infinitésimo cuando x tiende a x, de orden mas alto que todos los
términos del polinomio de Taylor.

El en caso x, = 0, se obtiene un caso particular de la férmula de Taylor conocido
como féormula de Mc Laurin:

T £ (0)xck
£ = YT g

k!
k=0
Al desarrollo de f por la férmula de Taylor también se llama “desarrollar f en
potencias de (x — x,)”.
El polinomio de Taylor es el polinomio de grado n de mejor aproximacion de
f en la vecindad de x,, es decir, cualquier otro polinomio del mismo grado

aproxima peor a la funcion.
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Esto quiere decir, que el Unico polinomio que logra que: f(x)—Pn(x) =
O[(x — x0)"]

Ejemplos '

1. f(x) =tan(x),xo=0,n=5

f(0) =tan(0) =0
f'(0) = sec?(x) = sec?(0) =1
f""(0) = 2secx (secxtanx) = 2 sec?(x) tan(x) = 0
f'""(0) = 2sec? x (sec? x) + tan(x) (4 sec x)(secx tan x)

= 2sec*(x) + 4sec?(x) tan®(x) = 2
F®(0) = 8sec® x (secx tanx) + 4 sec? x (2 tan x)(sec? x)

+ tan? x (8 sec x)(sec x tan x)
F®(0) = 8sec*(x) tan(x) + 8sec*(x) tan(x) + 8sec?(x) tan3(x)
F®(0) = 16 sec*(x) tan(x) + 8 sec?(x) tan3(x)
f®0) =16(1)(0) +8(1)(0) = 0
F®(0) = 16 sec* x (sec? x) + tan x (64 sec? x)(sec x tan x)

+ 8sec? x (3 tan? x)(sec? x)
F®(0) = 16 sec®(x) + 64 sec*(x) tan?(x) + 24 sec*(x) tan?(x)
£®(0) = 16 sec®(x) + 88 sec*(x) tan?(x)
£®(0) = 16(1) +88(1)(0) = 16

0x? 2x3 0x* 16x°

fx) =0+ 1(x) + T + T + 20 + o

3 2x3  16x°
f(x) = x+?+ El

flx)=x +1x3 +3x5 + 6(x>)
3 15
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2. Desarrollar la serie de Taylor para f(x) = e®"™® hasta los términos de

tercer orden con xo =0

2 3

X
— 3
e¥ =1+x+—r+5+0(x?)

3

x
tan(x) = x + ET 0(x3)

3

2
3 [x+);—3+0(x3)] [x+g—3+0(x3)
3 3)] + +

f(x)=1+[x+x—+6(x T T

3

X
+6 x+?+9(x3)

Propiedades de o pequefia
Sanchez & Valdés (1982) refieren

x™-o(x™) = o(x™™)
o(x™o(x™) = o[x™™]
[o()]" = o(x™)
co(x™) =o(x™)

o(x3®) + o(x®) = o(x®)

cx™ =o(x™)

S o

(a+b+c)?=a?+b%+c?+2ab + 2bc + ac

(a+b+c)=a%+b3+c3+3a%b + 3a%c + 3ab? + 3ac? + 3b%c + 3bc? + 6abc

2
x? 3 2, X° 6y 4 2 N2 3 3
x+?+o(x) =x +?+o(x)+§x4+2xo(x)+§x o(x?)

2
x 3 2 X° 6y 4 2 6
x+?+o(x) =x +?+o(x)+§x4+o(x4)+o(x)

6

2
x3 x® 2
<x+?+o(x3)> =x2+?+§x4+o(x4)
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(x L 0(x3)> x? + 0(x4)

<x+—+o(x )) =x? + o(x*)

<x +—+ o(x3)>

I > + 0(x?) + x5 + 3x%(0(x®)) + x7 + 3xo(x®) +

+ x30(x®) + 2x*0(x3)

x3 s :
<x+—3 + o(x ))
X9

=x3+—=+x30(x%) +0(x®) +x7 + 0(x7) + 0(x®) + 0(x°) + 0(x7)

x%0(x?)
3

27
x3 P 5+o(x®) B
x+?+o(x3) T zz O(XS)
x? x3 x? x3
f(x) = 1+x+7+?+0(x3)+7+o(x4)+z+o(x5)+o(x3)
x? x3
flx) = 1+x+7+7+o(x3)

Calculo de limites usando formula de Taylor

Método de seleccidn de la parte principal de la funcion

Sanchez & Valdés (1982) manifiestan:

Supongamos que se quiere calcular:

_ f(x) : L _
xl_l’)r(l)m donde J‘l?of(x) = lerDrClog(x) =0
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Desarrollamos las funciones f y g por la formula de Taylor en x = x, y limitémonos

en este desarrollo a los primeros términos desiguales a cero:
fO) =alx —x0)" +o[(x —xp)"],a # 0

gx) =b(x—xy)™+o[(x —x0)™],b#0

Entonces

lirm f&) _ lirm a(x — xo)™ + o[ (x — x¢)"]
x=x0 g(x)  x=x0 b(x — x)™ + o[ (x — x9)™]

) _a
Y 0 = pAm e )

a -
imf(x)_ E,szm—n
xexog(x)_ 0,sim<n

o, sim>n
Ejemplos '
Calcular

. sinx—x
llm—3
x-0 X

Usando el método de seleccién de la parte principal de la funcién

3

. x 3
sin(x) = x —§+0(x )

X3
sinx —x=x——+o0(x3) —x

3!
. x3 3
smx—x=—§+o(x )
3
. X 3
sinx—x  —3rto(’)
im — = lim————
x—0 X x-0 X
3
. x 3
_ sinx—x —F‘FO(X)
lim———=lim————
x—0 X x-0 X
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~ sinx —x _ 1 0
lim———=1lim——+ o(x")
x—0 X x-0 6

. Sinx—x | 1 0
lim———=1lim ——+ limo(x")
x—0 X x>0 6 x-0
I sinx — x 1

im = ——

x—0 x3 6
sinx —x d—(sinx—x)

im 3 = lim

x—0 X x—0 d 3
o &%)
sinx —x gz (cosx—1)

im 3 = lim 7]

x—0 X x—0 a (sz)
dx
d
sinx —x gz (—sinx)

im 3 = lim
x-0 X x—0 6x

sinx—x = —cosx

im 3 = lim
x—0 X x—0 6
I sinx — x 1

im = —=
x>0  x3 6

i e 2 —cos(x)

" x50 x3sin(x)

Nota: verificar el orden del denominador, en este caso, usamos infinitésimos

equivalentes sin(x) ~x (en x = 0)

xZ
ex=1+x+7+o(x2)

x2\?

_x? x2 (_7) x2\?
e 2 = 1+<—7>+T+<—7>

x2 xZ x4
e 2z = 1—7+§+0(x4)
cos(x) =1 —£+x—4+ o(xh)

2 24

x2 x4

e 2 —cos(x) = 1 +o(x*)

sin(x) = x + o(x)

x3sin(x) = x* + o(x*h)
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_x? 1 4 4
" e 2 —cos(x) 17X +o(x*)
20 x3sin(x) | x* + o(x%)

2

X

e 2 —cos(x) 1 4ea
s sin(x) E:lcl—rf(l)(x -0

52

. e 2z—cos(x) 1 |
lim———=-limx
x-0  x3sin(x) 2x-0

52

e 2 —cos(x) 1
lim—————=-Ilim1
x-0  x3sin(x) 2 x-0

2

X
e z—cos(x) 1

}cl—% x3sin(x) 12
) ln(x+\/ 1+x2)—x+§
. lim
x-0 x—tan(x)
f(0)=0
1 Sl 14X V1+x2+x
£(0) = 1+5(1+x%) 2(2x) _1+x@+x)77 T TViye2 _ Vita?
x+(1+x2)% x+(1+x2)% x+V1l+x?2 x+vV1+x?
1
VTt
©=1=1
f@=1=

1 3
f7(0) = =5 (1 +x?)72(20)

£1(0) = —x(1 +22)72
1) =0

£ = ~x[- 3+ 2975 @2n)

£7(0) = +(1 + x)72(=1)

£17100) = —3x2(1 4+ x2) 2 + (1 + x2) 2
fl/l(o) — _1

2 1x3

0
ln(x+ 1+x2)=0+1x+7—?+0(x3)
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6
x3 x3 x3
2) 3Yy _ 44
ln(x+ 1+x) x+3 X 6+0(x) x+3
1
ln(x+ 1+x2)=+g+0(x3)
1
tan(x) = x + §x3 + o(x?)
1, 3
x—tan(x)=x—x—§x —o(x?)
x —tan(x) = —§x3 —o(x®)
3
_ 1n(x+\/1+x2)—x+% _ %x3+o(x3) 1
}cl—l:% x — tan(x) _}cl—% 15 3 T2
—3X —o(x3)

Si se tienen indeterminaciones de los tipos g 00 — 00,0 - 00,0°, 000 1%,

El caso cuando x — x,, # 0, se trandorma con el cambio de variable t = x = x, con
t-0

. . 1
En el caso x —» o se transforma con el cambio de variable t = —~en t—>0

Calcular el limite

1. lim Va3 + x2 — Va3 — 12

X—>00

3 1 3
lim x3 (1 + —) — |x3
X—00 X
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1 x> 00
Seat—;, Sty Lo
CVT+e-Vi-t
m
t—-0
Y1+t
f(0)=1
) =21+ =2
f 3 3
Vi—t¢t
f(0)=1

1 _2 1
FO=30-93(-D=-3

1
3\/1+t=1+§t+0(t)
3 1
\/1—t=1—§t+o(t)

f(0)=0
f'0)=1
t=t+o(t)
3 3 1 1
Vi+t-3¥Y1—-¢t I+zt+o(t)—1+35t—o0(t)
lim = lim
t—0 t t—0 t
li 2
~ %03

X
sin(x) = x — r + o(x)

%3
x—sin(x)zx—x+g+o(x)

3
x —sin(x) = 3 + o(x)

2 X3
ex=1+x+7+?+o(x3)
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2 xZ x3 2

x x
*_1-1-"=—=1 et ——1-x——
e > +x+2+6 X 2+0(x)
x?  x3
R [ 3
e > 6+o(x)
x3 3
_ x — sin(x) < tox?)
lim > =3 =1
x—0 X x_

e¥—1-x->5 ZF+ox?)

- lim (xlz B sin;(x))
sin?(x) —x% 0

0 xZsin?(x) 0

sin?(x)

f(0)=0

f'(0) = 2sin(x) cos(x) =0

f"(0) = 2sinx (—sinx) + cos x (2 cos x)

f""(0) = —25sin?(x) + 2 cos?(x)

f(0) =2

f""(0) = —2(2sinx cosx) + 2[2 cos x (—sin(x)]

f""(0) = —4sin(x) cos(x) — 4 sin(x) cos(x)

f(0)=0

f®(0) = —4sinx (—sinx) + cos x (—4 cos x) — 4 sin x (— sin x)

+ cos x (—4 cos x)

F®(0) = 4sin?(x) — 4 cos?(x) + 4 sin?(x) — 4 cos?(x)

f®0) = -8
- 2x?  8x* .
sin“(x) ZT_T-I_O()C )

x4-
sin?(x) = x% — e o(x*)

4
x
sin?(x) —x%? =x? ——+ o(x*) — x2

3
x* 4
sin?(x) —x? —3 +to(x")
im =
x=0 x2sin?(x) x* 4+ o(x*)
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sin(x) —x* 1

im—————-=
x=0 x2sin?(x) 3

1

. x2 x(sin x—x) 0
. ylr(}(cosx+7) -1
1 x2
x2\x(sinx—x) In CO_S’H'T
y ={(cosx+ > = e Xx(sinx-x)
__1 x?
x2\x(sinx—x) In(cos x + 7)
limIn(y) = limln| cosx + — = lim ,
x-0 x—0 2 x-0 x(sinx — x)
W=1-2+5 40
cos(x)=1—-——+—+o(x
2 24
X2 2 44 X2
cos(X)+—==1—-—+—+0(xH)+—=
@) 2 2 24 *9 2
x?  x*
—_—— 4
cos(x) + > =72 +o(x™)

X2
In <cosx + 7) = In

x* x*
1+ (ﬁ + o(x“))] =5zt o(x*)
3

x
sin(x) = x — <t o(x?)

53
sin(x) — x =x—€+0(x3)—x

53
sin(x) —x = -zt o(x?)

X3

x(sin(x) —x) = x l_? + o(x?)
x4-

x(sin(x) —x) = ——+ o(xh)

6
2 4
In(cos x + XT) )26—4 + o(x*) 1 1
i ) A = lmeg e
x-0 x(sinx — x) x —F+0(x4) x

g (7 4 ()

t=x—2 .x-2

Sea ,
x=t+2 tt50
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t + li m+1n(1+%)
lim [\/1 —t+1n (1 + E)]S‘“ © _ I
sin?(t) = t2 + o(t?)
1 1¢t2 t  t2
1_ 2—1—— ———:1—___ 2
f(0)=1
/ 1 _l 1 _l
f'(0) =§(1—t) 2(—1)=—§ (1-1t)2
') = - &
1= 2
17 1 _i 1 _§
ffO)=-1-t)2(-1)=—->10-1t)2
4 4
II(O) _ 1
f T4
t 1 1
l (1 —):— 42 2
n{l+z)=5t—-gt + o(t?)
f(0)=0
1 1 1 1
’ _ 2 _ 2 _ _ 1
fo)= 14+ 24 T c+2 2
2 2
”(0) _ 1 _ 1
A T T
t 1 1 )

ex—0 sin?(t) = et>0 t2+o(t?) = et-0 t?+o(t?) = pt-0 t +o(t?) — e

6. lin(}S\/x5+x4—5\/x5—x4
X—
5 1 5 1
i e (14 2) = Y (1-2)
x—0
lim x ’1+——x ’1——
x—0
5 5 1
lim x 1+—— 1—-
x—0 X X
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1 x>

t=;,$lt_)0
VT +e-V1i-t¢
lim
t—0 t
s 1 4
Vi+t=1+=t ——t>+o(t?)
5 50

f0)=1

1 4 1
‘0 ==1+t)5==
fO=z1+075=2
0) =~ (1485 =~
170 =55 - 25
VT e-V1i—-¢ 1+%t—%t2+o(t2)—1+%t+%t2+o(t2)
lim = lim
t-0 t t-0 t+0(t)

2

VT +e-V1i-t | gt+o(®)
lim = 1mm-—r—-:r
t—0 t t-0 t+ o(t)
Vi ¥e-Vi—t 2
im ==
t—0 t 5

J2x+cos(2x)—etan(0) 4 252
m

" x50 2sin(x)—2In(1+x)—x2

V2x +cos(2x) =1+ x — gxz + o(x?)
f@=1

1 1
f'(0) = 3 (2x + cos 2x)"2(2 — 2 sin 2x)

1
FO=5@=1
1r _1 1 _3
f"(0) =3 (2x + cos 2x) 2(2—Zsin2x)] + (2 — 2sin 2x) [—§(2x+cos 2x) 2]
., 1[ —4cos2x 1 2-—2sin2x
70 =5 —5
[/ 2x + cos(2x) J(2x + cos 2x)3
vy = L[4 _12
f 2001 21

1
1) =5 (=4=1)
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5
JHORES

2
x
e =1 4 x + -+ o(t?)
sin(x) = x + o(x%)
2 2 3

x
ln(1+x)=1+x—7+T+o(x3)
f0)=0
f,(0)=1+x=1

12} 1
f (0)=—m=—
f7O =g = 2

\2x + cos(2x) — etan®) 4 2y2

0 2 sin(x) — 2In(1 + x) — x?

2
1+x—Exz+o(x2)—1—x—x—+0(xz)+2x2
lim 2 2

x—0 2x + 0(x?) — 2 — 2x + x% + 0(x?) — x?

—x? 4+ o(x?
lim T o) _
x—0 -2

Encontrar el polinomio de Mc Laurin

1. f(x) == =x(1—x?)1

1-x2
f(0)=0
f(0) =x[-(1 = x*)7?(=20)] + (1 —x*)*
f1(0)=2x*(1—x?)2+ (1 —x*)"1

s 2x2 1

fO == ta—
,0_2x2+1—x2_1 2Y(1 — x2)-2
f()—w—( +x%)(1 —x%)

f10) = (1 +x*)[-2(1 - x*)73(=2x)] + (1 — x*)7%(2x)
"0 =1 +x?)Ax)(1 —x?)73 + 2x(1 — x?)72
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oy Ax(14x?) 2x
FO=a=ay ta—ay

4x(1 + x?) + 2x — 2x3

f'O) = ——q
3
£1(0) = % = @2 +6x)(1 ~x?)7

f(0) = 2x3+ 6x)[-3(1 —x?)"*(—2x)] + (1 — x?)73(6x% + 6)
£(0) = 2x3 + 6x)[6x(1 —x2)"*] + (1 —x?)"3(6x2 + 6)
6x(2x3+6x) 6x%+6

O =—a"mw Tasay
£71(0) = 12x* 4+ 36x% + 6x* — 6x° + 6 — 6x2

1—x2)¢
£71(0) = 12x* — 6x3 +36x2 + 6

1 —x2)*
f"(@0) =6
F®0) = (12x* — 6x3 + 36x% + 6)[—4(1 — x2) 75 (=2x)] + (1 — x?)~*(48x3
— 18x2% + 72x)

F®(0) = (12x* — 6x3 4+ 36x2 + 6)(8x)(1 — x2)~*

Teoremas basicos del calculo
Teorema del valor intermedio

Si f es una funcién continua en un intervalo de a a b (es decir, f es una funcion

continua en un intervalo cerrado [a, b]), entonces f toma todos los valores entre

f(a)y f(b)

a. El Teorema del valor medio desde el punto de vista grafico

v
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b. Verificar la hipotesis de continuidad.

Ejemplo '

a) 2* = x?
glx) = 2% — x?
g(0)=2°—02=1>0
g1)=21-12=2-1=1>0
g2)=22-22=4-4=0
g(3)=28-32=8-9=-1<0

Teorema del Valor Externo
Si f es una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b], entonces f alcanza un

valor maximo y un valor minimo en [a, b]

a) f(x)=x?>—-1en[-12]
(2.3)

(—1.0)

(0,—1)

Maximo en x = 2
Minimoenx =0

b) Considerar la funcion alcanza maximo y minimo en ese intervalo
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1
flx) = e en [—3,3]

f no es continua, no hay maximos y minimos en ese intervalo

c) f(x) =% en ]0,3]

v
=

El intervalo es abierto, por tanto, no hay maximos en x = 3 hay minimo

d f(x)=x+1 en]2,5 A

v
=

en x = 5 hay valor maximo

Nota. Este teorema no sirve para calcular valores externos.

Teorema de Rolle
De acuerdo con Larson & Hostetler (1991), si f es una funcidn continua en un

intervalo cerrado [a, b], y Si
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1. fl@)=f()=0y

2. f esdiferenciable en el intervalo ]a, b[

Entonces, hay un punto c(a < ¢ < b) tal que f'(c) =0

Ejemplo ]

a) Considerando la funcién f(x) = x> —4x+ 3 en [1,3]
1. f(1)=12-4(1)+3=1-4+3=0
f3)=32-43)+3=9-12+3=0
2. f'(x)=2x—-4
2x—4=0
2x =4
x =2
c=2
b) x3 +x% —2x en [-2,0]
1. f(-2)=(-223+(-2)?%?-2(-2)=-84+4+4=0
f(0)=0
2. f'(x) =3x%+2x—2
_ —2+V4+24 2428

X

6 6
-2+ 2v7
X =—
6
_—2+2\/7V _—2-2v7
X1 = e Xy = e
_(1+x para —1<x<0
f(x)_{l—x para 0<x<1
y
> X
-1 1
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Teorema del Valor Medio

En cuanto al teorema del valor medio Larson & Hostetler (1991) afirma que “una
funcién continua en un intervalo cerrado tiene necesariamente un maximo y un
minimo en ese intervalo” (p. 188), en otras palabras, si f es una funcion continua

en un intervalo cerrado [a, b] y diferenciable en el intervalo abierto ]a, b[, entonces

f(b)-f(a)

existe al menos un punto c entre a y b tal que f'(c) = -

f’(c)=%, es la pendiente de la recta que pasa por los puntos:

(a,f(@)), (b, f(b)). La pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x) enx = ¢
es f'(c), por lo tanto, el Teorema de valor medio afirma que la recta tangente x = ¢

es paralela a la recta de los puntos correspondientesen x =ay x =b

1. Hallar el valor de c descrito por el Teorema de valor medio si f(x) = x?

paral<x <3

fl@=1 flly=2=2=4
f(b)=9
f'(x) =2x

2x =4

x=2

2. Considerar f(x) =x3en1<x<3

fl@=1 flloo="==2=13

2

f(b) =27
f'(x) = 3x2
3x2 =13
13
A—
XT3
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x+2 11]
fla)=3 f(C)—m=—§=—1
fb)=1

1) = 3 4 9)-2 = 3
f'(x) =-3(x+2) =-Gv e

—3 =-1

C(x+22

—(x+2)>=—

x+2=+3

=V3-2

Ejercicios propuestos /

1) Encuentre el limite de las siguientes expresiones:

in2
eSin“x_q

a. lim

x—0 arctan 4x2

b. lim

X—00 X

In(1+e*)

. 1—cosx
c. lim —
x—0 1—cos(5)

d 1 sin(5x)
" x50 In(1+4x)
1—cosx

& o)

f . sinx

X—T T2 —x2
sin(3x)

x—0 In(1+5x)

. esin 3x_q
h. lim

x—0 In(1+tan 2x)
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ln(ZSin x)
x-0 tanx
li In(1+sin 4x)
x>0 eSin5x_q
kK 1 In(2—-cos 2x)
" x50In2(sin3x+1)
. 1-cosx
. lim—
x—0 arctan(sinx)

m. lim(1 + cos x)35¢¢*

X—=
2

lim tan(m—x)

X—OT m2—x2

1
0. lim(cosx)**
x—0

2) Obtener el polinomio de Taylor de grado n para f(x) cerca de x = a en los
problemas siguientes:

a. f(x)=e3*,a=0,n=3

b. f(x)=x§,a=1,n=3

c. fx)=x3+5x2-2,a=0n=4
d. f(x) =cos?(x),a=0,n=4

e. f(x)=sin(x),a=%,n=5

f. f(x) =cosh(x),a=0n=+4%

9. f(x)=In(x+3),a=-2,n=4
h. f(x)=3i/§,a=8,n=2

i f(x)=ex2,a=0,n=2

3) Hallar la serie de Taylor para x cerca de a
. f(x) =sinh(x),a = In(3)

b. f(x)=e*,a=0

. f(x) =sinh(x),a=0

. f(x) =cos?(x),a=0

. f)=In2+x),a=-1

Q

o O

D
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f. f(x) =$,a =0
9. f(x) =ﬁ,a =0
h. f(x) =sin(x),a = %
i. f(x)=e*a=1In(2)
Hallar el polinomio de Taylor de Grado 4 para f(x) = e™%*

Datos:
a=20

f(x) =e™**

n=4

147



Calculo I en una variable

70/’95’ S'ant[ago locto Maldonade
lvdin Agustin Quizhpe Uchuari

ﬁeferencim

Demidovich, B. (1967). Problemas y ejercicios de analisis matematico. (2da ed.)
Editorial MIR.

Barreno, N., Cachuput, J., Martinez, J., & Roman, M. (2018). Limites y continuidad
de una funcién real. Grupo Compas. htpps://
publicaciones/public/docs/books/2019-09-19-144049-
79%20Libro%20L%C3%ADmites%20y%20Continuidad%20de%20una%?20
Funci%C3%B3n%20Real.pdf

Farrand, S. M., & Jim Poxon, N. (1988). Calculo: Compendios universitarios. HBJ.

Lara P., J., & Arroba R., J. (2017). Analisis matematico. (6ta ed.). Unidad
Académica de Matematica de la Universidad Central.

Larson, R. E., & Hostetler, R. P. (1991). Calculo y geometria analitica (3ra ed.).
McGraw-Hill Interemamericana de México.

Larson, R., & Edwards, B. H. (2010). Calculo 1 de una variable. McGraw-

Hill/Interamericana Editores.
https://ingindustrial869624637 .files.wordpress.com/2019/02/calculo-1-ron-
larson-.pdf

Leithold, L. (1987). El célculo con geometria analitica. (5ta ed.). Industria Editorial
Mexicana.

Rojas, G., Trujillo, J. C., & Barba, F. (2017). Calculo diferencial: Calculo en una
variable (2da ed.). Facultad de Ciencias: Escuela Politécnica Nacional.

Ron, L., & Edwards, B. (2018). Matematicas |. Calculo diferencial (1ra ed.).
Cengage.https://www.academia.edu/48917622/Matematicas_| C%C3%All
culo_diferencial

Sanchez, C., & Valdés, C. (1982). Analisis matematico. Editorial Pueblo y
Educacion.

Stewart, J. (2012). Calculo de una variable trascendentes tempranas (7ma ed.).
Cengage Learning.
https://eva.interior.udelar.edu.uy/pluginfile.php/96366/mod_resource/conten
t/1/Stewart.%20C%C3%A1llculo%20de%20una%?20variable..pdf

148




Calculo I en una variable

Jorge Santiage locto Maldonado
lvdn Agustin Quizhpe Uchuari

Swokowski, E. W. (1988). Célculo con geometria analitica (2da ed.). Grupo
Editorial Iberoamérica.

Tomeo Perucha, V., Uha Juérez, |., & San Martin Moreno, J. (2012). Célculo en una
variable (1ra ed.). Alfaomega Grupo Editor.

149



] 5B = = =)

l‘la” || H “]W “
6904

978994263



