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Introducción 

 

 

 

 

“No hay un camino real para la Geometría.” 

 

― Euclides 

 

 

La Geometría Plana es una parte de la matemática que se encarga del 

estudio de las propiedades y las medidas de una figura geométrica en 

un plano. Para representar distintos aspectos de la realidad, la 

geometría plana emplea los sistemas formales o axiomáticos 

(compuestos por símbolos que se unen respetando reglas y que forman 

cadenas, las cuales también pueden vincularse entre sí) y a nociones 

como rectas, curvas y puntos, entre otras. 

 

La presente obra tiene el objetivo de brindar al lector una herramienta 

para definir los conceptos básicos de la Geometría Plana, poniendo 

énfasis en las propiedades, teoremas, operaciones de segmentos, 

ángulos, triángulos, polígonos, circunferencia y áreas, para su eficaz 

aplicación en la resolución de ejercicios. Los ejercicios que se han 

desarrollado utilizando procedimientos sencillos, proposiciones 

fundamentales, ayudando de esta forma a los lectores en mejorar el 

aprendizaje y la enseñanza de la Geometría Plana. 
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En este libro se presentan ejercicios tipo que son base fundamental para 

el ingeniero en el desarrollo de habilidades y destrezas que contribuyen 

en su desenvolvimiento en el álgebra, dibujo técnico, cálculo, 

trigonometría, física, y demás tópicos básicos de ingeniería. En esta 

obra encontrarán 155 ejercicios de: segmentos rectilíneos, ángulos, 

triángulos, polígonos, circulo y regiones rayadas, además, cada 

capítulo cuenta con una introducción teórica, que permitirá recordar 

los fundamentos geométricos aplicados en la solución de los ejercicios.   

 

Los logros de aprendizaje que se persiguen con la presente obra son 

que los lectores sean capaces de identificar las operaciones con 

segmentos rectilíneos, reconocer los tipos de ángulos, determinar los 

teoremas aplicados a polígonos, identificar los tipos de triángulos, sus 

teoremas, postulados, así como los puntos, segmentos y rectas notables 

del triángulo; aplicar los teoremas y corolarios del círculo, así como 

las relaciones métricas en la circunferencia y finalmente calcula áreas 

de diferentes figuras geométricas. 
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Capítulo 1 
Segmentos rectilíneos 
 

 

 

 “El Álgebra no es más que Geometría y la Geometría no es más que 

Álgebra abstracta” 

 

― Sophie Germain. 

 

Objetivo 

Emplear de los elementos simples de la Geometría Plana, definiendo e 

interpretando los métodos de demostración, aplicando las operaciones 

básicas y proposiciones para la resolución de ejercicios de segmentos 

rectilíneos. 

Logros de aprendizaje 

El lector estará en capacidad de: 

 Aplicar las operaciones aritméticas en los segmentos rectilíneos. 

 Aplicar las propiedades de la proporcionalidad entre segmentos.  

 Analizar los métodos de demostración. 

 Realizar ejercicios de aplicación sobre segmentos rectilíneos 

siguiendo un proceso adecuado y sencillo. 

 

 

1 
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Introducción teórica 

 

Operaciones con segmentos rectilíneos 

 

Suma de segmentos 

 

La adición de dos o más segmentos consecutivos es otro segmento cuya 

longitud es igual a la suma de las longitudes de todos y cada uno de los 

segmentos parciales considerados. 

 

Resta de segmentos 

 

Se llama diferencia de dos segmentos, teniendo que el primer segmento 

es mayor que el segundo, a un tercer segmento tal que, sumando con el 

menor llamado SUSTRAENDO, se obtenga un segmento igual al mayor 

o MINUENDO.  

 

Producto de un segmento por un número natural 

 

Multiplicar un segmento por un número natural es hallar la suma de 

tantos segmentos iguales al considerado, como unidades expresan el 

número. 

 

División de un segmento por un número natural 

 

Se llama cociente de un segmento para un número natural, a otro 

segmento total que multiplicado por el número considerado se obtenga 
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un segmento igual al primero. Todo segmento puede dividirse en 

cualquier número de partes iguales. 

 

Razón simple    

 

Es el número que resulta como cociente al dividir la medida de uno entre 

la medida del otro, estando ambas medidas expresadas en las mismas 

unidades, una razón se puede presentar como una fracción, quebrado o 

una división. La razón a la vez es una cantidad adimensional o cantidad 

abstracta. 

 

Proporción 

 

Es la proposición de que dos razones son iguales, debiendo cumplirse 

que el valor de la una razón debe ser igual al valor de la otra razón. En 

una proporción también existen lo que se puede conocer como 

elementos extremos, elementos medios, términos antecedentes, y 

términos consecuentes. 

 

Propiedades de las proporciones y serie de razones 

 

 En una proporción pueden invertirse las razones. 

 El producto de los extremos es igual al producto de los medios. 

 En una proporción a cada antecedente se le puede sumar su 

respectivo consecuente o, a su vez, a su consecuente sumar su 

respectivo antecedente.   
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 En una proporción a cada antecedente se le puede restar su 

respectivo consecuente o, a su vez, a cada consecuente se le resta 

su respectivo antecedente. 

 En una serie de razones iguales, la suma de los antecedentes es 

a la suma de los consecuentes; como uno cualquiera de sus 

antecedentes es su respectivo consecuente. 

 La resta de los antecedentes con respecto a la resta de los 

consecuentes es igual a cualquiera de las razones. 

 En toda proporción, la suma de los términos de la primera razón 

es a su diferencia, como la suma de los términos de la segunda 

razón es a su diferencia. 

 En toda proporción, la suma de los términos de la primera razón 

es a la suma de los términos de la segunda razón, como la 

diferencia entre los términos de la primera razón es a la 

diferencia entre los términos de la segunda. 

 Si en una proporción se cambian los medios entre sí, a los 

extremos entre sí, se obtiene una nueva proporción. 

 

División interna de un segmento 

 

Consiste en ubicar un punto que se encuentre en el interior del segmento 

planteado como dato. 

 

División externa de un segmento 

Consiste en localizar un punto que se encuentra en el exterior del 

segmento. 
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División armónica 

 

Consiste en encontrar simultáneamente un punto en el interior y exterior 

del segmento dado; es una combinación de los casos anteriores. 

 

 

Ejercicios de segmentos rectilíneos 

 

 

Ejercicio 1.1. 

Para el segmento de la figura 1.1, determine la coordenada del punto M 

conociendo que 
𝐴𝑃

𝑃𝐵
= 3/4 y que el segmento AB es igual al segmento 

PM. 

 

Figura 1.1 

 

 

𝐻) 
𝐴𝑃

𝑃𝐵
=
3

4
 

𝐴𝐵 = 𝑃𝑀 

𝑇) 𝑀 =? 

 

 

Solución: 
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𝑎) 𝐴𝐵 = 𝑃𝑀 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 𝐴𝐵 = 600 + |−500| 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔. 

   𝐴𝐵 = 1100 𝑢𝑛𝑖𝑑.= 𝑃𝑀 

𝑐)  
𝐴𝑃

𝑃𝐵
=
3

4
 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑑)  
𝐴𝐷 + 𝑃𝐵

𝑃𝐵
=
3 + 4

4
 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 

𝑒) 𝐴𝑃 + 𝑃𝐵 = 𝐴𝐵 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔. 

   
𝐴𝐵

𝑃𝐵
=
7

4
   ⇒   

1100

𝑃𝐵
=
7

4
  

𝑓) 𝑃𝐵 = 628.57 𝑢𝑛𝑖𝑑. 

𝑔) 𝑃𝑀 = 𝑃𝐵 + 𝐵𝑀 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔.      𝐵𝑀

= (1100 − 628.57) 𝑢𝑛𝑖𝑑. 

   𝐵𝑀 = 471.43 𝑢𝑛𝑖𝑑. 

   𝑀 = 𝐵 + 𝐵𝑀 = 600 + 471.43    :    𝑴

= 𝟏𝟎𝟕𝟏. 𝟒𝟑 𝒖𝒏𝒊𝒅.  𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 1.2.  

Para el segmento de la figura 1.2, determine la longitud del segmento 

PR conociendo que 
𝐴𝑃

𝑃𝐵
= 5/3, la longitud del segmento AB es 40 

unidades y que el segmento PB es igual al segmento BR. 

 

Figura 1.2 
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𝐻)  
𝐴𝑃

𝑃𝐵
=
5

3
         

 𝐴𝐵 = 40 𝑢𝑛𝑖𝑑 

 𝑃𝐵 = 𝐵𝑅 

𝑇)𝑃𝑅 =? 

 

Solución: 

 

𝑎)  
𝐴𝑃

𝑃𝐵
=
5

3
 𝑝𝑜𝑟  ⥂ ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏)  
𝐴𝑃 + 𝑃𝐵

𝑃𝐵
=
5 + 3

3
 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 

𝑐) 𝐴𝑃 + 𝑃𝐵 = 𝐴𝐵 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

   (𝑐) 𝑒𝑛 (𝑏) 

   
𝐴𝐵

𝑃𝐵
=
8

3
  :   

40

𝑃𝐵
=
8

3
  :   𝑃𝐵 = 15 𝑢𝑛𝑖𝑑 

=  𝐵𝑅 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

   𝑃𝑅 = 2𝑃𝐵 = 2𝐵𝑅 = 2(15𝑢𝑛𝑖𝑑) .  :   𝑷𝑹 = 𝟑𝟎 𝒖𝒏𝒊𝒅.  𝑳𝑸𝑸𝑫.  

 

Ejercicio 1.3.  

Para el segmento de la figura 1.3, demuestre que 𝐴𝐸 + 𝐵𝐶 − 2𝐴𝐶 =

𝐵𝐷 conociendo 𝐴𝐶 = 𝐷𝐸. 

 

Figura 1.3 
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𝐻)𝐴𝐶 = 𝐷𝐸 

𝑇)𝐴𝐸 + 𝐵𝐶 − 2𝐴𝐶 = 𝐵𝐷 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝐴𝐸 = 𝐴𝐵 + 𝐵𝐷 + 𝐷𝐸 𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔. 

𝑏) 𝐵𝐶 = 𝐵𝐷 − 𝐶𝐷 𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔. 

  (𝑎) + (𝑏)  

𝑐) 𝐴𝐸 + 𝐵𝐶 = 𝐴𝐵 + 𝐵𝐷 + 𝐷𝐸 + 𝐵𝐷 − 𝐶𝐷 

𝑑) 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 − 𝐵𝐶  𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

𝑒) 𝐴𝐶 = 𝐷𝐸  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

   (𝑏) , (𝑑)𝑦 (𝑒) 𝑒𝑛 (𝑐) 

𝑓) 𝐴𝐸 + 𝐵𝐶 = 2𝐵𝐷 + 𝐴𝐶 + 𝐴𝐶 − 𝐵𝐶 − 𝐶𝐷     

⇒        𝐴𝐸 + 𝐵𝐶 = 2𝐵𝐷 + 2𝐴𝐶 − (𝐵𝐶 + 𝐶𝐷) 

    𝐴𝐸 + 𝐵𝐶 = 2𝐵𝐷 + 2𝐴𝐶 − 𝐵𝐷 

      𝑨𝑬+ 𝑩𝑪− 𝟐𝑨𝑪 = 𝑩𝑫 𝑳𝑸𝑸𝑫  

 

Ejercicio 1.4.  

En la figura 1.4, el punto “Q” divide externamente al segmento AB en 

una razón 
𝑥

𝑦
=
2

9
 . Siendo M el punto medio de AB. Determinar la 

longitud de QM, si AM= 28 unidades. 
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Figura 1.4 

 

 

 

𝐻)
𝑥

𝑦
=
2

9
         

  𝐴𝑀 = 28 𝑢𝑛𝑖𝑑. 

  𝑀 = 𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝐴𝐵 

𝑇)𝑄𝑀 =? 

 

Solución: 

 

𝒂)  
𝑨𝑸

𝑸𝑩
=
𝟐

𝟗
 

𝑏)  
𝐴𝑄

𝐵𝑄 − 𝐴𝑄
=

2

9 − 2
  𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 

𝑐) 𝐵𝑄 − 𝐴𝑄 = 𝐴𝐵  𝐷𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

   (𝑐) 𝑒𝑛 (𝑏) 

𝑑)  
𝐴𝑄

𝐴𝐵
=
2

7
 

𝑒) 𝐴𝐵 = 𝐴𝑀 + 𝐴𝑀  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠. 

𝑓) 𝐴𝐵 = 56 𝑢𝑛𝑖𝑑. 

 (𝑓) 𝑒𝑛 (𝑑) 

𝑔) 𝐴𝑄 =
2𝐴𝐵

7
=
2(56 𝑢𝑛𝑖𝑑. )

7
= 16 𝑢𝑛𝑖𝑑. 

ℎ) 𝑄𝑀 = 𝐴𝑄 + 𝐴𝑀  𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 
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  𝑄𝑀 = (16 + 28) 𝑢𝑛𝑖𝑑.     :    𝑄𝑀 = 44 𝑢𝑛𝑖𝑑.  𝐿𝑄𝑄𝐷. 

 

Ejercicio 1.5.  

Dado el segmento de la figura 1.5, determine la longitud del segmento 

CD sabiendo que la longitud del segmento DE es igual a dos veces la 

longitud del segmento CD; la longitud del segmento DE es igual a tres 

veces la longitud del segmento AB y que la longitud del segmento AE 

es 100 unidades. 

 

Figura 1.5 

 

 

 

𝐻) 𝐷𝐸 = 2𝐶𝐷 

3𝐴𝐵 = 𝐷𝐸 

𝐴𝐸 = 100 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

𝑇) 𝐶𝐷 =? 

 

Solución: 

𝑎) 𝐴𝐶 = 2𝐴𝐵 = 2𝐵𝐶  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 𝐴𝐸 = 100 𝑢𝑛𝑖𝑑.    𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑐) 𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 + 𝐶𝐷 + 𝐷𝐸 = 100 𝑢𝑛𝑖𝑑.  𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

𝑑) 𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 + 𝐶𝐷 + 3𝐴𝐵 = 100 

𝑒) 5𝐴𝐵 + 𝐶𝐷 = 100 𝑢𝑛𝑖𝑑. 
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𝑓)  𝐴𝐵 =
𝐷𝐸

3
=
2𝐶𝐷

3
  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

   (𝑓) 𝑒𝑛 (𝑒) 

ℎ) 5 (
2

3
𝐶𝐷) + 𝐶𝐷 = 100 𝑢𝑛𝑖𝑑. 

   
10

3
𝐶𝐷 + 𝐶𝐷 = 100 𝑢𝑛𝑖𝑑. 

  
13

3
𝐶𝐷 = 100 𝑢𝑛𝑖𝑑. 

   𝐶𝐷 =
300 𝑢𝑛𝑖𝑑.

13
   :   𝑪𝑫 = 𝟐𝟑, 𝟎𝟕 𝒖𝒏𝒊𝒅𝒂𝒅𝒆𝒔 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 1.6.  

Encontrar las coordenadas de P y Q que dividen armónicamente al 

segmento AB de la figura 1.6, sabiendo que: XA = 100 unidades y XB = 

800 unidades, en una razón    
𝑥

𝑦
=
1

4
. 

 

Figura 1.6 

 

 

𝐻)
𝑥

𝑦
=
1

4
  

𝑇)𝑃 𝑦  𝑄 = ? 

 

Solución: 

𝑎)  
𝐴𝑃

𝑃𝐵
=
𝐴𝑄

𝑄𝐵
=
1

4
  𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑖ó𝑛 𝑎𝑟𝑚ó𝑛𝑖𝑐𝑎 

?Q 
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𝑏)  
𝐴𝑃 + 𝑃𝐵

𝑃𝐵
=
1 + 4

4
  𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 

𝑐)  
𝐴𝐵

𝑃𝐵
=
5

4
 

  𝐴𝐵 = (800 − 100)𝑢𝑛𝑖𝑑.= 700 𝑢𝑛𝑖𝑑. 

𝑑) 
700

𝑃𝐵
=
5

4
 ⇒    𝑃𝐵 = 560 𝑢𝑛𝑖𝑑. 

𝑒) 𝑃 = 𝐵 − 𝑃𝐵 𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎 𝑑𝑒 𝑃 

   (𝑑) 𝑒𝑛 (𝑎)   

   𝑃 = 800 − 560  :  ∗  𝑷 = 𝟐𝟒𝟎  𝑳𝑸𝑸𝑫. 

𝑓)  
𝐴𝑄

𝑄𝐵 − 𝐴𝑄
=

1

4 − 1
  𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 

  
𝐴𝑄

𝐴𝐵
=
1

3
  :   𝑄𝐴 = 233,3 𝑢𝑛𝑖𝑑. 

ℎ)  𝑄 = 𝐴 − 𝐴𝑄 𝐶𝑜𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎 𝑑𝑒 𝑄 

  𝑄 = 100 − 233,3  :  ∗  𝑸 = −𝟏𝟑𝟑, 𝟑  𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 1.7.  

El punto P divide internamente al segmento AB de la figura 1.7, 

teniendo las coordenadas de: A = 1300 u, B = 1800 u y P = 1560 u. 

Determinar la razón x/y. 

 

Figura 1.7 

 

 

 

T) x/y=? 
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Solución: 

 

𝑎)  
𝐴𝑃

𝑃𝐵
=
𝑥

𝑦
 𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑖ó𝑛 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑎  

𝑏) 𝐴𝑃 = 𝑃 − 𝐴 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎𝑠 

  𝐴𝑃 = 1560 − 1300   :     𝐴𝑃 = 260 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 (𝑏 ∗) 

𝑐) 𝑃𝐵 = 𝐵 − 𝑃 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎𝑠 

   𝑃𝐵 = 1800 − 1560   :     𝑃𝐵 = 240 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠  (𝑐 ∗) 

   (𝑏 ∗) 𝑦 (𝑐 ∗) 𝑒𝑛 (𝑎) 

   
260 𝑢𝑛𝑖𝑑.

240 𝑢𝑛𝑖𝑑.
=
𝑥

𝑦
   :    

𝒙

𝒚
= 𝟏. 𝟎𝟖𝟑 ⟩ 𝟏 𝑳𝑸𝑸𝑫 

 

Ejercicio 1.8.  

Hallar las coordenadas de los puntos P, Q y C de la figura 1.8, 

sabiendo que se cumple la igualdad 
𝑨𝑷

𝑷𝑩
=
𝑨𝑸

𝑩𝑸
=
𝟕

𝟐
=
𝑩𝑸

𝑸𝑪
. 

 

 

Figura 1.8 

 

 

𝐻)
𝐴𝑃

𝑃𝐵
=
𝐴𝑄

𝐵𝑄
=
7

2
=
𝐵𝑄

𝑄𝐶
   

𝑇) 𝑃 ,  𝑄 𝑦 𝐶  =? 

 

 

?C 
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Solución: 

 

𝑎) 𝐴𝐵 = 70 − 50  :   𝐴𝐵 = 20 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

𝑏)  
𝐴𝑃

𝑃𝐵
=
7

2
 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑐)  
𝐴𝑃 + 𝑃𝐵

𝑃𝐵
=
7 + 2

2
 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 

   
20

𝑃𝐵
=
9

2
   :    𝑃𝐵 = 4,4 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

𝑑) 𝑃𝐵 = 𝐵 − 𝑃 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎𝑠 

   𝑃 = 70 − 𝑃𝐵   ∗  𝑃 = 65.6  𝐿𝑄𝑄𝐷. 

𝑒)  
𝐴𝑄

𝑄𝐵
=
7

2
 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑓)  
𝐴𝑄 − 𝑄𝐵

𝑄𝐵
=
7 − 2

2
 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑠𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 

   
20

𝑄𝐵
=
5

2
   :    𝑄𝐵 = 8 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

𝑔) 𝑄 = 𝐵 + 𝑄𝐵   ⇒      𝑄 = 70 + 8   :   ∗  𝑸

= 𝟕𝟖 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

ℎ)  
𝐵𝑄

𝑄𝐶
=
7

2
 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠   ⇒    

8

𝑄𝐶
=
7

2
   :    𝑄𝐶

= 2,28 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

𝑖) 𝐶 = 𝑄 + 𝑄𝐶  :      𝐶 = 78 + 2.28   ⇒  ∗  𝑪

= 𝟖𝟎. 𝟐𝟖 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 1.9.  

P y O dividen armónicamente al segmento AB de la figura 1.9 en una 

razón, siendo AB = 60 unidades. Determinar la longitud del segmento 

AP sabiendo que 3AO = PB. 

 

Figura 1.9 

 

 

 

𝐻)𝐴𝐵 = 60 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

3𝐴𝑂 = 𝑃𝐵      

𝑇)𝐴𝑃 =? 

 

Solución: 

 

𝑎)  
𝐴𝑃

𝑃𝐵
=
𝐴𝑂

𝑄𝐵
      𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑖ó𝑛 𝑎𝑟𝑚ó𝑛𝑖𝑐𝑎 

𝑏) 𝐴𝑃 + 𝑃𝐵 = 𝐴𝐵    𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

𝑐)  
𝐴𝑃

𝐴𝐵 − 𝐴𝑃
=

𝐴𝑂

𝑂𝐵 − 𝐴𝑂
 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 

𝑑) 𝐴𝐵 + 𝐴𝑂 = 𝑂𝐵   :    𝑂𝐵 − 𝐴𝑂 = 𝐴𝐵 = 60 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

𝑒)  
𝐴𝑃

𝑃𝐵 − 𝐴𝑃
=
𝐴𝑂

60
 

𝑓) 3𝐴𝑂 = 𝑃𝐵     𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

ℎ)  
𝐴𝑃

3𝐴𝑂 − 𝐴𝑃
=
𝐴𝑂

60
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𝑖) 3𝐴𝑂
2
− (𝐴𝑂)(𝐴𝑃) − 60𝐴𝑃 = 0  

    (𝑏) 𝑦 (𝑓) 𝑒𝑛 (𝑖)  

𝑗) 𝐴𝑂2 + 20𝐴𝑂 − 600 = 0   

   𝐴𝑂1 = 16.46 𝑢𝑛𝑖𝑑.   :   𝐴𝑂2 = −36.46 𝑢𝑛𝑖𝑑.  

  3(16.46)𝑢𝑛𝑖𝑑 = 𝑃𝐵   :    𝑃𝐵 = 49.38 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

𝑘) 𝐴𝑃 = 𝐴𝐵 − 𝑃𝐵 

   𝐴𝑃 = (60 − 49.38)𝑢𝑛𝑖𝑑.   :    𝑨𝑷

= 𝟏𝟎. 𝟔𝟐 𝒖𝒏𝒊𝒅𝒂𝒅𝒆𝒔  𝑳𝑸𝑸𝑫 

 

Ejercicio 1.10.  

Dado el segmento de la figura 2.10, si Q divide externamente al 

segmento AB en media y extrema razón tal que  
𝑥

𝑦
< 1  y  AB = 80 u.  

Determinar QB. 

 

Figura 1.10 

 

 

 

𝐻) 𝐴𝐵 = 80 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠   

𝑇) 𝑄𝐵 =? 
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Solución: 

 

𝑎) 𝐴𝑄
2
= 𝐵𝑄. 𝐴𝐵  𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎 𝑦 𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑟𝑎𝑧ó𝑛 

𝑏) 𝐴𝑄 = 𝐵𝑄 − 𝐴𝐵  𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

   (𝑏) 𝑒𝑛 (𝑎) 

𝑐) (𝐵𝑄 − 𝐴𝐵)2 = 𝐵𝑄. 𝐴𝐵 

𝑑) 𝐵𝑄
2
− 2𝐵𝑄𝐴𝐵 + 𝐴𝐵

2
= 𝐵𝑄𝐴𝐵 

𝑒) 𝐵𝑄
2
− 160𝐵𝑄 + 80

2
= 80𝐵𝑄 

𝑓) 𝐵𝑄
2
− 160𝐵𝑄 − 80𝐵𝑄 + 6400 = 0  :   𝐵𝑄

2
− 240𝐵𝑄 + 6400

= 0 

𝑔) 𝐵𝑄 =
240 ± √(240)2 − 4(6400)

2
=
240 ± √32000

2
=
240 ± 178.89

2
 

    ∗  𝑩𝑸 = 𝟐𝟎𝟗. 𝟒 𝒖𝒏𝒊𝒅𝒂𝒅𝒆𝒔  𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 1.11.  

Dado el segmento de la figura 1.11, si “P” divide externamente al 

segmento AB en media y extrema razón tal que 
𝑥

𝑦
< 1, AB = 100 

unidades.  Determinar PB. 

 

Figura 1.11 

 

 

 

𝐻) 
𝑥

𝑦
< 1  
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𝐴𝐵 = 100 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠      

𝑇) 𝑃𝐵 =? 

 

Solución: 
 

𝑎) 𝐴𝑃
2
= (𝐴𝐵)(𝑃𝐵)  𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎 𝑦 𝑒𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑟𝑎𝑧ó𝑛 

𝑏)𝐴𝑃 = 𝐴𝐵 − 𝑃𝐵  𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 
   (𝑏) 𝑒𝑛 (𝑎) 
𝑐) (𝐴𝐵 − 𝑃𝐵)2 = 𝐴𝐵𝑃𝐵 
𝑑) 𝐴𝐵2 − 2(𝐴𝐵)(𝑃𝐵) + 𝑃𝐵2 = (𝐴𝐵)(𝑃𝐵) 
𝑒) (100)2 − 2(100)(𝑃𝐵) + 𝑃𝐵2 = (100)𝑃𝐵 
𝑓) 𝑃𝐵2 − 300𝑃𝐵 + 10.000 = 0 

𝑔) 𝑃𝐵 =
300 ± √(300)2 − 4(10000)

2
=
300 ± 223.6

2
 

   𝑷𝑩 = 𝟐𝟔𝟏, 𝟖 𝒖𝒏𝒊𝒅𝒂𝒅𝒆𝒔 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
 

Ejercicio 1.12.  

Dado el segmento de la figura 1.12, si P y Q dividen armónicamente al 

segmento, AB entonces la relación correcta es:  

 

Figura 1.12 

 

 

 

(𝑎)  
𝐴𝑃

𝐵𝑃
=
𝐴𝐵

𝐵𝑄
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(𝑏)  
𝐴𝐵

𝑃𝐵
=
𝐴𝑄

𝐵𝑄
    

(𝑐)  
𝑃𝐵

𝐴𝑃
=
𝐵𝑄

𝐴𝑄
   

(𝑑) 𝑛𝑖𝑛𝑔𝑢𝑛𝑎   ⇒ ∗    𝑹𝒆𝒔𝒑𝒖𝒆𝒔𝒕𝒂  𝒄𝒐𝒓𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 (𝒅)  

 

Ejercicio 1.13.  

Dado un segmento AB de la figura 2.13, de coordenadas (-159; 136), 

encontrar las coordenadas de los puntos que dividen al segmento en 

cinco partes de igual medida. 

 

 

 

Solución: 

AB es el segmento dado 

 

Trazamos una recta oblicua desde el punto A con una abertura 

cualquiera, esta es dividida en cinco partes iguales, desde el último 

punto de división (5) trazamos una perpendicular hacia el extremo del 

segmento planteado, y luego trazamos segmentos paralelos a esta recta 
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por cada uno de los puntos de la recta oblicua con relación al segmento 

dado, determinándose de una manera práctica la división del segmento 

dado, en segmentos parciales iguales.  

 

a) 5B II 4S  II 3R II 2Q II 1P   Por construcción 

𝑏) AP =  PQ =  QR =  RS =  SB por hipótesis 

𝑐) AB =  |-159|  +  136   ⇒    ⥂ AB 

=  159 unid. +  136 unid. =  295 unid. 

  AB =  5 AP por hipótesis 

  AP =   
AB

5
=
295 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠

5
= 59 𝑢𝑛𝑖𝑑. 

 

 Coordenadas 

 P =  A +  AP           Q =  P +  PQ               R =  P +  QR                  S  

=  R +  RS 

 P =  -159 +  59         ⇒    ∗  𝑷 =  100   unid. 

 Q =  -100 +  59        ⇒   ∗   𝑸 =  41   unid. 

 R =    -41 +  59       ⇒   ∗  𝑹 =  18   unid. 

 S =      18 +  59           ⇒   ∗  𝑺 = 77   unid. 

  ∗  𝑩 = 136 unid.     
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Ejercicio 1.14.  

Dado un segmento AB de la figura 1.14, de coordenadas (-47 ; 78), 

encontrar la relación X/Y si:  AP = 55, “P“, divide internamente al 

segmento AB. 

 

Figura 1.14 

 

 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝐶𝑜𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎 𝑑𝑒 𝐴 = −47 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 𝐶𝑜𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎 𝑑𝑒 𝐵 = 78 

𝑐) 𝐴𝐵 = |−47| + 78 = 125 𝑢𝑛𝑖𝑑. 

𝑑) 𝐴𝐵 = 𝐴𝑃 + 𝑃𝐵 𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

𝑒)  
𝐴𝑃

𝑃𝐵

=
𝑥

𝑦
⟨ 1 𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑖ó𝑛 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑎 𝑑𝑒 𝑢𝑛 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜   

𝑓) 𝐴𝑃 = 55 𝑢𝑛𝑖𝑑.   𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

    (𝑓) 𝑒𝑛 (𝑑) 

𝑔) 𝑃𝐵 = 125 𝑢𝑛𝑖𝑑 − 55 𝑢𝑛𝑖𝑑.= 70 𝑢𝑛𝑖𝑑. 

   (𝑓) 𝑦 (𝑔) 𝑒𝑛 (𝑒) 

   
55 𝑢𝑛𝑖𝑑.

70 𝑢𝑛𝑖𝑑.
=
𝑥

𝑦
= 0.78   ⇒   

𝒙

𝒚
= 𝟎. 𝟕𝟖𝟔 ⟨ 𝟏 𝑳𝑸𝑸𝑫. 



 

 

 

40 

 

Ejercicio 1.15.  

Dado un segmento AB de coordenadas (-37;75), encontrar la relación 

𝑥

𝑦
> 1, si:  BQ = 152 (Q divide- externamente al segmento AB). 

 

Figura 1.15 

 

 

 

Solución: 

 

𝑎) AQ = 𝐴𝐵 + 𝐵𝑄 𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

𝑏) AB = | -37| + 75 = 37 + 75  

𝑐)  𝐴𝐵 = 112 𝑢𝑛𝑖𝑑. 

   (𝑐) 𝑒𝑛 (𝑎)   

𝑑) 𝐴𝑄 = (112 + 152) 𝑢𝑛𝑖𝑑.     ⇒       𝐴𝑄

= 264 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 (𝑑`) 

𝑒)  
𝐴𝑄

𝑄𝐵
=
𝑥

𝑦
⟩1 𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑒𝑓.  𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑖ó𝑛 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

𝑓) 𝑄𝐵 = 152 𝑢𝑛𝑖𝑑. 

   (𝑑`) 𝑦 (𝑓) 𝑒𝑛 (𝑒) 

  
264 𝑢𝑛𝑖𝑑.

152 𝑢𝑛𝑖𝑑.
=
𝑥

𝑦
   :   

𝒙

𝒚
= 𝟏. 𝟕𝟑𝟕 ⟩ 𝟏 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 1.16.  

Si P y Q dividen armónicamente al segmento AB de la figura 1.16, 

sabiendo que AM=ME, demuestre que 𝑀𝐵2 = (𝑀𝑃)(𝑀𝑄). 

 

Figura 1.16  

 

 

 

𝐻) 𝐴𝑀 = 𝑀𝐵        

𝑇) 𝑀𝐵2 = (𝑀𝑃)(𝑀𝑄) 

 

Solución:  

 

𝑎) AP =  AM +  MP suma de segmentos 

𝑏) AQ =  AM +  MQ 

𝑐) BQ =  MQ - MB  

𝑑) PB =  MB -MP 

𝑒)  
𝐴𝑃

𝑃𝐵
=
𝐴𝑄

𝐵𝑄
 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑖ó𝑛 𝑎𝑟𝑚ó𝑛𝑖𝑐𝑎 

𝑓)  
𝐴𝑀 +𝑀𝑃

𝑀𝐵 −𝑀𝑃
=
𝐴𝑀 +𝑀𝑄

𝑀𝑄 −𝑀𝐵
 

ℎ) 𝑀𝐵 .  𝑀𝑄 −𝑀𝐵2 +𝑀𝑃 .  𝑀𝑄 −𝑀𝑃 .  𝑀𝐵

= 𝑀𝐵2 −𝑀𝐵 .  𝑀𝑃 +𝑀𝑄 .  𝑀𝐵 −𝑀𝑄 .  𝑀𝑃 

𝑖)  − 2𝑀𝐵2 + 2𝑀𝑃 • 𝑀𝑄 = 0 

    ∗𝑴𝑩𝟐 = (𝑴𝑷)(𝑴𝑸) 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 1.17.  

Dado el segmento de la figura 1.17, si P y Q dividen armónicamente al 

segmento AB en relación 
𝑥

𝑦
> 1, si AP=PQ; Demostrar que BQ=2PB. 

 

Figura 1.17 

 

 

 

Solución:  

 

𝑎)  
𝐴𝑃

𝑃𝐵
=
𝐴𝑄

𝐵𝑄
      𝑃𝑜𝑟 𝑑𝑒𝑓.  𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑖𝑜𝑛 𝑎𝑟𝑚ó𝑛𝑖𝑐𝑎  

𝑏) 𝐴𝑄 = 𝐴𝑃 + 𝑃𝑄   𝑃𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

𝑐) 𝐴𝑃 = 𝑃𝑄     𝑃𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑑)  
𝐴𝑃

𝑃𝐵
=
𝐴𝑃 + 𝑃𝑄

𝐵𝑄
    𝑃𝑜𝑟 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 

𝑒)  
𝑃𝑄

𝑃𝐵
=
𝑃𝑄 + 𝑃𝑄

𝐵𝑄
=
2𝑃𝑄

𝐵𝑄
 

𝑓) 𝑃𝑄 ∗ 𝐵𝑄 = 𝑃𝐵 ∗ 2𝑃𝑄 

    𝐵𝑄 =
2𝑃𝑄 ∗ 𝑃𝐵

𝑃𝑄
     ⇒       ∗  𝑩𝑸

= 𝟐𝑷𝑩 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 1.18.  

Dado el segmento de la figura 1.18, si los puntos P y Q dividen 

armónicamente al segmento AB en relación 
𝑥

𝑦
< 1, ¿Cuál es la relación 

x/y si; AB= 5640 unidades y PQ= 12654 unidades? 

 

Figura 1.18 

 

 

 

Solución:  

 

𝑎)  
𝐴𝑃

𝑃𝐵
=
𝑄𝐴

𝑄𝐵
=
𝑥

𝑦
< 1    𝑃𝑜𝑟 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑖ó𝑛 𝑎𝑟𝑚ó𝑛𝑖𝑐𝑎 

𝑏) 𝐴𝑃 = 𝐴𝐵 − 𝑃𝐵  𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

𝑒) 𝑃𝐵 = 𝑋 =
−𝑏 ± √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
 

   𝑃𝐵 =
−14028 ± √(14028)2 − 4(2)(−71368560)

(2)(2)
 

   𝑃𝐵 =
−14028 ± 27708

4
  :   𝑃𝐵1 = 3420 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠   

  𝑃𝐵2 = 10434 𝑉𝑎𝑙𝑜𝑟 𝑞𝑢𝑒 𝑞𝑢𝑒 𝑛𝑜 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒𝑟𝑎 

𝑏) 𝐴𝑃 = 𝐴𝐵 − 𝑃𝐵  :    𝐴𝑃 = (5640 − 3420) 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

   𝐴𝑃  = 2220 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

𝑐) 𝑄𝐵 = 𝑄𝑃 + 𝑃𝐵   :    𝑄𝐵 = (12654 + 3420) 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

   𝑄𝐵 = 16074 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

  𝑄𝐴 = 𝑃𝑄 − 𝐴𝑃   :    𝑄𝐴 = (12654 − 2220) 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 
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𝑓) 𝑄𝐴 = 10434  𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

    (𝑓) 𝑒𝑛 (𝑎)  

  
𝐴𝑃

𝑃𝐵
=
𝑄𝐴

𝑄𝐵
=
𝑥

𝑦
∠ 1  ;  

2220

3420
=
10434

16074
=
𝑥

𝑦
   ⇒  ∗  

𝒙

𝒚

= 𝟎, 𝟔𝟒𝟗  <  𝟏 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 1.19.  

Dado el segmento de la figura 1.19, si los puntos P y Q dividen 

armónicamente al segmento AB en relación 
𝑥

𝑦
< 1. ¿Cuál es la relación 

x/y si; PB = 3420 y BQ = 16074? 

 

Figura 1.19 

 

 

 

Solución: 

 

𝑎)  
𝐴𝑃

𝑃𝐵
=
𝑄𝐴

𝑄𝐵
=
𝑥

𝑦
< 1  𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑒𝑓.  𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑖ó𝑛 𝑎𝑟𝑚ó𝑛𝑖𝑐𝑎   

𝑏) 𝑄𝑃 = 𝑄𝐵 − 𝑃𝐵    𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

   𝑄𝑃 = (16074 − 3420) 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠    ⇒      𝑄𝑃

=  12654 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

𝑐) 𝑄𝐴 = 𝑄𝑃 − 𝐴𝑃    ⇒    𝑄𝐴 = 12654 − 𝐴𝑃 (𝑐 ∗) 
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 (𝑐 ∗) 𝑒𝑛 (𝑎) 

 
𝐴𝑃

3420
=
12654 − 𝐴𝑃

16074
   :   𝐴𝑠𝑢𝑚𝑖𝑚𝑜𝑠 𝑞𝑢𝑒:  𝐴𝑃 = 𝑋 

    19494 𝑋 = 43276680    ⇒    (𝑑) 𝑋 = 𝐴𝑃

= 2220 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠     

   (𝑑) 𝑒𝑛 (𝑎) 

  
𝐴𝑃

𝐵𝑃
=
𝑄𝐴

𝑄𝐵
=
𝑥

𝑦
< 1   :    

2220

3420
=
12654 − 220

16074

= 0.649   ⇒      ∗  
𝒙

𝒚
= 𝟎. 𝟔𝟒𝟗

< 𝟏 𝑳𝑸𝑸𝑫 

 

Ejercicio 1.20.  

Para el segmento de la figura 1.20, si los puntos P y Q dividen 

armónicamente al segmento AB en relación 
𝑥

𝑦
< 1, ¿Cuál es la relación 

x/y sí; AB = 792 unidades y PQ igual a 247 unidades? 

 

Figura 1.20 
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Solución: 

 

𝑎)  
𝐴𝑃

𝑃𝐵
=
𝑄𝐴

𝑄𝐵
=
𝑥

𝑦
< 1   𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑒𝑓.  𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑖ó𝑛 𝑎𝑟𝑚ó𝑛𝑖𝑐𝑎 

𝑏) 𝑄𝐴 = 𝑄𝐵 − 𝐴𝐵  𝑝𝑜𝑟 𝑟𝑒𝑠𝑡𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

𝑐) 𝑄𝐵 = 𝑃𝑄 + 𝑃𝐵 

𝑑) 𝐴𝐵 = 𝐴𝑃 + 𝑃𝐵  𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

  (𝑏), (𝑐) 𝑦 (𝑑) 𝑒𝑛 (𝑎) 

    
𝐴𝐵 − 𝑃𝐵

𝑃𝐵
=
𝑄𝑃 + 𝑃𝐵 − 𝐴𝐵

𝑄𝑃 + 𝑃𝐵
   ⇒      

792 − 𝑃𝐵

𝑃𝐵

=
247 + 𝑃𝐵 − 792

247 + 𝑃𝐵
  :   𝐴𝑠𝑢𝑚𝑖𝑚𝑜𝑠 𝑞𝑢𝑒:   𝑃𝐵

= 𝑋 

   2𝑋2 − 1090𝑋 − 195624 = 0  :   𝑃𝐵 = 687.31 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

    𝐴𝑃 = 𝐴𝐵 − 𝑃𝐵    ⇒     𝐴𝑃

=  (792 − 687.31) 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠  :   𝐴𝑃

= 104.69 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

   𝑄𝐴 = 𝑄𝑃 − 𝐴𝑃   ⇒     𝑄𝐴

=  (247 − 104.69) 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠  :   𝑄𝐴

= 142.31 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

   𝑄𝐵 = 𝑄𝑃 + 𝑃𝐵 

   𝑄𝐵 = (247 + 687.31) 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠  :   𝑄𝐵 = 984.31 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

𝑎)  
104.69

687.31
=
142.31

984.31
 

   0.1523 = 0.1523    ∴   ∗  
𝒙

𝒚
= 𝟎. 𝟏𝟓𝟐𝟑 ⟨ 𝟏 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 1.21.  

Para el segmento de la figura 1.21, determine la longitud del segmento 

PR conociendo que 
𝐴𝑃

𝑃𝐵
= 5/3, la longitud del segmento AB es 20 

unidades y que el segmento PB es igual al segmento BR. 

 

Figura 1.21 

 

 

Figura 1.21 

 

𝐻)  
𝐴𝑃

𝑃𝐵
=
5

3
      

𝐴𝐵 = 20 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

𝑃𝐵 = 𝐵𝑅 

𝑇)𝑃𝑅 =? 

 

Solución: 

 

𝑎)  
𝐴𝑃

𝑃𝐵
=
5

3
  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏)  
𝐴𝑃 + 𝑃𝐵

𝑃𝐵
=
5 + 3

3
  𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠  

𝑐) 𝐴𝑃 + 𝑃𝐵 = 𝐴𝐵  𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠  

   (𝑐) 𝑒𝑛 (𝑏) 

   
𝐴𝐵

𝑃𝐵
=
8

3
   ;    

20

𝑃𝐵
=
8

3
   ;    𝑃𝐵 = 7.5 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

𝑑) 𝑃𝑅 = 𝑃𝐵 + 𝐵𝑅  𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠  
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   𝑃𝐵 = 𝐵𝑅  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠   ⇒     𝑃𝑅

= (7.5 + 7.5) 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠   ⇒    ∗  𝑷𝑹

= 𝟏𝟓 𝒖𝒏𝒊𝒅𝒂𝒅𝒆𝒔 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 1.22.  

En el segmento de la figura 1.22, Q divide externamente al segmento en 

una razón 
𝑥

𝑦
=
2

9
. Siendo M el punto medio de AB, determinar la longitud 

de QM si AM = 28 unidades. 

 

Figura 1.22 

 

 

 

Solución: 

 

𝑎)  
𝐴𝑄

𝑄𝐵
=
2

9
  𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑖ó𝑛 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑛𝑎 

𝑏)  
𝐴𝑄

𝐵𝑄 − 𝐴𝑄
=

2

9 − 2
  propiedad de las proporciones 

   
AQ

AB
=
2

9
 

𝑐)   𝐴𝐵 = 𝐴𝑀 +𝑀𝐵  𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠     

⇒       𝐴𝐵 = 56 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

𝑑)  
𝐴𝑄

56
=
2

7
  :   𝐴𝑄 = 16 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑠 

𝑒) 𝑄𝑀 = 𝐴𝑄 + 𝐴𝑀 
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   𝑄𝑀 = (16 + 28) 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠   :   ∗  𝑸𝑴

= 𝟒𝟒 𝒖𝒏𝒊𝒅𝒂𝒅𝒆𝒔 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 1.23.  

Dado el segmento de la figura 1.23, determine la longitud del segmento 

AB sabiendo que 𝐴𝑃. 𝐵𝑄 = 𝑃𝐵. 𝐴𝑄 y que 
1

𝑃𝐵
+

1

𝐵𝑄
=
2

5
. 

 

Figura 1.23 

 

 

 

𝐻) 𝐴𝑃. 𝐵𝑄 = 𝑃𝐵. 𝐴𝑄         

  
1

𝑃𝐵
+
1

𝐵𝑄
=
2

5
 

𝑇) 𝐴𝐵 =? 

 

Solución:  

 

𝑎) 𝐴𝑃. 𝐵𝑄 = 𝑃𝐵. 𝐴𝑄  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 𝐴𝑃 + 𝑃𝐵 = 𝐴𝐵  𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠   

     (𝑏) 𝑒𝑛 (𝑎) 

   (𝐴𝐵 − 𝑃𝐵). 𝐵𝑄 = 𝑃𝐵(𝐵𝑄 − 𝐴𝐵)  

𝐵𝑄. 𝐴𝐵 − 𝑃𝐵. 𝐵𝑄 = 𝑃𝐵. 𝐵𝑄 − 𝑃𝐵. 𝐴𝐵 

  𝐵𝑄. 𝐴𝐵 + 𝑃𝐵. 𝐴𝐵 = 2𝑃𝐵. 𝐵𝑄  

  𝐴𝐵(𝐵𝑄 + 𝑃𝐵) = 2𝑃𝐵. 𝐵𝑄 
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𝐵𝑄 + 𝑃𝐵

𝑃𝐵. 𝐵𝑄
=
2

𝐴𝐵
   

𝑐)  
𝐵𝑄

𝑃𝐵. 𝐵𝑄
+

𝑃𝐵

𝑃𝐵. 𝐵𝑄
=
2

𝐴𝐵
 

𝑑)  
1

𝑃𝐵
+
1

𝐵𝑄
=
2

𝐴𝐵
     ;    

1

𝑃𝐵
+
1

. 𝐵𝑄

=
2

5
  (𝑒) 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

   (𝑑) = (𝑒)  

     ∗  𝑨𝑩 = 𝟓 𝒖𝒏𝒊𝒅𝒂𝒅𝒆𝒔 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 1.24.  

Considere el segmento de la figura 1.24. Dadas las coordenadas XQ 

=100 y Xp = 300 que dividen armónicamente al segmento AB en una 

razón de 1/2, determinar las coordenadas de A y B. 

 

Figura 1.24 

 

 

 

𝐻)   
𝑥

𝑦
=
1

2
         

𝑇) 𝑋𝐴 =?    :     𝑋𝐵 =? 
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Solución:  

 

𝑎)  
𝐴𝑃

𝑃𝐵
=
𝐴𝑄

𝑄𝐵
=
𝑥

𝑦
<  1    𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑖ó𝑛 𝑎𝑟𝑚ó𝑛𝑖𝑐𝑎 

𝑏)  
𝐴𝑃

𝑃𝐵
=
1

2
    ;   2𝐴𝑃 = 𝑃𝐵 

𝑐)  
𝐴𝑄

𝑄𝐵
=
1

2
    ;   2𝐴𝑄 = 𝑄𝐵 

   
𝐴𝑃 + 𝑃𝐵

𝑃𝐵
=
1 + 2

2
=
3

2
  𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 

𝑑) 𝐴𝑃 + 𝑃𝐵 = 𝐴𝐵  𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

𝑒)  
𝐴𝐵

𝑃𝐵
=
3

2
   ∴   

𝐴𝐵

2𝐴𝑃
=
3

2
   ⇒    𝐴𝐵 = 3𝐴𝑃  (𝑒`) 

𝑓)  
𝐴𝑄

𝑄𝐵 − 𝐴𝑄
=

1

2 − 1
=
1

1
  𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠  

𝑔)  
𝐴𝑄

𝐴𝐵
= 1  ;   𝐴𝑄 = 𝐴𝐵  (𝑔 ∗) 

  (𝑒) = (𝑔 ∗)  

  3𝐴𝑃 = 𝐴𝑄 = 𝐴𝐵 

   3(𝑃 − 𝐴) = (𝐴 − 𝑄)   ;    3(300 − 𝐴) = (𝐴 − 100) 

   900 − 3𝐴 = 𝐴 − 100   :  ∗  𝑨

= 𝟐𝟓𝟎 𝑳𝑸𝑸𝑫. (𝑪𝒐𝒐𝒓𝒅𝒆𝒏𝒂𝒅𝒂 𝒅𝒆 𝑨) 
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Ejercicio 1.25.  

Para el segmento de la figura 1.25, determine la coordenada del punto C 

conociendo que 
𝐴𝑃

𝑃𝐷
=
𝐴𝑄

𝑄𝐵
=
3

2
 y que 𝑄𝐵 = 𝐶𝑃. 

 

Figura 1.25 

 

 

𝐻)  
𝐴𝑃

𝑃𝐷
=
𝐴𝑄

𝑄𝐵
=
3

2
         

  𝑄𝐵 = 𝐶𝑃 

𝑇) 𝐶𝑜𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎 𝑑𝑒 𝐶 

 

Solución:  

 

𝑎)  
𝐴𝑃

𝑃𝐵
=
3

2
  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏 
𝐴𝑃 + 𝑃𝐵

𝑃𝐵
=
3 + 2

2
  𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 

𝑐) 𝐴𝑃 + 𝑃𝐵 = 𝐴𝐵 

𝑑)  
𝐴𝐵

𝑃𝐵
=
5

2
    :   𝐴𝐵

= 60 𝑢𝑛𝑖𝑑 + |−80 𝑢𝑛𝑖𝑑. |   ;    𝐴𝐵

= 140 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠  

   
140 𝑢𝑛𝑖𝑑.

𝑃𝐵
=
5

2
    :  ⋮  𝑃𝐵 = 56 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠  :    𝐴𝑃

= 84 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 
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𝑒)  
𝐴𝑄

𝑄𝐵
=
3

2
     ;   

𝐴𝑄 − 𝑄𝐵

𝑄𝐵
=
3 − 2

2
  ;    

140

𝑄𝐵

=
1

2
   ⇒      𝑄𝐵 = 280 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

𝑓) 𝐶𝑃 = 𝑄𝐵 = 280 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

ℎ) 𝑄 = 𝐵 + 𝑄𝐵   ;   𝑄 = 60 + 280  :    𝑄 = 340 

𝑖) 𝐶𝑃 = 𝐴𝐶 + 𝐴𝑃   ;   𝐴𝐶 = (280 − 84) 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠    

⇒       𝐴𝐶 = 196 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

𝑗) 𝐶 = 𝐴 + 𝐴𝐶    ;   𝐶 = −80 − |196|   :  

  ∗  𝑪 = −𝟐𝟕𝟔 𝑳𝑸𝑸𝑫  𝑪𝒐𝒐𝒓𝒅𝒆𝒏𝒂𝒅𝒂 𝒅𝒆 𝑪 

 

Ejercicio 1.26.  

Para el segmento de la figura 1.26, demuestre que 𝐵𝐸 =
𝐴𝐷+𝐶𝐹

2
, sabiendo 

que 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 y que 𝐷𝐸 = 𝐸𝐹. 

 

Figura 1.26 

 

 

𝐻) 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶            

  𝐷𝐸 = 𝐸𝐹 

𝑇) 𝐵𝐸 =
𝐴𝐷 + 𝐶𝐹

2
 

 

Solución:  

 

𝑎) 𝐴𝐷 = 𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 + 𝐶𝐷 

𝑐) 𝐶𝐹 = 𝐶𝐷 + 𝐷𝐸 + 𝐸𝐹  𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 
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𝑏) 𝐶𝐹 = 𝐶𝐷 + 2𝐷𝐸    :    𝐶𝐷 = 𝐶𝐹 − 2𝐷𝐸 (𝑏 ∗) 

𝑐) 𝐴𝐷 = 𝐶𝐷 + 2𝐴𝐵    :    𝐶𝐷 = 𝐴𝐷 − 2𝐴𝐵 (𝑐 ∗) 

   (𝑏 ∗) = (𝑐 ∗) 

𝑓) 𝐶𝐹 − 2𝐷𝐸 = 𝐴𝐷 − 2𝐴𝐵 

    𝐵𝐸 = 𝐵𝐶 + 𝐶𝐷 + 𝐷𝐸 = 𝐴𝐵 + 𝐶𝐷 + 𝐷𝐸 

𝑔) 𝐵𝐸 = (𝐶𝐹 − 2𝐷𝐸) + 𝐴𝐵 + 𝐷𝐸 = 𝐶𝐹 − 𝐷𝐸 + 𝐴𝐵 

ℎ) 𝐴𝐵 =
(𝐴𝐷 − 𝐶𝐷)

2
  

  (ℎ) 𝑒𝑛 (𝑔) 

𝑗)  𝐵𝐸 = 𝐶𝐹 − 𝐷𝐸 +
(𝐴𝐷 − 𝐶𝐷)

2
 

𝑘) 𝐵𝐸 = 𝐶𝐹 − (
𝐶𝐹 − 𝐶𝐷

2
) + (

𝐴𝐷 − 𝐶𝐷

2
) 

  2𝐵𝐸 = 2𝐶𝐹 − 𝐶𝐹 + 𝐶𝐷 + 𝐴𝐷 − 𝐶𝐷 = 𝐶𝐹 + 𝐴𝐷  ⇒   

∗  𝑩𝑬 =
𝑨𝑫 + 𝑪𝑭

𝟐
  𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 1.27.  

Para el segmento de la figura 1.27, demuestre que 𝑨𝑪
𝟐
= 𝑨𝑩.𝑨𝑫 −

𝑩𝑫

𝟒

𝟐

, sabiendo que 𝐵𝐶 = 𝐶𝐷. 

 

Figura 1.27 

 

 

𝐻) 𝐵𝐶 = 𝐶𝐷       

𝑇) 𝐴𝐶
2
= 𝐴𝐵. 𝐴𝐷 −

𝐵𝐷

4

2
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Solución:  

 

𝑎) 𝐴𝐶 = 𝐴𝐵 + 𝐵𝐶  𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠   

𝑏) 𝐴𝐶 = 𝐴𝐷 − 𝐶𝐷   

𝑐) 𝐵𝐶 = 𝐶𝐷     

𝑑) 𝐵𝐷 = 2𝐵𝐶 = 2𝐶𝐷  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠   

  (𝑎) 𝑝𝑜𝑟 (𝑏) 

𝑒) 𝐴𝐶2 = (𝐴𝐵 + 𝐵𝐶)(𝐴𝐷 − 𝐶𝐷) 

𝑓) 𝐴𝐶2 = 𝐴𝐵. 𝐴𝐷 − 𝐴𝐵. 𝐶𝐷 + 𝐵𝐶. 𝐴𝐷 − 𝐵𝐶. 𝐶𝐷  

    (𝑐) 𝑒𝑛 (𝑓) 

𝑔) 𝐴𝐶2 = 𝐴𝐵. 𝐴𝐷 − 𝐴𝐵. 𝐵𝐶 + 𝐵𝐶. 𝐴𝐷 −
𝐵𝐷2

4
  

ℎ) 𝐴𝐶2 = 𝐴𝐵. 𝐴𝐷 − 𝐴𝐵.
𝐵𝐷

2
+
𝐵𝐷

2
. 𝐴𝐷 −

𝐵𝐷2

4
    ⇒     

      𝐴𝐶2 = 𝐴𝐵. 𝐴𝐷 +
𝐵𝐷

2
. (𝐴𝐷 − 𝐴𝐵) −

𝐵𝐷2

4
  

  𝐴𝐶2 = 𝐴𝐵. 𝐴𝐷 −
𝐵𝐷

2
. (𝐵𝐷) −

𝐵𝐷2

4
= 𝐴𝐵. 𝐴𝐷 −

𝐵𝐷2

2
−
𝐵𝐷2

4
   

    ∗  𝑨𝑪𝟐 = 𝑨𝑩.𝑨𝑫 −
𝑩𝑫𝟐

𝟒
  𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

56 

 

Ejercicio 1.28.  

Para el segmento de la figura 1.28, verifique que  𝑚 = √𝑎𝑏 +
(𝑏−𝑎)2

4
, 

sabiendo que BC=DC, AB=a, BD=b y que AC=m. 

 

Figura 1.28 

 

 

𝐻) 𝐵𝐶 = 𝐷𝐶       

  𝐴𝐵 = 𝑎 

  𝐵𝐷 = 𝑏 

  𝐴𝐶 = 𝑚 

𝑇) √𝑎𝑏 +
(𝑏 − 𝑎)2

4
 

 

Solución:  

 

𝑎) 𝐴𝐶 = 𝐴𝐵 + 𝐵𝐶  𝑆𝑢𝑚𝑎  𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

𝑏) (𝐴𝐶)2 = (𝐴𝐵 + 𝐵𝐶)2 

   𝐴𝐶2 = 𝐴𝐵2 + 2(𝐴𝐵)(𝐵𝐶) + 𝐵𝐶2      ⇒   𝐴𝐶2

= 𝐴𝐵(𝐴𝐵 + 2𝐵𝐶) + 𝐵𝐶2 

𝑐) 𝐴𝐶2 = (𝐴𝐵)(𝐴𝐷) + 𝐵𝐶 

  𝐴𝐷 − 𝐴𝐵 = 2𝐵𝐶      ⇒   𝐵𝐶 =
𝐴𝐷 − 𝐴𝐵

2
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𝑓) 𝐴𝐶2 = (𝐴𝐵)(𝐴𝐷) + [
𝐴𝐷 − 𝐴𝐵

2
]
2

    :    𝐴𝐶2

= (𝐴𝐵)(𝐴𝐷) +
(𝐴𝐷 − 𝐴𝐵)2

4
 

 𝐴𝐶 = √(𝐴𝐵)(𝐴𝐷) +
(𝐴𝐷 − 𝐴𝐵)

4
     ⇒       

 ∗  𝒎 = √𝒂. 𝒃 +
(𝒃 − 𝒄)𝟐

𝟒
  𝑳𝑸𝑸𝑫 

 

Ejercicio 1.29.  

Los segmentos a, b, c son proporcionales a 7, 5 y 6 respectivamente si:  

a + b + c = 12 unidades. Calcular las medidas de los segmentos a, b y c.  

 

Solución:  

 

𝑎

7
=
𝑏

5
=
𝑐

6
=
𝑎 + 𝑏 + 𝑐

7 + 5 + 6

=
12 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠

18
  𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑠𝑒𝑟𝑖𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑟𝑎𝑧𝑜𝑛𝑒𝑠 

12 𝑢𝑛𝑖𝑑.

18
=
𝑎

7
   ;   𝑎 =

(12)(7)

18
   ;    𝒂

= 𝟒. 𝟔𝟔 𝒖𝒏𝒊𝒅.   𝑳𝑸𝑸𝑫. 

12 𝑢𝑛𝑖𝑑.

18
=
𝑏

5
   :   𝑏 =

(12)(5)

18
   :    𝒃

= 𝟑. 𝟑𝟑 𝒖𝒏𝒊𝒅.   𝑳𝑸𝑸𝑫. 

12 𝑢𝑛𝑖𝑑.

18
=
𝑐

6
   :   𝑐 =

(12)(6)

18
   :    𝒄

= 𝟒 𝒖𝒏𝒊𝒅.     𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 1.30.  

Considere el segmento de la figura 1.30. Dado los puntos A y B de 

coordenadas (-27 ; 29),  determinar  BS  tal  que: BS2 = AB.AS  (S es 

un punto situado entre A y B). 

 

Figura 1.30 

 

 

Solución:  

 

𝑎) 𝐴𝐵 = 𝐴 + 𝐵  𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎𝑠 

   𝐴𝐵 = |−27| + 29 = 56 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

𝑏) 𝐵𝑆2 = 𝐴𝐵. . 𝐴𝑆  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑐) 𝐴𝑆 = 𝐴𝐵 − 𝐵𝑆  𝑝𝑜𝑟 𝑟𝑒𝑠𝑡𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

   (𝑐) 𝑒𝑛 (𝑏) 

𝑑) 𝐵𝑆
2
= 𝐴𝐵(𝐴𝐵 − 𝐵𝑆)    ⇒     𝐵𝑆

2

= 56(56 − 𝐵𝑆)  ;    𝐵𝑆2 + 56𝐵𝑆 − 3136 = 0 

    ∗  𝑩𝑺 = 𝟑𝟒. 𝟔 𝒖𝒏𝒊𝒅𝒂𝒅𝒆𝒔  𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Capítulo 2 
Ángulos en el plano 
 

 

 

 “Donde hay materia hay geometría.” 

 

― Johannes Kepler 

 

Objetivo 

 

Desarrollar en los lectores la capacidad de analizar, pensar y resolver 

casos que involucren el conocimiento geométrico aplicado a los ángulos 

en el plano, reconociendo los tipos de ángulos y aplicando los teoremas 

de ángulos planos para la resolución de ejercicios. 

 

Logros de aprendizaje 

 

El lector estará en capacidad de: 

 Utilizar los sistemas de unidades de ángulos planos. 

 Reconocer los tipos de ángulos. 

 Aplicar los teoremas de ángulos para resolución de ejercicios. 

 

 

 

2 
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2.1 Introducción teórica 

 

2.1.1 Unidades principales para ángulos 

 

Sistema sexagesimal. - Se considera a la circunferencia dividida en 360 

partes y un ángulo de un grado es el que tiene el vértice en el centro y 

sus lados son dos radios, cada grado se considera en 60 partes iguales 

llamadas minutos y cada minuto tiene 60 partes iguales llamados 

segundos. 

 

Sistema centesimal. - Se considera a la circunferencia dividida en 400 

partes iguales llamadas "Grados Centesimales", cada grado tiene 100 

minutos centesimales y cada minuto tiene 100 segundos centesimales. 

 

Sistema mixto o circular. - En este sistema se usa como unidad el 

ángulo llamado "Radián". Un “radián” es el ángulo cuyos lados son 

radios y comprenden un ángulo cuya longitud es igual al radio de la 

circunferencia. 

 

2.1.2  Tipos de ángulos 

 

 Ángulo plano. - Es una figura formada por dos rectas, 

semirrectas, o rayos que se cortan en un punto. Las rectas, 

semirrectas o rayos se llaman lados y el punto común origen.  

 Ángulos nulos. - Son aquellos ángulos que son iguales a 0 

grados. 
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 Ángulos convexos. - Son aquellos ángulos que son mayores de 

0 grados, pero menores de dos ángulos rectos. 

 Ángulos agudos. - Son aquellos ángulos que son menores de un 

ángulo recto.  

 Ángulos rectos. - Son aquellos ángulos que son iguales a un 

ángulo recto, donde sus lados son dos rectas perpendiculares. 

 Ángulos obtusos. - Son aquellos ángulos que son mayores de un 

ángulo recto, pero menores de dos ángulos rectos. 

 Ángulos llanos. - Son ángulos iguales a dos ángulos rectos sus 

lados son dos rectas linealmente opuestas. 

 Ángulos cóncavos. - Son aquellos ángulos mayores de dos 

ángulos rectos y menores de cuatro ángulos rectos. 

 Ángulos de una vuelta. - Son los ángulos iguales a cuatro 

ángulos rectos. 

 Ángulos complementarios. - Son una pareja de ángulos que 

sumados dan un ángulo recto.  

 Ángulos suplementarios. - Son una pareja de ángulos que 

sumados dan dos ángulos rectos.  

 Ángulos consecutivos. - Son aquellos ángulos que se 

caracterizan por tener dos elementos comunes, un lado y un 

vértice y sus medidas se encuentran a uno y otro lado del lado 

común. 

 Ángulos adyacentes. - Son dos ángulos consecutivos cuyos 

lados no comunes son rayos linealmente opuestos o (alineados). 
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 Ángulos opuestos por el vértice. - Son aquellos ángulos cuyos 

lados de uno son las prolongaciones en sentido contrario de los 

lados del otro. 

 

Rectas paralelas 

 

Rectas paralelas son las que estando en el mismo plano y siendo 

equidistantes se pueden prolongar en ambos sentidos. 

 

Teoremas de los ángulos que tienen sus lados paralelos 

 

 Dos ángulos agudos que tienen sus lados respectivamente 

paralelos entre sí y dirigidos en el  mismo sentido son iguales. 

 Dos ángulos obtusos que tienen sus lados respectivamente 

paralelos entre sí, y dirigidos en sentido contrario son iguales. 

 Si dos ángulos tienen sus lados respectivamente paralelos, dos 

de ellos dirigidos en el mismo sentido y los otros dos en sentido 

contrario, dichos ángulos son suplementarios. 

 

Rectas perpendiculares 

 

Se dice que dos rectas son perpendiculares cuando al cortarse forman 

cuatro ángulos iguales, cada uno es un ángulo recto. 
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Teoremas de los ángulos que tienen sus lados perpendiculares 

 

 Dos ángulos agudos cuyos lados son respectivamente 

perpendiculares entre si son iguales. 

 Dos ángulos obtusos que tienen sus lados respectivamente 

perpendiculares son iguales. 

 Dos ángulos, uno agudo y otro obtuso, que tienen sus lados 

respectivamente perpendiculares son suplementarios. 

 

Ángulos formados entre dos rectas paralelas cortadas por una 

secante o transversal 

 

Los ángulos que se forman entre dos rectas paralelas presentan las 

siguientes características: 

 

 Los ángulos alternos internos son iguales. 

 Los ángulos alternos externos son iguales. 

 Los ángulos correspondientes son iguales. 

 Los ángulos colaterales internos son suplementarios. 

 Los ángulos colaterales externos son suplementarios. 
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2.2 Ejercicios resueltos de ángulos en el plano 

 

 

Ejercicio 2.1.  

Considere la figura 2.1. Uno de los ángulos complementarios aumentado 

en 30º es igual al otro. ¿Cuánto mide cada ángulo? 

 

Figura 2.1 

 

 

Solución:  

 

𝑎) 1𝑚∠ 𝐴𝑂𝐶 + 1𝑚∠𝐶𝑂𝐵

=  1∠ 𝑅𝑒𝑐𝑡𝑜             𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑒𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠  𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑟𝑖𝑜𝑠  

𝑏) 1𝑚∠1 + 1𝑚 ∠2 = 1𝑚∠ 𝑅𝑒𝑐𝑡𝑜 

𝑐) 1𝑚∠1 + 30° = 1𝑚∠2    ⇒    1𝑚∠1

= 1𝑚∠2 − 30°  (𝑐′)  

  (𝑐) 𝑒𝑛 (𝑏)  

   1𝑚∠2 − 300 + 1𝑚∠2 = 900 

  2𝑚∠2 = 900 + 300 

  2𝑚∠2 = 1200 
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  1𝑚∠2 =
1200

2
= 60° 

   ∗  𝟏𝒎∠𝟐 = 𝟔𝟎𝟎    ∗  𝟏𝒎∠𝟏 = 𝟑𝟎° 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 2.2.  

Considere la figura 2.2. ¿Cuánto mide cada uno de los ángulos 

suplementarios, si quitando al menor de ellos 20º y agregándole al 

mayor, este resulta el triple de lo que queda del menor? 

 

Figura 2.2 

 

 

Solución:  

 

𝑎) 1𝑚∠𝐴𝑂𝐵 + 1𝑚∠𝐵𝑂𝐶

= 2∠ 𝑅𝑒 𝑐 𝑡𝑜𝑠    𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑒𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠   𝑠𝑢𝑝 𝑙 𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑟𝑖𝑜𝑠 

𝑎′) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 180°  

𝐶𝑜𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒𝑟𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑞𝑢𝑒: 

   1𝑚∠1 = á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜  𝑚𝑒𝑛𝑜𝑟 ;  1𝑚∠2 = á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜  𝑚𝑎𝑦𝑜𝑟 

𝑏)  3𝑚 (1𝑚∠1 − 20°)

= 1𝑚∠2 + 20°   ;    3𝑚∠1 − 60°− 20°

= 1𝑚∠2 

𝑏′) 1𝑚∠2 = 3𝑚∠ 1 − 80° 
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   (𝑏′) 𝑒𝑛 (𝑎′)   

  1𝑚∠ 1 + 3𝑚∠ 1 − 80° = 180°  ;  4𝑚∠ 1

=  180°+ 80° ;  1𝑚∠ 1 = 65° 

𝑐) 1𝑚∠ 1 = 1𝑚∠ 𝐴𝑂𝐵 = 65°    

  (𝑐) 𝑒𝑛 (𝑏′) 

  1𝑚∠ 2 = 3(65°) − 80°   ;    1𝑚∠ 2 = 1𝑚∠ 𝐵𝑂𝐶 = 115°  

   ∗   𝟏𝒎∠ 𝟏 = 𝟔𝟓° ;   ∗  𝟏𝒎∠ 𝟐 = 𝟏𝒎∠ 𝑩𝑶𝑪

= 𝟏𝟏𝟓°  𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 2.3.  

Considere la figura 2.3. La medida de uno de los ángulos de un par de 

suplementarios es el doble de la medida del otro menos 27º. Encontrar 

la medida de cada ángulo. 

 

Figura 2.3 

 

 

Solución:  

 

𝑎)  1𝑚∠𝐴𝑂𝐵 + 1𝑚∠𝐵𝑂𝐶 = 180°  𝑝𝑜𝑟  𝑠𝑢𝑝 𝑙 𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑟𝑖𝑜𝑠   

𝑎′) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 180°   

𝑏)  1𝑚∠1 = 2𝑚∠2 − 27°  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠   

     (𝑏) 𝑒𝑛 (𝑎′) 
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  𝑚∠1+ 1𝑚∠2 = 180°  ;   2𝑚∠2 − 27°+ 1𝑚∠2 = 180° 

𝒄)   ∗  𝟏𝒎∠𝟐 = 𝟏𝒎𝑩𝑶𝑪 = 𝟔𝟗°  𝑳𝑸𝑸𝑫.     

     (𝑐)𝑒𝑛(𝑏) 

  1𝑚∠1 + 69° = 180°  ;   

 ∗  𝟏𝒎∠𝟏 = 𝟏𝒎∠𝑨𝑶𝑩 = 𝟏𝟏𝟏°  𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 2.4.  

Considere la figura 2.4. Dos ángulos adyacentes suplementarios están 

en la razón de 2 a 3. Hallar el valor del ángulo formado por la bisectriz 

del ángulo menor con el lado no común. 

 

Figura 2.4 

 

 

Solución:  

 

𝑎) 1𝑚∠𝐴𝑂𝐶 + 1𝑚∠𝐶𝑂𝐷

= 2∠ 𝑅𝑒𝑐𝑡𝑜𝑠    𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑒𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑠𝑢𝑝𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑟𝑖𝑜𝑠 

𝑎´) 1𝑚∠+ 1𝑚∠2

= 1800      :   𝑂𝐵 𝐵𝑖 𝑠𝑒𝑐 𝑡 𝑟𝑖𝑧 𝑑𝑒𝑙 ∠𝐴𝑂𝐶 
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𝑏)  
1𝑚∠1

1𝑚∠2
=
2

3
   

    
1𝑚∠ 1 + 1𝑚∠ 2

1𝑚∠ 2

=
2 + 3

3
   𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 

   
180°

1𝑚∠ 2
=
5

3
   ;   1𝑚∠2 =

(180°)(3)

5
= 108°    

𝑐) 1𝑚∠2 = 1𝑚∠𝐶𝑂𝐷 = 108°  

     (𝑐) 𝑒𝑛 (𝑎′) 

   1𝑚∠1 = 180°− 108°  ;    1𝑚∠ 1 = 72° 

𝑑) 1𝑚∠ 1 = 1𝑚∠ 𝐴𝑂𝐶 = 72°     

   1𝑚∠𝐵𝑂𝐴 = 1𝑚∠ 3

=
1𝑚∠ 𝐴𝑂𝐶

2
  𝑝𝑜𝑟 𝑙𝑎 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑏𝑖𝑠𝑒𝑐𝑡𝑟𝑖𝑧 𝑑𝑒 𝑢𝑛 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜. 

   1𝑚∠ 3 =
1𝑚∠ 1

2
 =
72°

2
 

      ∗  𝟏𝒎∠ 𝟑 = 𝟑𝟔° = 𝟏𝒎∠ 𝑩𝑶𝑨 = 𝟏𝒎∠ 𝑩𝑶𝑪  𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 2.5.  

Considere la figura 2.5. Calcular el valor de dos ángulos suplementarios, 

de modo que, si al quíntuplo del menor se le disminuye la mitad del 

mayor, se obtiene el triple del menor aumentado en 10º. 

 

Figura 2.5 
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Solución:  
 

a)  1m∠AOB + 1m∠BOC

= 2∠ Rectos    por ángulos suplementarios 

a′) 1m∠ 1 + 1m∠ 2 = 1800   

b)  5m∠1 −
1m∠ 2

2
= 3m∠ 1 + 100   

c)  1m∠ 1 = 1800 − 1m∠ 2  

 (c) en (b) 

5 (1800 − 1m∠ 2) −
1m∠ 2

2
= 3 (1800 − 1m∠ 2) + 100 

 9000 − 5m∠2 −
m∠2

2
= 5400 − 3m∠ 2 + 100    

      ∗  𝟏𝐦∠ 𝟐 = 𝟏𝐦∠𝐁𝐎𝐂 = 𝟏𝟒𝟎°  𝐋𝐐𝐐𝐃. 

 (1m∠ 2) en (a′) 

  1m∠ 1 = 1800 − 1m∠ 2   ;    1m∠ 1 = 1800 − 1400 

      ∗  𝟏𝐦∠ 𝟏 = 𝟏𝐦∠ 𝐀𝐎𝐁 = 𝟒𝟎𝟎 𝐋𝐐𝐐𝐃. 

 

Ejercicio 2.6.  

Considere la figura 2.6. Uno de los ángulos suplementarios es los 
3

5
 del 

otro ángulo. ¿Cuánto mide cada ángulo? 

 

Figura 2.6 
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Solución:  
 

𝑎) 1𝑚∠𝐴𝑂𝐵 + 1𝑚∠𝐵𝑂𝐶

= 2 ∠ 𝑅𝑒𝑐𝑡𝑜𝑠     𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑠𝑢𝑝𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑟𝑖𝑜𝑠 

  1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 1800      :       1𝑚∠1

= 1800 − 1𝑚∠2   (𝑎`) 

𝑏) 1𝑚∠1 =
3

5
𝑚∠2   

    (𝑎′) = (𝑏) 

    (1800 − 1𝑚∠2)(5) = 3𝑚∠2   ;    9000

= 8𝑚∠2   :     

𝑐)      ∗  𝟏𝒎∠𝟐 = 𝟏𝒎∠𝑩𝑶𝑪 = 𝟏𝟏𝟐. 𝟓𝟎  𝑳𝑸𝑸𝑫.   

     (𝑐) 𝑒𝑛 (𝑎′) 

   1𝑚∠1 = 1800 − 1𝑚∠2   ;    1𝑚∠1 = 1800 − 112. 50 

   1𝑚∠1 = 1𝑚𝐴𝑂𝐵 = 67.5°    ⇒   ∗  𝟏𝒎∠𝟏 = 𝟏𝒎∠𝑨𝑶𝑩

= 𝟔𝟕. 𝟓𝟎  𝑳𝑸𝑸𝑫 

 

Ejercicio 2.7.  

Considere la figura 2.7. De dos ángulos suplementarios, los 
2

3
 de uno de 

ellos más la sexta parte del otro forman un ángulo recto. ¿Cuánto mide 

cada ángulo? 

 

Figura 2.7 
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Solución:  

 

𝑎) 1𝑚∠𝐴𝑂𝐵 + 1𝑚∠𝐵𝑂𝐶 =  2∠ 𝑅𝑒𝑐𝑡𝑜𝑠  𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑒𝑟 𝑠𝑢𝑝𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑟𝑖𝑜𝑠 

    1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 1800  ⇒   1𝑚∠1 = 1800 − 1𝑚∠2  (𝑎´)  

   𝑏)  
2

3
𝑚∠1 +

1

6
𝑚∠2 = 900   𝑝𝑜𝑟  ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠  

   (𝑎′)  𝑒𝑛 (𝑏) 

   
2

3
(180°− 1𝑚∠2) +

1

6
𝑚∠2 = 900 

⋮     1200 −
2

3
𝑚∠2 +

1

6
𝑚∠2 = 900 

𝑐)         ∗  𝟏𝒎∠𝟐 = 𝟏𝒎∠𝑩𝑶𝑪 = 𝟔𝟎°   𝑳𝑸𝑸𝑫. 

     (𝑐) 𝑒𝑛 (𝑎′) 

   1𝑚∠1 = 1800 − 600 = 1200 

       ∗  𝟏𝒎∠𝟏 = 𝟏𝒎∠𝑨𝑶𝑩 = 𝟏𝟐𝟎°   𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 2.8.  

Considere la figura 2.8. Dos veces la medida de un ángulo es 36º menos 

que 5 veces la medida de su complemento. ¿Cuál es la medida del 

ángulo? 

 

Figura 2.8 
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Solución:  
 

𝑎) 1𝑚∠𝐴𝑂𝐵 + 1𝑚∠𝐵𝑂𝐶

= 2∠ 𝑅𝑒𝑐𝑡𝑜𝑠     𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑒𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑠𝑢𝑝𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑟𝑖𝑜𝑠 

𝑎 ∗) 1𝑚∠ 1 + 1𝑚∠ 2 = 1800      

𝑏) 1𝑚∠1 = 180°− 1𝑚∠ 2   

𝑐) 2𝑚∠1 + 360 = 5𝑚∠2      

    (𝑏) 𝑒𝑛 (𝑐) 

   2(1800 − 1𝑚∠2) + 360 = 5𝑚∠2 

   3600 − 2𝑚∠2 + 360 = 5𝑚∠ 2 

   3600 + 360 = 7𝑚∠2   ;            3960 = 7𝑚∠2   

𝑑)    ∗  𝟏𝒎∠𝟐 = 𝟏𝒎∠𝑩𝑶𝑪 = 𝟓𝟔. 𝟓𝟕°  𝑳𝑸𝑸𝑫.   

  (𝑑) 𝑒𝑛 (𝑏) 

   1𝑚∠1 = 1800 − 1𝑚∠2 

   1𝑚∠1 = 1800 − 56.570 

    ∗  𝟏𝒎∠𝟏 = 𝟏𝒎∠𝑨𝑶𝑩 = 𝟏𝟐𝟑. 𝟒𝟑°  𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 2.9.  

Dada la figura 2.9. Determine la medida del ángulo X sabiendo que 

1m∠EOB = 1000 = 1m∠3, y que 1m∠ FOA =  ángulo  llano. 

 

Figura 2.9 
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𝐻)  1𝑚∠𝐸𝑂𝐵 = 1000 = 1𝑚∠3  

  1𝑚∠ 𝐹𝑂𝐴 =  á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜  𝑙𝑙𝑎𝑛𝑜 

𝑇) 1𝑚∠𝑥 =? 

 

Solución:  
 

𝑎) 2𝑚∠1 + 1𝑚∠𝑥 + 2𝑚∠2

= 2∠𝑅𝑒𝑐𝑡𝑜𝑠  𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑒𝑐𝑢𝑡𝑖𝑣𝑜𝑠   

𝑏) 1𝑚∠2 + 1𝑚∠𝑥 + 1𝑚∠1 = 1000 = 1𝑚∠3   

𝑏 ∗) 1𝑚∠2 = 1000 − 1𝑚∠1 − 1𝑚∠𝑥  

  (𝑏′) 𝑒𝑛 (𝑎) 

𝑐) 2(1000 − 1𝑚∠1 − 1𝑚∠𝑥) + 1𝑚∠𝑥 + 2𝑚∠1 = 1000 

𝑑) 2000 − 2𝑚∠1 − 2𝑚∠𝑥 + 1𝑚∠𝑥 + 2𝑚∠1 = 1800 

 2000 − 1800 = 1𝑚∠𝑥     ∗  𝟏𝒎∠𝒙 = 𝟏𝒎∠𝑫𝑶𝑪

= 𝟐𝟎𝟎  𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 2.10.  

Dada la figura 2.10. Determine la medida del ángulo X sabiendo que 

1𝑚∠𝐸𝑂𝐵 = 1000 = 1𝑚∠3, y que 1𝑚∠ 𝐹𝑂𝐴 =  á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜  𝑙𝑙𝑎𝑛𝑜. 

 

Figura 2.10 
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 𝐻)  1𝑚∠𝐴𝑂𝐸 = 1𝑚∠𝐸𝑂𝐵 = 1𝑚∠2   

  1𝑚∠𝐴𝑂𝐷 = 1𝑚∠𝐷𝑂𝐶 = 1𝑚∠1 

    1𝑚∠𝐴𝑂𝐶 − 1𝑚∠𝐴𝑂𝐵 = 200 

𝑇) 1𝑚∠𝑥 =? 

 

Solución:  

 

𝑎) 1𝑚∠𝐴𝑂𝐶 − 1𝑚∠𝐴𝑂𝐵 = 200    𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠   

𝑏) 1𝑚∠𝐴𝑂𝐶 = 1𝑚∠𝐴𝑂𝐷 + 1𝑚∠𝐷𝑂𝐶  

   1𝑚∠𝐴𝑂𝐶 = 1𝑚∠1 + 1𝑚∠1 

𝑐) 1𝑚∠𝐴𝑂𝐶 = 2𝑚∠1 

𝑑) 1𝑚∠𝐴𝑂𝐵 = 1𝑚∠𝐴𝑂𝐸 + 1𝑚∠𝐸𝑂𝐵   ;    1𝑚∠𝐴𝑂𝐵

= 1𝑚∠2 + 1𝑚∠2 

𝑒) 1𝑚∠𝐴𝑂𝐵 = 2𝑚∠2  

    (𝑐) , (𝑒) 𝑒𝑛 (𝑎) 

   2𝑚∠1 − 2𝑚∠2 = 200 

𝑓) 1𝑚∠1 = 1𝑚∠𝑥 + 1𝑚∠2 = 1𝑚∠𝐴𝑂𝐷 

   2(1𝑚∠𝑋 + 1𝑚∠2) − 2𝑚∠2 = 200  ;   2𝑚∠𝑥 + 2𝑚∠2 − 2𝑚∠2

= 200 

      ∗  𝟏𝒎∠𝒙 = 𝟏𝒎∠𝑬𝑶𝑫 = 𝟏𝟎𝟎  𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 2.11.  

Dada la figura 2.11. Determine la medida del ángulo X sabiendo que: 

 

𝐻) 1𝑚∠𝐹𝑂𝐵 = 1𝑚∠𝐴𝑂𝐹 = 1𝑚∠3      

  1𝑚∠𝐹𝑂𝐷 = 200 

  1𝑚∠𝐵𝑂𝐶 − 1𝑚∠𝐴𝑂𝐵 = 400 

𝑇) 1𝑚∠𝐸𝑂𝐹 = 1𝑚∠𝑥 
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Figura 2.11 

 

 

Solución:  

 

𝑎) 1𝑚∠𝐵𝑂𝐶 − 1𝑚∠𝐴𝑂𝐵 = 400    𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 2𝑚∠1 − 2𝑚∠3 = 400      

𝑐) 2𝑚∠2 + 1𝑚∠1 = 800 = 1𝑚∠𝐹𝑂𝐷   

𝑑)  ⥂ 1𝑚∠3 = 2𝑚∠2   

𝑒) 1𝑚∠2 = 1𝑚∠𝑥  

    (𝑑) 𝑒𝑛 (𝑎) 

   2𝑚∠1 − 2(2𝑚∠2) = 400 

𝑓)   2𝑚∠1 − 4𝑚∠2 = 400        

  (𝑒) 𝑒𝑛 (𝑓) 

𝑔)    2𝑚∠1 − 4𝑚∠𝑥 = 400  

    (𝑒) 𝑒𝑛 (𝑐) 

   2𝑚∠𝑥 + 1𝑚∠1 = 80°  

ℎ) 1𝑚∠1 = 80°− 2𝑚∠𝑥   

   (ℎ) 𝑒𝑛 (𝑔) 

  2𝑚∠1 − 4𝑚∠𝑋 = 400     ;    2(800 − 2𝑚∠𝑥) − 4𝑚∠𝑥

= 400 
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   1600 − 4𝑚∠𝑥 − 4𝑚∠𝑥 = 400   ;    1200 = 8𝑚∠𝑥 

      ∗  𝟏𝒎∠𝒙 = 𝟏𝒎∠𝟐 = 𝟏𝒎∠𝑩𝑶𝑭 = 𝟏𝟓°  𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 2.12.  

Dada la figura 2.12. Determine la medida del ángulo X sabiendo que: 

 

𝐻) 1𝑚∠𝐷𝑂𝐶 = 1𝑚∠𝐷𝑂𝐵 = 1𝑚∠1       

  1𝑚∠𝐵𝑂𝐸 = 1𝑚∠𝐸𝑂𝐴 = 1𝑚∠2 

  1𝑚∠𝐴𝑂𝐹 = 1𝑚∠𝐹𝑂𝐷 = 1𝑚∠3 

𝑇) 1𝑚∠𝐹𝑂𝐿 = 1𝑚∠𝑥 

 

Figura 2.12 

 

 

Solución:  

 

𝑎) 1𝑚∠3 + 1𝑚∠𝑥 + 1𝑚∠4

= 180  𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑒𝑐𝑢𝑡𝑖𝑣𝑜𝑠 

𝑏)  𝐷𝑂
→  
 𝐵𝑖 𝑠𝑒𝑐 𝑡 𝑟𝑖𝑧 ∠𝐵𝑂𝐶    𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎  

𝑐)  𝐸𝑂
→  
 𝐵𝑖 𝑠𝑒𝑐 𝑡 𝑟𝑖𝑧 ∠𝐴𝑂𝐵     𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎 

𝑑) 1𝑚∠𝐸𝑂𝐷 = 900

= 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2    𝑝𝑜𝑟 𝑙𝑎 𝑏𝑖𝑠𝑒𝑐𝑡𝑟𝑖𝑧 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑎𝑑𝑦𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 
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𝑒) 1𝑚∠3 + 1𝑚∠𝑥 + 1𝑚∠4 = 1800  

𝑓) 1𝑚∠3 = 1800 − 1𝑚∠𝑥 − 1𝑚∠4   

   (𝑓) 𝑒𝑛 (𝑒) 

   1𝑚∠3 − 1𝑚∠𝑥 + 1𝑚∠4 = 900 = 1𝑚∠𝐸𝑂𝐷 

   (1800 − 1𝑚∠𝑥 − 1𝑚∠4) − 1𝑚∠𝑥 + 1𝑚∠4 = 900 

   1800 − 2𝑚∠𝑥 − 1𝑚∠4 + 1𝑚∠4 = 900 

        ∗  𝟏𝒎∠𝒙 = 𝟏𝒎∠𝑭𝑶𝑳 = 𝟒𝟓𝟎  𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 2.13.  

Dada la figura 2.13. Determine la medida del ángulo 1 sabiendo que: 

 

𝐻)  
1𝑚∠𝐴𝑂𝐶

1𝑚∠𝐶𝑂𝐹
=
11

29
        

𝑇) 1𝑚∠1 =? 

 

Figura 2.13 
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Solución:  

 

𝑎) 1𝑚∠𝐴𝑂𝐶 = 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2   𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 1𝑚∠𝐶𝑂𝐹 =   1𝑚∠2 + 90°+ 1𝑚∠1  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑐) 2𝑚∠2 + 1𝑚∠1 = 900   ;   1𝑚∠1 = 900 − 2𝑚∠2 (𝑐 ∗)  

𝑑)  
1𝑚∠𝐴𝑂𝐶

1𝑚∠𝐶𝑂𝐹
=
11

29
  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠  

    (𝑎) , (𝑏) (𝑐 ∗) 𝑒𝑛 (𝑑) 

   
1𝑚∠1 + 1𝑚∠2

1𝑚∠2 + 1𝑚∠1 + 900
=
11

29
  

   
900 − 2𝑚∠2 + 1𝑚∠2

1𝑚∠2 + 900 − 2𝑚∠2 + 900
=
11

29
     ;    

90°− 1𝑚∠2

1800 − 1𝑚∠2

=
11

29
 

𝑒)  2610°− 29𝑚∠2 = 19800 − 11𝑚∠2 

   18𝑚∠2 = 6300  

𝑓) 1𝑚∠2 = 1𝑚∠𝐶𝑂𝐵 = 1𝑚∠𝐷𝑂𝐶 = 350  

    (𝑓) 𝑒𝑛 (𝑐 ∗) 

   1𝑚∠1 = 90°+ 2𝑚∠2     ∗  𝟏𝒎∠𝟏 = 𝟏𝒎∠𝑨𝑶𝑩

= 𝟏𝒎∠𝑬𝑶𝑭 = 𝟐𝟎°  𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 2.14.  

Se tiene los rayos OP, OQ y OT de la figura 3.14. El ángulo formado 

por las bisectrices de los ángulos POT y POQ disminuido en 
3

4
 del 

suplemento de un ángulo X es igual a 44º, si la diferencia entre los 

ángulos POT y POQ es igual a 20º, determine la medida del ángulo X. 

 

Figura 2.14 

 

 

H)  OB 
→  

 Bi sec t riz  del ∠ POQ       

  OA 
→  

 Bi sec t riz  del ∠ POT 

T) 1m∠x =? 

 

Solución:  

 

a) 1m∠AOB−
3

4
(1800 − 1m∠x) = 40  por hipótesis  (a) 

b) 1m∠3 −
3

4
(1800 − 1m∠x) = 40 

c) 1m∠POT − 1m∠POQ = 200  por hipótesis(b)  

c) ( 2m∠2 − 2m∠1 = 200) ÷ 2  (b′) 

d) 1m∠2 − 1m∠1 = 100 (b′′)   



 

 

 

82 

 

e) 1m∠AOP = 1m∠2 = 1m∠3 + 1m∠1  

f) 1m∠3 = 1m∠2 − 1m∠1  por resta de ángulos  

    (d) en (f)  

h) 1m∠3 = 1m∠2 − 1m∠1 = 100  ;   1m∠3

= 100 (h ∗)      

   (h ∗) en (b) 

   1m∠3 −
3

4
(1800 − 1m∠x) = 40 ;   100 −

3

4
(1800 − 1m∠x) = 40 

   40°− 5400 + 3m∠x = 5000 + 160 

      ∗  𝟏𝐦∠𝐱 = 𝟏𝟕𝟐𝟎  𝐋𝐐𝐐𝐃. 

 

Ejercicio 2.15.  

Si la medida de un ángulo es 58º menor que el triple de la medida de su 

suplemento, ¿Cuáles son las medidas de los ángulos? Considere la figura 

2.15. 

 

Figura 2.15 

 

 

 

 

Solución:  
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a) 1m∠1 = 3∠m2− 58o por hipótesis 

b)    1m∠1 + 1m∠2 = 2∠Re c tos  suplementarios por hipótesis 

(a)en(b) 

c) (3m∠2 − 58o) + 1m∠2 = 180o 

4m∠2 − 58o = 180o 

1m∠2 =
180o + 58o

4
 

c′)    ∗  𝟏𝐦∠𝟐 = 𝟓𝟗. 𝟓𝐨 𝐋𝐐𝐐𝐃. 

(c′)en(a) 

d) 1m∠1 = 3(59. 5o) − 58o 

   1m∠1 = 178. 5o − 58o 

   ∗ 𝟏𝐦∠𝟏 = 𝟏𝟐𝟎. 𝟓𝐨 𝐋𝐐𝐐𝐃. 

 

Ejercicio 2.16.  

Si la medida de un ángulo es √3 veces la medida de su complemento, 

¿Cuáles son las medidas de los ángulos? Considere la figura 3.16. 

 

Figura 2.16 

 

Solución:  
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𝑎) 1𝑚∠1 = √3(1𝑚∠2)   𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 1∠Recto = 90𝑜𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑟𝑖𝑜𝑠 

(𝑎)𝑒𝑛(𝑏) 

𝑐) (√3 )(1𝑚∠2) + 1𝑚∠2 = 90𝑜 

  (1𝑚∠2)(√3 + 1) = 90𝑜 

1𝑚∠2 =
90𝑜

√3 + 1
 

𝑑)       ∗  𝟏𝒎∠𝟐 = 𝟑𝟐. 𝟗𝟓𝒐 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

(𝑑)𝑒𝑛(𝑎) 

𝑑) 1𝑚∠1 = √3(32.95𝑜)  

      ∗ 𝟏𝒎∠𝟏 = 𝟓𝟕. 𝟎𝟓𝒐 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 2.17.  

Dada la figura 3.17, calcule la medida del ángulo X sabiendo que el 

ángulo 2 mide 70º. 

 

Figura 2.17 

 

 

𝐻) 1𝑚∠2 = 70𝑜      

𝑇) 1𝑚∠𝑥 =?      
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Solución:  

 

𝑎) 1𝑚∠2̂ = 70𝑜   𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 1𝑚∠2 + 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 2∠𝑅𝑒 𝑐 𝑡𝑜𝑠

= 180𝑜𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑒𝑐𝑢𝑡𝑖𝑣𝑜𝑠 

1𝑚∠1 + 2𝑚∠2 = 180𝑜 

𝑐) 1𝑚1̂ = 180 − 2𝑚∠2 

(𝑎)𝑒𝑛(𝑐) 

1𝑚∠1 = 180𝑜 − 2(70𝑜) 

1𝑚∠1 = 180𝑜 − 140𝑜   :    1𝑚∠1 = 40𝑜 

𝑑)1𝑚∠1 + 1𝑚∠𝑥 + 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 2∠𝑅𝑒 𝑡 𝑜𝑠

= 180𝑜  𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑒𝑐𝑢𝑡𝑖𝑣𝑜𝑠 

1𝑚∠𝑥 + 2𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 180𝑜 

𝑒) 1𝑚∠𝑥 = 180𝑜 − 2𝑚∠1 + 1𝑚∠2 

(𝑐)𝑦(𝑎)𝑒𝑛(𝑒) 

1𝑚∠𝑥 = 180𝑜 − 2(40𝑜) − 70𝑜 

1𝑚∠𝑥 = 180𝑜 − 80𝑜 − 70𝑜    :    ∗ 𝟏𝒎∠𝒙 = 𝟑𝟎𝒐 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 2.18.  

Dada la figura 2.18, calcule la medida del ángulo X sabiendo que:  

 

𝐻) 1𝑚∠1 = 20°         

1𝑚∠4 = 60° 

𝑇) 1𝑚∠𝑥 =? 
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Figura 2.18 

 

 

Solución:  

 

𝑎) 1𝑚∠3 + 1𝑚∠2 + 1∠𝑚3+ 1∠𝑚1+ 1𝑚∠2 = 2∠𝑅𝑒 𝑐 𝑡𝑜𝑠

= 180° 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠  

𝑏) 1𝑚∠3 = 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

(𝑏) 𝑒𝑛 (𝑎) 

𝑐) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 + 1𝑚2+ 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 + 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2

= 2∠𝑅𝑒 𝑐 𝑡𝑜𝑠 = 180° 

𝑑) 3𝑚∠1 + 4𝑚∠2 = 180° 

  3(20°) + 4𝑚∠2 = 180° 

  4𝑚∠2 = 120° 

𝑒) 1𝑚∠2 = 30° 

𝑓) 1𝑚∠4 = 1𝑚∠𝐵𝑂𝐷 = 2𝑚∠2 = 60° 

𝑔) 1𝑚∠𝐸𝑂𝐻 = 1𝑚∠4 = 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 + 1𝑚∠𝑥 = 60° 

 1𝑚∠𝑥 = 60°− 20°− 30°    

   ∗  𝟏𝒎∠𝒙 = 𝟏𝟎° 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 2.19.  

Dada la figura 2.19, calcule la medida del ángulo 3 sabiendo que:  

 

𝐻) 1𝑚∠1 = 40𝑜      

  1𝑚∠2 = 60𝑜 

𝑇) 1𝑚∠3 =? 

 

Figura 2.19 

 

 

Solución:  

 

𝑎) 𝐿1 𝐼𝐼 𝐿2   𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎 

𝑏) 𝐿1 𝐼𝐼 𝐿2 𝐼𝐼 𝐿3  𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

𝑐) 1𝑚∠1 = 1𝑚∠𝐶𝐺𝐸 = 40°  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑎𝑙𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜𝑠 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜𝑠 

𝑑) 1𝑚∠𝐵𝐺𝐿3 = 1𝑚∠2 = 60°      𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑠𝑝𝑜𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 

𝑒) 1𝑚∠𝐶𝐺𝐸 + 1𝑚∠3 + 1𝑚∠𝐵𝐺𝐿3

= 2∠ 𝑅𝑒𝑐𝑡𝑜𝑠   𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑒𝑐𝑢𝑡𝑖𝑣𝑜𝑠 
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   40°+ 1𝑚∠3 + 60° = 180°  

𝑓) 1𝑚∠3 = 180𝑜 − 100°    ∗  𝟏𝒎∠𝟑 = 𝟖𝟎º 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 2.20.  

Dada la figura 3.20, calcule la medida del ángulo X sabiendo que:  

 

𝐻) 1𝑚∠1 = 60𝑜   

    1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 130𝑜 

𝑇) 1𝑚∠𝑥 =? 

 

Figura 2.20 
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Solución:  

 

𝑎) 𝐿1 𝐼𝐼 𝐿2  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎 

𝑏) 𝐿1 𝐼𝐼 𝐿2 𝐼𝐼 𝐿3 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

𝑐) 1𝑚∠𝑀𝐹𝐽 = 1𝑚∠1  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑠𝑝𝑜𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠  

𝑑) 1𝑚∠𝐺𝐹𝐿3 = 1𝑚∠2   𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑠𝑝𝑜𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠  

𝑒) 1𝑚∠𝑀𝐹𝐽 + 1𝑚∠𝑥 + 1𝑚∠𝐺𝐹𝐿3 = 1∠𝑅𝑒𝑐𝑡𝑜

= 180𝑜𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑒𝑐𝑢𝑡𝑖𝑣𝑜𝑠 

𝑓) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠𝑥 + 1𝑚∠2 = 180° 

𝑔) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 130𝑜  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

    (𝑔) 𝑒𝑛 (𝑓) 

ℎ) 1𝑚∠𝑥 = 180𝑜 − 130° = 50°    :   ∗  𝟏𝒎∠𝒙

= 𝟓𝟎𝒐 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 2.21.  

Dada la figura 2.21, calcule la medida del ángulo X sabiendo que:  

 

𝐻)1𝑚∠1 = 70𝑜  

𝑇)1𝑚∠𝑥 =? 
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Figura 2.21 

 

 

Solución:  

 

a) 1m∠1 = 70o por Hipótesis 

b) EA II GB por Hipótesis gráfica 

c) 1m∠ACJ = 1m∠CJG por ángulos alternos internos 

d) 1m∠CJG = 2m∠2 

e) 1m∠ACJ = 1m∠1   

(d), (e)en(c) 

   2m∠2 = 1m∠1 

f) 1m∠2 =
1m∠1

2
=
70°

2
   :    1m∠2 = 35° 

g) PR II FJ porconstrucción 
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g′) 1m∠FJC = 1m∠JCR por ángulos anternos internos 

h) 1m∠NCR = 1∠ecto = 90o por hipótesis gráfica 

i) 1m∠RCF = 1∠Re c to = 90o por construcción 

j) 1m∠1 = 1m∠x + 1m∠RCM = 1m∠x + 1m∠2 = 90° 

k) 1m∠x = 90o − 1m∠2 = 90°− 35°      ⇒   ∗ 𝟏𝐦∠𝐱

= 𝟓𝟓𝐨 𝐋𝐐𝐐𝐃. 

 

Ejercicio 2.22.  

Si el complemento del suplemento de un ángulo más el suplemento del 

complemento de su ángulo doble es igual al doble del suplemento del 

ángulo menos un ángulo llano. Encontrar la medida del ángulo.  

 

Solución:  

 

𝑎) [90°− (180°− 1𝑚∠𝑥)] + [180°− (90°− 2𝑚∠𝑥)]

= [(2)(180°− 1𝑚∠𝑥) − 180°] 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

   90°− 180°+ 1𝑚∠𝑥 + 180°− 90°+ 2𝑚∠𝑥 = 360°− 2𝑚∠𝑥 − 180° 

   5𝑚∠𝑥 = 360°− 180° 

   5𝑚∠𝑥 = 180° 

     ∗  𝟏𝒎∠𝒙 = 𝟑𝟔° 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 2.23. Considere la figura 2.22. Calcule la medida del ángulo 

3 sabiendo que:  

 

𝐻) 1𝑚∠1 = 100°      

𝑇) 1𝑚∠3 =? 
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Figura 2.22 

 

 

 

Solución:  

 

𝑎) 1𝑚∠𝐵𝐿𝑀 = 1𝑚∠1  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 𝐽𝐵 𝐼𝐼 𝐴𝐻  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎 

𝑐) 1𝑚∠𝑁𝐺𝐻 = 2𝑚∠2 

𝑑) 1𝑚∠1 = 1𝑚∠𝐴𝐺𝐿  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑠𝑝𝑜𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 

   (𝑑)  = (𝑐) 𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑒𝑟 𝑜𝑝𝑢𝑒𝑠𝑡𝑜𝑠 𝑝𝑜𝑟 𝑒𝑙 𝑣é𝑟𝑡𝑖𝑐𝑒 

   1𝑚∠1 = 2𝑚∠2  

𝑒) 1𝑚∠2 =
1𝑚∠1

2
=
100°

2
    1𝑚∠2 = 50° 

𝑓) 𝐼𝐹 𝐼𝐼 𝐸𝐶  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎 

ℎ) 1𝑚∠𝐸𝐺𝐻 = 1𝑚∠𝐸𝐷𝐺 = 1𝑚∠2  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑠𝑝𝑜𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 
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𝑖) 1𝑚∠𝐸𝐷𝐺

= 1𝑚∠𝐴𝐷𝐶    𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑜𝑝𝑢𝑒𝑠𝑡𝑜𝑠 𝑝𝑜𝑟 𝑒𝑙 𝑣é𝑟𝑡𝑖𝑐𝑒 

   1𝑚∠2 = 1𝑚∠3 = 50°      ∗  𝟏𝒎∠𝟑 = 𝟓𝟎° 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 2.24.  

Considere la figura 2.23. Calcule la medida del ángulo 3 sabiendo que:  

 

𝐻) 1𝑚∠2 = 50°       

𝑇) 1𝑚∠𝑥 =? 

 

Figura 2.23 

 

 

Solución:  

 

𝑎) 𝐴𝐵 𝐼𝐼 𝐸𝐹   𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎 

𝑏) 𝐵𝐶 𝐼𝐼 𝐸𝐷   𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎 
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𝑐) 1𝑚∠2 = 2𝑚∠1    á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜𝑠 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑠í 

𝑑) 1𝑚∠1 =
1𝑚∠2

2
=
50

2
     1𝑚∠1 = 25° 

𝑒) 𝑀𝑁 𝐼𝐼 𝐸𝐷  𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

𝑓) 1𝑚∠𝐿𝐽𝑁 = 1∠𝑅𝑒 𝑐 𝑡𝑜 = 90° 

ℎ) 1𝑚∠𝐿𝐸𝐽 = 1𝑚∠𝐸𝐽𝑀 = 1𝑚∠1  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑎𝑙𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜𝑠 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜𝑠 

𝑖) 1𝑚∠𝐸𝐽𝑀 + 1𝑚∠𝑥 = 90°  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑟𝑖𝑜𝑠 

𝑗) 25°+ 1𝑚∠𝑥 = 90°       ∗  𝟏𝒎∠𝒙 = 𝟔𝟓° 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 2.25.  

Considere la figura 2.24. Calcule la medida de los ángulos 1 y 2, 

sabiendo que:  

 

𝐻) 𝑆 =
3

2
𝑅       

    1𝑚∠2 = 2𝑚∠1     

𝑇) 1𝑚∠1 =? (°) 

1𝑚∠2 =? (°) 
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Figura 2.25 

 

 

Solución:  

 

𝑎) 𝐶𝑜𝑛 𝑢𝑛 𝑝𝑒𝑟í𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑛𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 (2𝜋𝑅), 

        𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑢𝑛 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙(360𝑜), 

   𝑝𝑜𝑟 𝑙𝑜 𝑞𝑢𝑒,  𝑐𝑜𝑛 𝑢𝑛 𝑎𝑟𝑐𝑜 (𝑆) 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑖𝑟á 𝑢𝑛 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙 (1𝑚∠𝐸𝑂𝐹)  

 2𝜋𝑅 → 360º 

 
3

2
𝑅 → 1𝑚∠𝐸𝑂𝐹     1𝑚∠𝐸𝑃𝐹 =

3
2𝑅𝑥360

𝑜

2𝜋𝑅
 

𝑏) 1𝑚∠𝐸𝑂𝐹 = 85.94𝑜 

𝑐) 𝑂𝐴 𝐼𝐼 𝐹𝐵 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎 

𝑑) 1𝑚∠𝐸𝑂𝐹 = 1𝑚∠𝐵𝐹𝐷 𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑠𝑝𝑜𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 

𝑒) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 1𝑚∠𝐵𝐹𝐷 𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑒𝑐𝑢𝑡𝑖𝑣𝑜𝑠 

(𝑒) = (𝑑) 

𝑓) 1𝑚∠𝐸𝑂𝐹 = 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 1𝑚∠𝐵𝐹𝐷 
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𝑔) 1𝑚∠𝐸𝑂𝐹 = 1𝑚∠1 + 2𝑚∠1 = 3𝑚∠1   ⇒   1𝑚∠1

=
1𝑚∠𝐸𝑂𝐹

3
=
85,94°

3
 

ℎ)     ∗  𝟏𝒎∠𝟏 = 𝟐𝟖. 𝟔𝟒𝒐 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

(ℎ) 𝑒𝑛 (ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠) 

 1𝑚∠2 = 2(1𝑚∠1) = 2(28.64𝑜)   ⇒   ∗  𝟏𝒎∠𝟐

= 𝟓𝟕. 𝟐𝟖𝒐 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 2.26.  

La suma del complemento de un ángulo con el suplemento de su ángulo 

doble es mayor que 110º al tercio del ángulo. Hallar la medida del 

ángulo.  

 

Solución:  

 

𝑎) (90°− 1𝑚∠𝑥) + (180°− 2𝑚∠𝑥)

=
1𝑚∠𝑥

3
+ 110°   𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 90°− 1𝑚∠𝑥 + 180°− 2𝑚∠𝑥 =
1𝑚∠𝑥

3
+ 110° 

   −3𝑚∠𝑥 −
1𝑚∠𝑥

3
= 110°− 270° 

  
−9𝑚∠𝑥 − 1𝑚∠𝑥

3
= −160° 

   10𝑚∠𝑥 = 480° 

      ∗  𝟏𝒎∠𝒙 = 𝟒𝟖° 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 2.27.  

La suma del complemento de un ángulo α con el suplemento de su 

ángulo doble, es igual a 
3 

2
 del complemento de un ángulo β.  Calcular el 

complemento del ángulo α si 1𝑚∠𝛼 − 1𝑚𝛽 =
3𝜋

20
 

 

Solución:  

 

𝑎) (90°− 1𝑚∠𝛼) + (180°− 2𝑚∠𝛼)

=
3

2
(90°− 1𝑚∠𝛽)  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) (2)(90 − 1𝑚∠𝛼 + 180°− 2𝑚∠𝛼) =  270º− 3𝑚∠𝛽 

𝑐) 540°− 6𝑚∠𝛼 = 270°− 3𝑚∠𝛽  →  1𝑚∠𝛽

= 2𝑚∠𝛼 − 90° (𝑐 ∗) 

𝑏) 1𝑚∠𝛼 − 1𝑚∠𝛽 =
3𝜋

20
= 27°   𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑒) 1𝑚∠𝛽 = 1𝑚∠𝛼 − 27° 

    (𝑐 ∗) = (𝑒) 

𝑓) 2𝑚∠𝛼 − 90° = 1𝑚∠𝛼 − 27°  →  1𝑚∠𝛼 = 90°− 27°  

𝑔)  ∗  1𝑚∠𝛼 = 63°    

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑒𝑙 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒𝑙 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝛼  

ℎ) 1𝑚∠𝜃 + 1𝑚∠𝛼 = 90° 

   1𝑚𝜃 = 90°− 63°    →  ∗  𝟏𝒎∠𝜽 = 𝟐𝟕° 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 2.28.  

En un ángulo llano AOC se trazan los ángulos adyacentes AOB, BOC y 

COD. Si las bisectrices de los ángulos AOB y COD forman un ángulo 

de 130º, hallar la medida del ángulo BOC. Considere la figura 3.25. 
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Figura 2.28 

 

 

 

Solución:  

 

𝑎) 1𝑚∠𝐹𝑂𝐸 = 130°  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 2𝑚∠1 + 1𝑚∠𝐵𝑂𝐶 + 2𝑚∠2 = 2∠𝑅𝑒𝑐𝑡𝑜𝑠

= 180°  𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑒𝑐𝑢𝑡𝑖𝑣𝑜𝑠 

𝑐) 1𝑚∠𝐹𝑂𝐸 = 1𝑚∠1 + 1𝑚∠𝐵𝑂𝐶 + 1𝑚∠2 = 130° 

𝑑) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠𝐸𝑂𝐸 + 1𝑚∠2 = 180° 

   1𝑚∠1 + 130°+ 1𝑚∠2 = 180° 

𝑒) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 50º 

   (𝑒) 𝑒𝑛 (𝑐) 

   50°+ 1𝑚∠𝐵𝑂𝐶

= 130°       :        ∗  𝟏𝒎∠𝑩𝑶𝑪

= 𝟖𝟎° 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 2.29.  

Dos ángulos adyacentes suplementarios están en la razón de 2 a 3. Hallar 

el valor del ángulo formado por la bisectriz del ángulo menor con el lado 

no común. Considere la figura 3.26. 

 

Figura 2.29 

 

 

 

Solución:  

 

𝑎) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 2∠𝑅𝑒𝑐𝑡𝑜𝑠

= 180°  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑠𝑢𝑝𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑟𝑖𝑜𝑠 

𝑏)  
1𝑚∠1

1𝑚∠2
=
2

3
  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑐) 3𝑚∠1 = 2𝑚∠2  →   1𝑚∠1 =
2𝑚∠2

3
 (𝑐 ∗) 

    (𝑐 ∗) 𝑒𝑛 (𝑎) 

𝑑)  
2𝑚∠2

3
+ 1𝑚∠2 = 180°  →  5𝑚∠2 = (180)(3) 

𝑒) 1𝑚∠2 = 108° 
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    (𝑒) 𝑒𝑛 (𝑐 ∗) 

𝑓) 1𝑚∠1 =
2𝑚∠2

3
=
(2)(108°)

3
= 72° 

𝑔) 𝑂𝐵 𝑏𝑖𝑠𝑒𝑐𝑡𝑟𝑖𝑧 𝑑𝑒𝑙 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝐴𝑂𝐶 

ℎ) 1𝑚∠1 = 2𝑚∠3  𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑏𝑖𝑠𝑒𝑐𝑡𝑟𝑖𝑧 

𝑖) 1𝑚∠3 = 36° 

𝑗) 1𝑚∠𝑥 = 1𝑚∠2 + 1𝑚∠3 

   1𝑚∠𝑥 = 108 + 36     ∗  𝟏𝒎𝒙 = 𝟏𝟒𝟒° 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 2.30.  

Los 4/7 de un ángulo menos la cuarta parte de su suplemento, dan su 

suplemento aumentado en 300 rad. ¿Cuánto mide el ángulo?   

 

Solución:  

 

𝑎) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 180°  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑎`) 1𝑚∠1 = 180°− 1𝑚∠2 

𝑏)  
4

7
(1𝑚∠1) −

1𝑚∠2

2
= 1𝑚∠2 + 30° 

  (𝑎`) 𝑒𝑛 (𝑏) 

𝑐)  
720°− 4𝑚∠2

7
−
1𝑚∠2

4
− 1𝑚∠2 = 30°   

∴    2880°− 16𝑚∠2 − 7𝑚∠2 − 28𝑚∠2 = 840° 

𝑑) 51𝑚∠2 = 2040°   ∴    1𝑚∠2 = 40° 

𝑎`) 1𝑚∠1 = 180°− 40°  ∴    1𝑚∠1 = 180°− 40° 

  ∗  𝟏𝒎∠𝟏 = 𝟏𝟒𝟎° 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Capítulo 3 
Polígonos 
 

 

 “La geometría tiene dos grandes tesoros: 

 uno es el teorema de Pitágoras, y el otro el número áureo.  

El primero puede compararse a una medida de oro,  

y el segundo a una piedra preciosa.” 

 

― Johannes Kepler 

 

Objetivo 

Desarrollar en los lectores la capacidad de analizar, pensar y resolver 

casos que involucren el conocimiento geométrico aplicado a los 

polígonos, reconociendo los tipos de polígonos y aplicando sus teoremas 

para la resolución de ejercicios. 

 

Logros de aprendizaje 

El lector estará en capacidad de: 

 Identificar cada uno de los polígonos con sus respectivas 

propiedades. 

 Demostrar los teoremas relacionados sobre polígonos. 

 Realizar ejercicios de aplicación sobre polígonos. 

3 
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3.1 Introducción teórica 

 

Se llama polígono a la parte del plano limitada por una línea poligonal 

cerrada (cuando el primer extremo del primer segmento coincide con el 

segundo extremo del último segmento) formada por tres o más 

segmentos no colineales. 

 

Teoremas 

 La suma de los ángulos internos de un triángulo es igual a dos 

ángulos rectos. A este teorema se le conoce como el teorema 

básico de los polígonos o el teorema fundamental del triángulo 

designado como (T. F. Δ). 

 La suma de los ángulos interiores de un polígono cualquiera es 

igual a dos ángulos rectos multiplicado por el número de 

triángulos en que se descompone el polígono.  

 El valor de un sólo ángulo interior de un polígono convexo 

regular es igual a la suma de los ángulos internos del polígono 

dividido para el número de vértices del mismo. 

 La suma de los ángulos exteriores de todo polígono convexo es 

igual a cuatro ángulos rectos. 

 El valor de un solo ángulo exterior de un polígono convexo 

regular es igual a la suma de los ángulos externos del polígono 

dividido para el número de vértices del mismo. 

 La suma de los ángulos centrales de un polígono es igual a cuatro 

ángulos rectos. 
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 El valor de un sólo ángulo central en un polígono convexo 

regular es igual a un ángulo externo del mismo.   

 El número de diagonales “d” que pueden trazarse desde un 

vértice es igual al número de vértices menos tres. 

 El número de diagonales totales “D” que se pueden trazar en un 

polígono es igual al producto del número de vértices y el número 

de vértices menos tres, dividido para dos. 

 Dos polígonos son iguales si pueden descomponerse en igual 

número de triángulos respectivamente iguales y dispuestos del 

mismo modo. 

 

3.2  Ejercicios resueltos de polígonos 

 

Ejercicio 3.1.  

Hallar el número de lados de un polígono, cuyos ángulos internos suman 

once veces más que sus ángulos externos. 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝑆∠𝑖 𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜  = 11 (𝑆∠𝑒 𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜)  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

   2∠𝑅(𝑛 − 2) = 11 (4∠𝑅) 

   180°(𝑛 − 2) = 11 (360°) 

   180°𝑛 − 360 = 3960° 

   𝑛 =
3960°+ 360°

180°
   ⇒  ∗  𝒏 = 𝟐𝟒 𝒍𝒂𝒅𝒐𝒔 𝑳𝑸𝑸𝑫 
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Ejercicio 3.2.  

La suma de los ángulos internos y externos de un polígono es 5. 

¿Cuántos lados tiene el polígono? 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝑆∠𝑖 𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 + 𝑆∠𝑒 𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 = 5𝜋   𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

   2∠𝑅(𝑛 − 2) + 4∠𝑅 = 900° 

   180°(𝑛 − 2) + 360° = 900 

   𝑛 =
900°

180°
    ⇒  ∗  𝒏 = 𝟓 𝒍𝒂𝒅𝒐𝒔 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 3.3.  

¿Cuántos lados es el polígono que tiene 170 diagonales? 

 

Solución: 

 

𝑎)  𝐷  

=   
𝑛(𝑛 − 3)

2
 

     𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒  𝑑𝑖𝑎𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙𝑒𝑠 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑢𝑛 𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 

𝑏)   𝐷 =  170  𝑑𝑖𝑎𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙𝑒𝑠  𝑝𝑜𝑟   ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

      (𝑏)  𝑒𝑛 ( 𝑎)  

𝑐)  170 =
𝑛(𝑛 − 3)

2
  

𝑑) (170)(2) = 𝑛2  −  3𝑛 

𝑒) 𝑛2  −  3𝑛  −  340 = 0 

     𝑟𝑒𝑠𝑜𝑙𝑣𝑖𝑒𝑛𝑑𝑜  (𝑒) 

   ∗      𝒏 = 𝟐𝟎 𝒍𝒂𝒅𝒐𝒔   𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 3.4.  

Si el número de lados de un polígono se aumenta en tres, el número de 

diagonales totales aumenta en 15. ¿Cuál es el polígono? 

 

Solución: 

 

𝑎)  𝐷0 + 15 =  𝐷1    𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

   𝐷0 + 15 = 𝑁ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑎𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙𝑒𝑠 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙𝑒𝑠 𝑑𝑒𝑙 𝑃𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 𝑜𝑟𝑖𝑔𝑖𝑛𝑎𝑙 

  𝐷1

= 𝑁ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑎𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙𝑒𝑠 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙𝑒𝑠 𝑑𝑒𝑙 𝑃𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 𝑎𝑢𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑑𝑜 𝑡𝑟𝑒𝑠 𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠 

𝑏)   
𝑛0(𝑛0 − 3)

2
 + 15 =

(𝑛0 + 3)(𝑛0 + 3 − 3)

2
  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

   
𝑛0(𝑛0 − 3) + 30

2
=
(𝑛0 + 3)(𝑛0 + 3 − 3)

2
  

    
30 + 𝑛0

2 − 3𝑛0
2

 =
(𝑛0 + 3)(𝑛0)

2
   ⇒         (30 + 𝑛0

2 − 3𝑛) 

= (𝑛0
2 + 3𝑛0) 

   𝑅𝑒 𝑠 𝑜𝑙𝑣𝑖𝑒𝑛𝑑𝑜: 

    ∗    𝒏𝟎  =  𝟓 𝒍𝒂𝒅𝒐𝒔  𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 3.5.  

Hallar el número de diagonales de un polígono cuyos ángulos internos 

suman 5. 

 

Solución: 

 

𝑎)   𝑆∠𝑖 𝑝𝑜𝑙𝑖𝑔 =   5𝜋   𝑝𝑜𝑟  ℎ𝑖𝑝𝑜𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

     2∠𝑅(𝑛 − 2)  =     5𝜋 = 5(180°) = 900° 
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    180°𝑛 − 360° =   900° 

   𝑛  = 
900°+ 360°

180°
   ⇒    𝑛   =   7 𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠 

𝑏)  𝐷  =  
𝑛(𝑛 − 3)

2
    𝑑𝑖𝑎𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙𝑒𝑠 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙𝑒𝑠.   ⇒       𝐷 

=  
7(7 − 3)

2
=
7(4)

2
 

    ∗  𝑫 = 𝟏𝟒 𝒅𝒊𝒂𝒈𝒐𝒏𝒂𝒍𝒆𝒔 𝑳𝑸𝑸𝑫 

 

Ejercicio 3.6.  

¿Cuántos lados tiene un polígono que tiene el número de diagonales 

totales iguales a su número de lados? 

 
Solución: 

 
𝑎) 𝑁ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑎𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙𝑒𝑠 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙𝑒𝑠 

=   𝑁ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠   𝑝𝑜𝑟   ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

  
𝑛(𝑛 − 3)

2
  =   𝑛 

   𝑛2 − 3𝑛  =  2𝑛    ⇒   𝑛2 = 5𝑛 

   ∗  𝒏 = 𝟓 𝒍𝒂𝒅𝒐𝒔 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 3.7.  

Determinar el número de lados de un polígono que tiene 5 diagonales 

totales más que el polígono que tiene un lado menos. 

 

Solución: 

 

𝑎)  
𝑛(𝑛 − 3)

2
= 5 +

(𝑛 − 1)(𝑛 − 1 − 3)

2
  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 



 

 

 

109 

 

  
𝑛2 − 3𝑛

2
=
10 + 𝑛2 − 5𝑛 + 4

2
 

  𝑛2 − 3𝑛 = 10 +  𝑛2 − 5𝑛 + 4   ⇒         2𝑛  

= 14     

 ∗  𝒏 = 𝟕 𝒍𝒂𝒅𝒐𝒔 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 3.8.  

¿Cuántos lados tiene un polígono cuyos ángulos internos sumados, es 

igual a la suma de los ángulos internos y externos de otro polígono de 

16 lados? 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝑆∠𝑖 𝑃𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 1

= 𝑆∠𝑖 𝑃𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 2

+ 𝑆∠𝑒 𝑃𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 2   𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

   2∠𝑅(𝑛1 − 2) = 2∠𝑅(𝑛2 − 2) + 4∠𝑅 

𝑏) 𝑛2 = 16 𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

  (𝑏) 𝑒𝑛 (𝑎) 

𝑐) 180°(𝑛1 − 2) = 180°(16 − 2) + 360° 

   180°𝑛1 − 360 = 2520°+ 360°   ∴       180°𝑛1

= 3240°  

   𝑛1 =
3240°

180°
   ⇒   ∗  𝒏𝟏 = 𝟏𝟖 𝒍𝒂𝒅𝒐𝒔 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 3.9.  

Los lados de un polígono miden 3, 5, 6, 8 y 10 metros, respectivamente. 

El perímetro de un polígono semejante es 40m.  Encontrar las longitudes 

de los lados del segundo polígono. 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝑃𝑂𝐿Í𝐺𝑂𝑁𝑂 1         𝑃𝑂𝐿Í𝐺𝑂𝑁𝑂 2    

   𝑃𝑒𝑟í𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜 1 = 32𝑚 = 𝑃1     𝑃𝑒𝑟í𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜 2 = 40𝑚

= 𝑃2  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 𝑃𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 1 

   𝐿1 = 3𝑚  𝐿2 = 5𝑚  𝐿3 = 6𝑚  𝐿4 = 8𝑚  𝐿5 = 10𝑚 

𝑐)  
𝑃1
𝑃2
=
𝐿1
𝑙1
=
𝐿2
𝑙2
=
𝐿3
𝑙3
=
𝐿4
𝑙4

=
𝐿5
𝑙5

        𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑐𝑖ó𝑛  𝑑𝑒  𝑠𝑒𝑚𝑒𝑗𝑎𝑛𝑧𝑎 

𝑑)  
𝑃1
𝑃2
=
𝐿1
𝑙1

  ⇒  𝑙1 =
(𝐿1)( 𝑃2)

𝑃1
=
(3𝑚)(40𝑚)

32𝑚
  ⇒ ∗ 𝒍𝟏

=   𝟑. 𝟕𝟓𝒎 𝑳𝑸𝑸𝑫 

𝑒)   
𝑃1
𝑃2
=
𝐿2
𝑙2

  ⇒  𝑙2 = 𝑙2
 𝑃2
𝑃1
= (5𝑚)(1.25)        ⇒ ∗    𝒍𝟐

=  𝟔.𝟐𝟓𝒎 𝑳𝑸𝑸𝑫   
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Ejercicio 3.10.  

En un polígono regular, el ángulo interno es cuatro veces mayor que su 

ángulo externo. 

 

Solución: 

 

𝑎) 1∠𝑖 𝑃𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 =  4(1∠𝑒.  𝑃𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜)  𝑝𝑜𝑟    ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

   
2∠𝑅(𝑛 − 2)

𝑛
=  4(

4∠𝑅

𝑛
)   

   
180°𝑛 − 360°

𝑛
  =  4

(360°)

𝑛
 

      180°𝑛  =  1440°+ 360° 

   𝑛 =
1800°

180°
   ⇒ ∗      𝒏  =  𝟏𝟎 𝒍𝒂𝒅𝒐𝒔 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 3.11.  

Un polígono regular tiene su apotema 5√3 y su lado 10 unidades.  

Hallar el número de diagonales totales del polígono. 

 

Figura 3.1 
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Solución: 

 

𝑎) 𝑂𝐶 = 5√3 = 𝑎𝑝𝑜𝑡𝑒𝑚𝑎   𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖ó𝑛 

𝑏) 𝐴𝐵 = 10 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 = 𝑙𝑎𝑑𝑜 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜   𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑐) 𝛥𝑂𝐶𝐵 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

𝑑) 𝑇𝑎𝑔 ∠𝐵𝑂𝐶 =
𝐶𝐵

𝑂𝐶
=

𝐴𝐵
2

𝑎𝑝𝑜𝑡𝑒𝑚𝑎
=

10 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠
2

5√3 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠
=

5

5√3
= 0.57735 

   1𝑚∠𝐵𝑂𝐶 = 30° 

𝑒) 1𝑚∠𝐴𝑂𝐵 = 1𝑚∠𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 = 60°   

𝑓)  1∠𝑐𝑒𝑛𝑡.  =  
4∠𝑅

𝑛
             𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖ó𝑛 

      𝑛   =
360°

60°
    ⇒    𝑛 =   6  𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠 

𝑔)   𝐷  =
𝑛(n-3)

2
                         número de diagonales totales del polígono    

           D  = 
6(6-3)

2
   ⇒  ∗  𝑫 =

  𝟗 diagonales.     𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 3.12.  

El radio de un polígono regular es de 5.54 y su apotema 5.1183 unidades.  

Determinar: 

a) El valor de su lado. 

b) El valor de su ángulo central. 

c) El valor de su ángulo interno. 

d) El número total de sus diagonales. 

 

Solución: 

 

Figura 3.2 

 

 

𝑎) 𝛥 𝑂𝐶𝐵 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

𝑏) 𝑂𝐶 = 𝑎𝑝𝑜𝑡𝑒𝑚𝑎   𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖ó𝑛 

𝑐) 𝑅2 =  𝑂𝐶2 + 𝐶𝐵2        𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 . 𝑃𝑖𝑡á𝑔𝑜𝑟𝑎𝑠 

     (
𝐿

2
)
2

= (5.54 𝑢𝑛𝑖𝑑. )2 − (5.1183 𝑢𝑛𝑖𝑑. )2  

      
𝐿

2
 =  2.12𝑢𝑛𝑖𝑑.    ⇒   ∗  𝐿 = 4.24𝑢𝑛𝑖𝑑.  𝐿𝑄𝑄𝐷. 

𝑑)  𝑃𝑟 𝑒 𝑔𝑢𝑛𝑡𝑎 (𝑏) 

    𝑐𝑜𝑠   ∠𝐴𝑂𝐵 =
𝑅2 + 𝑅2 − 𝐿2

2𝑅. 𝑅
            𝑙𝑒𝑦 de cosenos  
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    𝑐𝑜𝑠   ∠𝐴𝑂𝐵 =
(5.54𝑢𝑛𝑖𝑑. )2 + (5.54𝑢𝑛𝑖𝑑. )2 − (4.24)2

2(5.54)2
  

= 0.707 

    ∗  1   𝑚∠𝐴𝑂𝐵 = á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙 = 45°  𝐿𝑄𝑄𝐷. 

𝑒)  𝑃𝑟 𝑒 𝑔𝑢𝑛𝑡𝑎 (𝑐) 

    1∠𝑐𝑒𝑛𝑡. =
4∠𝑅

𝑛
   ⇒   𝑛 =

360°

45°
  ⇒  ∗  𝑛

= 8 lados  

      1∠int.   =
2∠𝑅(n-2)

𝑛
=
180°(8 − 2)

8
 

    ∗  1∠ 𝑖𝑛𝑡. =  135° 𝐿𝑄𝑄𝐷. 

𝑓)  𝑃𝑟 𝑒 𝑔𝑢𝑛𝑡𝑎 (𝑑) 

    𝐷 =  
𝑛(𝑛 − 3)

2
 =  

8(8 − 3)

2
 

   ∗  𝑫 =  𝟐𝟎 𝒅𝒊𝒂𝒈𝒐𝒏𝒂𝒍𝒆𝒔 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 3.13.  

¿Cuántos lados tiene un polígono regular, si su ángulo interno es igual a 

su ángulo central? 

 

Solución: 

 

𝑎)  1∠ 𝑖𝑛𝑡.   =  1∠𝑐𝑒𝑛𝑡.     𝑝𝑜𝑟    ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

     
2∠𝑅(𝑛 − 2)

𝑛
  =  

4∠𝑅

𝑛
 

    180°𝑛 − 360° =  360° 

      𝑛 =  
720°

180°
 

      𝒏   =  𝟒 𝒍𝒂𝒅𝒐𝒔 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 3.14.  

La diferencia del ángulo interno y del ángulo central de un polígono 

regular es de 36°.  Hallar el número de lados del polígono. 

 

Solución: 

 

𝑎)  1∠ 𝑖𝑛𝑡.    −  1∠𝑐𝑒𝑛𝑡.  =  36°       𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏)    
2∠𝑅(𝑛 − 2)

𝑛
 − 

4∠𝑅

𝑛
 =  36°    

∴         
180°(𝑛 − 2) − 360°

𝑛
=  36° 

    180°𝑛 − 360°− 360°   =  36°𝑛    

∴         180°𝑛 − 36°𝑛   =  720° 

      𝑛   =  
720°

144°
    

                   𝒏  =   𝟓 𝒍𝒂𝒅𝒐𝒔  𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 3.15.  

La suma de los ángulos internos de un polígono Q es igual a la suma de 

los ángulos internos y externos de un polígono P. Calcular el número de 

lados de Q si P tiene 16 lados. 

 

Solución: 

 

𝐶𝑜𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒𝑟𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑑𝑜𝑠 𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜𝑠: 

 POLÍGONO Q            POLÍGONO P    ⇒     𝑛𝑝

= 16 𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠 
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𝑎) 𝑆∠𝑖 𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 𝑄 

=     S∠𝑖 𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 𝑃 

+  𝑆∠𝑒 𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 𝑃  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

   2∠𝑅(𝑛𝑄 − 2)   =  2∠𝑅(𝑛𝑃 − 2) + 4∠𝑅 

      180°𝑛𝑄 − 360°  =  180°(16 − 2) + 360° 

         n𝑄 =  
2520°+ 360°+ 360°

180°
                             

                n𝑸 =  𝟏𝟖 𝒍𝒂𝒅𝒐𝒔 𝑳𝑸𝑸𝑫.    

 

Ejercicio 3.16.  

Si a un polígono regular se le aumenta un lado su ángulo interior 

aumenta en /15.  ¿Cuántos lados tiene el polígono? 

 

Solución: 

 

𝑎)    
2∠𝑅(𝑛 − 2)

𝑛
  

=   
2∠𝑅(𝑛 − 2)

𝑛
+
𝜋

15
    𝑝𝑜𝑟    ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

   
𝜋

15
 =
180°

15
=  12°         

   
180°[(𝑛 + 1) − 2]

(n+1)
  =   

180°𝑛 − 360°

𝑛
+ 12°                        

∴  
180°(𝑛 − 1)

(n+1)
  =   

180°𝑛 − 360°+ 12°𝑛

𝑛
 

 n(180°𝑛 − 180°) =    (n+1) (192°𝑛

− 360°)  𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠  

   180°𝑛2-180°𝑛 =  192°𝑛2 + 192°𝑛 − 360°𝑛 − 360°                    

   12°𝑛2 + 12°𝑛 − 360°   = 0       
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     𝑛2 + 𝑛 − 30°   = 0                resolviendo  

     ∗  𝒏 =  𝟓 𝒍𝒂𝒅𝒐𝒔 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 3.17.  

El lado de un polígono regular de 12 lados mide 5 unidades.  ¿Cuánto 

mide?: 

a) El ángulo central. 

b) El radio. 

c) El apotema. 

 

Solución: 

 

𝑃𝑟𝑒𝑔𝑢𝑛𝑡𝑎 . (𝑎) 

   1∠central. =  
4∠𝑅

𝑛
   por definición  

   1∠central =  
360°

12
  

⇒  ∗  𝟏∠central= 30°      𝑳𝑸𝑸𝑫. 

    1𝑚∠𝑃𝑂𝐵 =
(1∠cent.)

2
 =   15°    

 

𝑃𝑟𝑒𝑔𝑢𝑛𝑡𝑎 (𝑏) 

   𝛥𝑂𝑃𝐵 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

         𝑠𝑒𝑛   15°   =  
(
𝐿
2)

𝑅
    ∴      𝑅 =

2.5 𝑢𝑛𝑖𝑑.

𝑆𝑒𝑛 15°
 

=
2.5 unid.

0.2588
           

              ∗  R =  9.66 unidades LQQD. 
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𝑃𝑟𝑒𝑔𝑢𝑛𝑡𝑎 (𝑐) 

    tg 15° =
(
𝐿
2)

Apotema
    ∴   𝐴𝑝𝑜𝑡𝑒𝑚𝑎 =

2.5𝑢𝑛𝑖𝑑.

0.268
    

⇒           

                         ∗  𝑨potema =  9.33 unidades LQQD.      

 

Ejercicio 3.18.  

Si el número de lados de dos polígonos regulares difieren en dos, sus 

ángulos centrales difieren en 15°. ¿Cuántos lados tiene el polígono? 

 

Solución: 

 

𝐶𝑜𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒𝑟𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑑𝑜𝑠 𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜𝑠: 

 𝑃𝑂𝐿Í𝐺𝑂𝑁𝑂  1    ∧      𝑃𝑂𝐿Í𝐺𝑂𝑁𝑂  2 

𝑎) 𝑁ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 1 ⟩ 𝑁ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 2 

𝑏) 𝑛1 − 𝑛2 = 2 

𝑐) 1∠𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙 𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 2 ⟩ 1∠𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙 𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 1 

𝑑) 1∠𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙 𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 2 −  15°

= 1∠𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙 𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 1    𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

  
4∠𝑅𝑒 𝑐 𝑡𝑜𝑠

𝑛2
− 15° =

4∠𝑅𝑒 𝑐 𝑡𝑜𝑠

𝑛1
 

  
360°− (15°)(𝑛2)

𝑛2
=
360°

𝑛2 + 2
 

𝑑) (𝑛2 + 2)(360°− 15°. 𝑛2) = 360°. 𝑛2 

𝑒) 𝑛2
2 + 2𝑛2 − 48 = 0  

  𝑅𝑒 𝑠 𝑜𝑙𝑣𝑖𝑒𝑛𝑑𝑜 𝑙𝑎 𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑎𝑛𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 

  ∗  𝒏𝟐 = 𝟔 𝒍𝒂𝒅𝒐𝒔  𝑳𝑸𝑸𝑫. 

𝑏) 𝑛1=𝑛2 + 2  
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   𝑛1 = 6 + 2        

 𝒏𝟏 = 𝟖 𝒍𝒂𝒅𝒐𝒔 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 3.19.  

Si el número de lados de un polígono regular aumenta en 10, cada ángulo 

del nuevo polígono es 3° mayor que cada ángulo del primero. ¿Cuántos 

lados tiene cada polígono? 

 

Solución: 

 

𝐶𝑜𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒𝑟𝑎𝑚𝑜𝑠: 

 𝑃𝑂𝐿Í𝐺𝑂𝑁𝑂 1       𝑃𝑂𝐿Í𝐺𝑂𝑁𝑂 2 

𝑎)  𝑆𝑒𝑎     𝑛1    ⟩    𝑛2 

         𝑛1-10  =  𝑛2 

𝑏) 1∠central polígono 1  ⟩ 1∠central polígono  2         

𝑐)      1∠central polígono  1 − 3° 

=  1∠𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙 𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 2                hipótesis 

𝑑)   
4∠𝑅

𝑛2
− 3° =   

4∠𝑅

𝑛1
 

   
360°− 3°𝑛2

𝑛2
=  

360°

𝑛2 + 10
 

   ( n2 + 10)(360°− 3°𝑛2)  =  360°𝑛2 

   360°𝑛2 − 3°𝑛2
2 + 3600°− 30°𝑛2 −  360°𝑛2 = 0 

    3°𝑛2
2 + 30°𝑛2 − 3600° = 0    

   𝑅𝑒𝑠𝑜𝑙𝑣𝑖𝑒𝑛𝑑𝑜 

      n2
2 + 10𝑛2 − 1200 = 0       

         n2  = 30 𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠 

𝑒)   𝑛1 = 𝑛2 + 2   :    𝑛1 = (30 + 10)𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠   
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    𝒏𝟏 = 𝟒𝟎 𝒍𝒂𝒅𝒐𝒔     LQQD. 

 

Ejercicio 3.20.  

Si la suma de los ángulos internos de dos polígonos regulares difiere en  

𝜋/4  y sus ángulos centrales difieren en 𝜋/24, calcular el número de 

lados de cada polígono. 

 

Solución: 

 

𝐶𝑜𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒𝑟𝑎𝑚𝑜𝑠: 

        POLÍGONO 1          POLÍGONO 2  

 𝑎)  𝑆𝑒𝑎        𝑛1     ⟩    𝑛2 

𝑏) 𝑆∠𝑖 polígono 1 - S∠i polígono 2 =  4𝜋               por hipótesis 

        2∠𝑅(𝑛1-2) − 2∠𝑅(𝑛2-2)  = 4𝜋 

        180°𝑛1-360°− 180°𝑛2 − 360°  = 720°      

        ( 180°𝑛1-180°𝑛2 = 720°)   ÷   𝑝𝑎𝑟𝑎 180° 

    𝑛1 − 𝑛2   =     4      

𝑐)  𝑛1 = 4 + 𝑛2 

𝑑) 1∠central polígono 2-1∠central polígono 1

=
𝜋

24
    por hipótesis                 

       
 4∠𝑅

𝑛2
  -
4∠𝑅

𝑛1
 =  7.5°             ⇒      

360°

𝑛2
- 
360°

𝑛1
  

= 7.5°  

    360°𝑛1 − 360𝑛2 = 7.5°𝑛1𝑛2          

        
𝑛1-n2 

𝑛1𝑛2
 = 
7.5°

360°
 =

1

48
  

𝑒)  n1-n2 =
1

48
𝑛1𝑛2  
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   (𝑐) en (𝑒) 

          (4 + 𝑛2) − 𝑛2 =
1

48
 (4 + 𝑛2) n2 

   𝑛2
2+4n2-192  = 0                  resolviendo 

𝑓)          ∗  Polígono 2 = 12  lados  𝐿𝑄𝑄𝐷. 

     (𝑓) en (𝑐)      

  𝑛1 =  4+n2    :     n1 =  4+12                    

 Polígono 1 =  16  lados      LQQD.    

 

Ejercicio 3.21.  

Se tienen dos polígonos regulares P y Q, el polígono P tiene 8 lados 

menos que el polígono Q y, cada ángulo interno que tiene el polígono Q 

vale /15 más que cada ángulo interno del polígono P.  Encontrar el 

número de lados de cada polígono. 

 

Solución: 

 

POLÍGONO  P     ∧      POLÍGONO  Q    por hipótesis 

𝑎) 𝑆𝑒𝑎:  𝐸𝑙 𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 𝑃 ⟩ 𝐸𝑙 𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠 

𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 𝑄 

𝑏)      n𝑃-8 =  𝑛𝑄  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑐)  1∠𝑖nterno (𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜𝑃)  ⟩  1∠𝑖nterno (𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜𝑄)         

𝑑) 1∠𝑖nterno (𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜𝑃) − 12° 

=  1∠𝑖nterno (𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜𝑄)             por  hipótesis 

         
2∠𝑅(𝑛𝑃 − 2)

𝑛𝑃
− 12° =  

2∠𝑅(𝑛𝑄 − 2)

𝑛𝑄
 

        
180°𝑛𝑃 − 360°− 12°𝑛𝑃

𝑛𝑃
 =  

180°(𝑛𝑃 − 8 − 2)

𝑛𝑃 − 8
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    ( n𝑃 − 8)(168°𝑛𝑃 − 360°)   =  𝑛𝑃 (180°𝑛𝑃 − 1800°) 

   168°𝑛𝑃
2 + 2880°− 1344°𝑛𝑃 −  360°𝑛𝑃 =  180°𝑛𝑃

2 − 1800°𝑛𝑝 

   12°𝑛𝑃
2 − 96°𝑛𝑃 − 2880° =  0                                            

          n𝑃
2 − 8𝑛𝑃 − 240 =  0             resolviendo:   n𝑃  

=   6 𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠    

𝑒)   𝑷𝒐𝒍í𝒈𝒐𝒏𝒐𝑷 = 𝟔 𝒍𝒂𝒅𝒐𝒔 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

   (𝑒) 𝑒𝑛 (𝑏) 

𝑓)   𝑛𝑄 = 𝑛𝑃 − 8   ⇒    𝑛𝑄 = (20 − 8 )𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠  

⇒   𝑛𝑄 = 12 𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠   

     Polígono 𝑸 = 12 lados LQQD. 

 

Ejercicio 3.22.  

El ángulo interno y el ángulo central de dos polígonos regulares difieren 

en 126º y sus ángulos internos en 18°.  Calcular el número de lados de 

cada polígono. 

 

Solución: 

 

𝐶𝑜𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒𝑟𝑎𝑚𝑜𝑠: 

𝑃𝑂𝐿Í𝐺𝑂𝑁𝑂 ⥂  1   ∧    𝑃𝑂𝐿Í𝐺𝑂𝑁𝑂 2 

𝑎)  1∠interno  (polígono  1) - 1∠interno  (polígono 2)

=  126°                  hipótesis 

𝑏)  
2∠𝑅(𝑛1-2)

𝑛1
 −  

4∠𝑅

𝑛2
=  126° 

180°𝑛1𝑛2 − 360°𝑛2 − 360°𝑛1
𝑛1𝑛2

 =  126° 

   180°𝑛1𝑛2 − 126°𝑛1𝑛2 − 360°𝑛1  

=   360°𝑛2   :    𝑛1(3n2 − 20) =  20n2 
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𝑐) 𝑛1    =   
20n2
3n2-20

 

𝑑) 𝑆∠internos  (polígono 1) - S∠internos  (polígono 2)  

=  18°                 hipótesis 

   
2∠𝑅(𝑛1-2)

𝑛1
 −  

2∠𝑅(𝑛2 − 2)

𝑛2
 =  18° 

    
180°𝑛1𝑛2 − 360°𝑛2 − 180°𝑛2𝑛1 + 360°𝑛1

𝑛1𝑛2
=  18°  

:  20n1 − 20°𝑛2  = 𝑛1𝑛2             

𝑒) 𝑛1    =   
20n2
20-n2

 

      (𝑐) = (𝑒) 

        
20n2
3n2-20

   =   
20n2
20-n2

       :     60n2-10n2   

=   400𝑛2 − 20𝑛2
2    

⇒    𝑛2
2 − 10𝑛2 =  0 

     ∗  𝑷𝒐𝒍í𝒈𝒐𝒏𝒐𝟐 = 𝟏𝟎  lados  LQQD. 

𝑒) 𝑛1 =
20(10)

20 − 10
      ⇒    ∗  𝑷𝒐𝒍í𝒈𝒐𝒏𝒐 𝟏

= 𝟐𝟎  lados LQQD. 

 

Ejercicio 3.23.  

En un polígono regular el perímetro es de 12cm, el radio 2cm y apotema 

√3𝑐𝑚  Calcular el perímetro y el radio de otro polígono regular de igual 

número de lados si su apotema es 3 cm. 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝑃𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜1 ≈ 𝑃𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜2      𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 
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𝑏)  𝑃𝑒𝑟í𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜1 = 12𝑐𝑚   𝑅1 = 2𝑐𝑚  𝑎𝑝𝑜𝑡𝑒𝑚𝑎 1

= √3𝑐𝑚           por h𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

       apotema2=3cm   

𝑐)  
𝑃𝑒𝑟í𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜 1 
𝑃𝑒𝑟í𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜 2

=
𝑎𝑝𝑜𝑡𝑒𝑚𝑎1

𝑎𝑝𝑜𝑡𝑒𝑚𝑎 2
                  𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑐𝑖ó𝑛  𝑑𝑒  𝑠𝑒𝑚𝑒𝑗𝑎𝑛𝑧𝑎 

𝑑) 𝑃𝑒𝑟í𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜2 =
(𝑎𝑝𝑜𝑡𝑒𝑚𝑎 2)(𝑃𝑒𝑟í𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜 1)

𝑎𝑝𝑜𝑡𝑒𝑚𝑎 1
=
(3𝑐𝑚)(12𝑐𝑚)

√3𝑐𝑚
 

   ∗  𝑃𝑒𝑟í𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜 𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 2 =   20.78 𝑐𝑚 𝐿𝑄𝑄𝐷. 

𝑒)   
𝑃𝑒𝑟í𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜 1 
𝑃𝑒𝑟í𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜 2

=
𝑅𝑎𝑑𝑖𝑜 1

𝑅𝑎𝑑𝑖𝑜 2
                     por  𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑐𝑖ó𝑛  𝑑𝑒  𝑠𝑒𝑚𝑒𝑗𝑎𝑛𝑧𝑎 

𝑓)   𝑅𝑎𝑑𝑖𝑜 2

=
(𝑅𝑎𝑑𝑖𝑜 1)(𝑃𝑒𝑟í𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜 2)

𝑃𝑒𝑟í𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜1
 =
(2cm)(20.78cm)

(12𝑐𝑚)
       

   ∗   𝑹𝒂𝒅𝒊𝒐 𝒑𝒐𝒍í𝒈𝒐𝒏𝒐 𝟐 =  𝟑. 𝟒𝟔 𝒄𝒎   𝑳𝑸𝑸𝑫.   
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Ejercicio 3.24.  

Si desde un punto cualquiera (interior) de la base de un triángulo 

isósceles se trazan dos rectas paralelas a los lados. Demostrar que la 

suma de estas paralelas es una constante. 

 

Solución: 

 

Figura  3.4 

 

 

𝑎) 𝛥𝐴𝐵𝐶 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

   𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 = 𝐾 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 

    1𝑚∠𝐵𝐶𝐴 = 1𝑚∠𝐶𝐴𝐵 = 1𝑚∠1  𝑝𝑜𝑟 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝛥 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

     1𝑚∠𝐴𝐵𝐶 = 1𝑚∠2 

𝑏) 𝑁𝑃 𝐼𝐼 𝐴𝐵 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

    1𝑚∠𝐵𝐶𝐴 = 1𝑚∠𝐶𝐴𝐵 = 1𝑚∠𝑀𝑃𝐴

= 1𝑚∠1  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑠𝑝𝑜𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 

𝑐) 𝑀𝑃 𝐼𝐼 𝐵𝐶 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

    1𝑚∠𝐵𝐶𝐴 = 1𝑚∠𝑀𝑃𝐴 = 1𝑚∠𝐵𝐴𝐶

= 1𝑚∠1  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑠𝑝𝑜𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠      

𝑑) 𝛥𝐴𝐵𝐶 ≈ 𝛥𝑀𝑃𝐴 ≈ 𝛥𝑁𝑃𝐶 𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖ó𝑛 

𝑒) 𝑀𝑃 = 𝐵𝑁 = 𝐴𝑀 
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𝑓) 𝐵𝑀 = 𝑁𝑃 = 𝑁𝐶 

𝑔) 𝑀𝑃 + 𝑁𝑃 =  𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜𝑠 

ℎ) 𝐴𝐵 = 𝐴𝑀 + 𝐵𝑀 = 𝐾   ⇒   𝐴𝐵 = 𝑀𝑃 +𝑁𝑃 = 𝐾  (ℎ`) 

𝑖) 𝐵𝐶 = 𝐵𝑁 + 𝑁𝐶 = 𝐾   ⇒    𝐵𝐶 = 𝑀𝑃 + 𝑁𝑃 = 𝐾  (𝑖`) 

  (ℎ`) = (𝑖`) 

𝑗) 𝑨𝑩 = 𝑩𝑪 = 𝑴𝑷+𝑵𝑷 = 𝑲 = 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕𝒆  𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 3.25.  

El polígono regular P tiene dos lados más que el polígono regular Q y la 

diferencia entre sus ángulos centrales es de 6º. Calcular el número de 

lados de cada polígono. 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝑃𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 𝑃 ∧  𝑃𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 𝑄 

   𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒:  𝐸𝑙 𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 𝑃 ⟩ 𝐸𝑙 𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠 

𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 𝑄 

𝑏)   𝑛𝑃 + 2 = 𝑛𝑄  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑐) 𝑛𝑃 − 𝑛𝑄 = 2 

𝑑) 1∠𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙 (𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 𝑄) − 1∠𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙 (𝑝𝑜𝑙í𝑔𝑜𝑛𝑜 𝑃)

= 6° 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

   
4∠𝑅𝑒 𝑐 𝑡𝑜𝑠 

𝑛𝑄
−
4∠𝑅𝑒 𝑐 𝑡𝑜𝑠

𝑛𝑃
= 6° 

   
(360°)(𝑛𝑃) − (360°)(𝑛𝑄)

(𝑛𝑃)(𝑛𝑄)
= 6° 

𝑒)  
(𝑛𝑄)(𝑛𝑃)

𝑛𝑃 − 𝑛𝑄
= 60    :    

(𝑛𝑄)(𝑛𝑃)

60
= 𝑛𝑃 − 𝑛𝑄   (𝑒`) 

  (𝑐) = (𝑒`) 
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   2 =
(𝑛𝑄)(𝑛𝑃)

60
 

   120 = (𝑛𝑃 + 2)(𝑛𝑃) 

   (𝑛𝑃)
2 + 2(𝑛𝑃) − 120 = 0 

𝑓)  ∗  𝒏𝑷 = 𝟏𝟎 𝒍𝒂𝒅𝒐𝒔  𝑳𝑸𝑸𝑫. 

𝑏) 𝑛𝑄 = 𝑛𝑃 + 2    ⇒    ∗  𝒏𝑸 = 𝟏𝟐 𝑳𝒂𝒅𝒐𝒔  𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Capítulo 4 
Triángulos 
 

 

 

 “La geometría de Descartes es un método para dar  

ecuaciones algebraicas a las curvas.” 

 

― Voltaire 

 

Objetivo 

 

Definir, interpretar y aplicar los principios de semejanza y congruencia 

en los triángulos, con un enfoque descriptivo, con el empleo de las 

proposiciones y de las relaciones métricas, que permitan al lector 

resolver aplicaciones que involucren a todo tipo de triángulos.    

 

Logros de aprendizaje 

El lector estará en capacidad de: 

 

 Reconocer los tipos de triángulos y explicar cada uno de ellos. 

 Aplicar los teoremas relacionados a los triángulos, describiendo 

las rectas, segmentos y puntos notables que se presentan en los 

triángulos.  

4 
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 Realizar ejercicios de aplicación sobre triángulos aplicando los 

postulados de semejanza y congruencia. 

 Utilizar las relaciones métricas de los triángulos rectángulos, los 

teoremas de Ceva, Menelao, Stewart, para desarrollar 

aplicaciones de triángulos. 

 Identificar las propiedades de las bisectrices, baricentro, 

ortocentro. 

 

4.1  Introducción teórica 

 

Triángulo es la porción de plano limitado por tres segmentos rectilíneos 

que tiene dos a dos un extremo común. 

 

Teoremas principales de triángulos  

 

 La suma de los tres ángulos internos del triángulo es igual a dos 

ángulos rectos. 

 Un ángulo exterior de un triángulo es igual a la suma de los 

ángulos interiores no adyacentes a él. 

 La suma de los ángulos exteriores de un triángulo es igual a 

cuatro ángulos rectos. 

 En todo triángulo isósceles, a lados iguales se oponen ángulos 

iguales o viceversa. 

 En todo triángulo, a mayor lado se opone mayor ángulo. 

 En todo triángulo, un lado es menor que la suma de los otros dos, 

pero mayor que su diferencia. 
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Rectas - segmentos y puntos notables de un triángulo  

 

Mediana 

 

Es el segmento trazado desde un vértice hacia el punto medio del lado 

opuesto. El punto de intersección de las tres medianas se llama 

BARICENTRO, CENTRO DE GRAVEDAD o CENTROIDE. y se 

representa por (G). La mediana respecto a la hipotenusa de un triángulo 

rectángulo es igual a la mitad de la hipotenusa. 

 

Altura 

 

Es la perpendicular trazada desde un vértice, hacia el lado opuesto o a 

su prolongación. El punto donde concurren las tres alturas se llama 

ORTOCENTRO   se representa por    " O”. 

 

Bisectriz interior de un ángulo 

 

Es la recta que divide a un ángulo interno del triángulo en dos ángulos 

parciales, iguales consecuentemente en un triángulo existirán tres 

bisectrices internas, el punto donde concurren las tres bisectrices 

interiores se llama INCENTRO y se representa por   " I ". 
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Bisectriz exterior de un ángulo 

 

Es la recta que corresponde a la bisectriz de un ángulo exterior, hay tres 

bisectrices una para cada ángulo exterior. El punto de intersección de las 

bisectrices exteriores determina el EX-CENTRO o EX - INCENTRO, 

se representa con " E ". El ex - centro es el centro de la circunferencia 

ex - inscrita al triángulo. 

 

Mediatriz 

 

Es la perpendicular trazada en el punto medio de cada lado. El punto de 

intersección de las tres mediatrices se llama CIRCUNCENTRO y se 

representa por " C “, el cual equidista de los tres vértices del mismo, y 

constituye el centro de la circunferencia circunscrita al triángulo. 

 

Ceviana 

 

Es el segmento rectilíneo que une un vértice con cualquier punto del 

lado opuesto. 

 

Características de las rectas - segmentos y puntos notables en los 

triángulos equiláteros - isósceles - escálenos. 

 

 En los triángulos equiláteros las rectas, segmentos notables, 

trazadas desde uno de los vértices, se confunden en una sola y 

pueden ser consideradas como, mediana, altura, bisectriz interna, 
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mediatriz, o ceviana. En lo que respecta a los puntos notables, 

así mismo, un solo punto representa el baricentro, ortocentro, 

incentro, circuncentro. 

 En los triángulos isósceles las rectas o segmentos trazadas desde 

el vértice comprendido entre los dos lados iguales tienen la 

misma característica que el caso anterior, no así con los puntos 

notables que se encuentran ubicados en distinta posición. 

 En los triángulos escálenos las rectas, segmentos y puntos 

notables se encuentran ubicados en el interior y exterior del 

triángulo.    

 

Propiedades de las rectas notables 

 

 El ángulo formado por dos bisectrices internas de un triángulo 

es igual a un ángulo recto más la mitad de la medida del ángulo 

no considerado por las bisectrices. 

 El ángulo formado por dos bisectrices externas de un triángulo 

es igual a un ángulo recto disminuido en la mitad del ángulo 

interno en el tercer vértice no considerado por las bisectrices. 

 El ángulo formado por dos bisectrices, una interna y otra externa 

de dos vértices diferentes de un triángulo, es igual a la mitad de 

la medida del ángulo interno correspondiente al tercer vértice no 

considerado por las bisectrices señaladas.  

 El ángulo formado por la bisectriz interna y la altura del mismo 

vértice de un triángulo es igual a la semidiferencia de las 

medidas de los ángulos internos en los otros vértices. 
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 El ángulo formado por la altura y la mediana relativas a la 

hipotenusa de un triángulo rectángulo es igual a la diferencia de 

los ángulos agudos. 

 

Semejanza de triángulos 

 

Se dice que dos triángulos son semejantes cuando tienen sus ángulos 

respectivamente iguales y sus lados homólogos proporcionales. 

 

Postulados de semejanza de triángulos 

 

Primer postulado. - Si dos triángulos tienen dos ángulos 

respectivamente iguales, son semejantes. A esta proposición se le 

conoce como criterio de semejanza, ÁNGULO-ÁNGULO; Para que 

estos triángulos sean semejantes es necesario que tengan también 

iguales los terceros ángulos, y que los lados homólogos sean 

proporcionales. 

 

Segundo postulado. - Si dos triángulos tienen dos lados proporcionales 

e igual el ángulo comprendido entre estos dos lados, los triángulos son 

semejantes. 

 

Tercer postulado. - Si dos triángulos tienen los tres lados 

proporcionales son semejantes. 
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Congruencia  

 

Se denominan figuras congruentes a las que tienen la misma forma y el 

mismo tamaño, se puede decir que una es la copia exacta de la otra. 

 

Triángulos congruentes 

 

Son los que tienen la misma forma e igual tamaño. Si dos triángulos son 

congruentes, sus lados y sus ángulos correspondientes son iguales. Para 

representar la congruencia entre triángulos se emplea el símbolo “  ≅   ". 

 

Postulados de congruencia de triángulos 

 

 Si un triángulo tiene dos lados y el ángulo comprendido iguales 

a los correspondientes elementos de otro, entonces los dos 

triángulos son congruentes en una correspondencia, LADO - 

ÁNGULO – LADO (L. A. L). 

 Si un triángulo tiene un lado y sus dos ángulos contiguos iguales, 

a los correspondientes elementos de otros entonces los dos 

triángulos son congruentes, en una correspondencia ÁNGULO - 

LADO – ÁNGULO (A. L. A.). 

 Si los tres lados de un triángulo son iguales a los 

correspondientes lados de otro, entonces los dos triángulos son 

congruentes, en una correspondencia.  LADO - LADO – LADO 

(L. L .L). 
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Teorema de Pitágoras generalizado respecto a un ángulo agudo, en 

un triángulo cualquiera.  En todo triángulo el cuadrado del lado 

opuesto a un ángulo agudo es igual a la suma de los cuadrados de los 

otros dos lados menos el duplo de uno de ellos por la proyección del otro 

sobre él. 

 

Teorema de Pitágoras generalizado respecto a un ángulo obtuso, en 

un triángulo cualquiera. - En todo triángulo el cuadrado del lado 

opuesto a un ángulo obtuso es igual a la suma de los cuadrados de los 

otros dos lados más el duplo de uno de ellos por la proyección del otro 

sobre él. 

 

Propiedad de la bisectriz interna. - En todo triángulo, la bisectriz de 

un ángulo interno divide al lado opuesto en dos segmentos directamente 

proporcionales a los lados del triángulo que forman dicho ángulo. 

    

Propiedad de la bisectriz externa. - En todo triángulo la bisectriz de 

un ángulo exterior divide al lado opuesto en dos segmentos directamente 

proporcionales a los lados que forman dicho ángulo. 

 

Teorema de Stewart. - El cuadrado de la longitud del segmento que 

une al vértice de un triángulo con un punto interior cualquiera del lado 

opuesto, multiplicado por dicho lado es igual a la suma de los productos 

de las longitudes de los segmentos determinados multiplicado por el 

cuadrado de la longitud de los lados consecutivos, menos el producto de 

dichos segmentos por el lado en el que están contenidos. 
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Teorema de Menelao. - Si una transversal corta a los lados de un 

triángulo, determina seis segmentos, cumpliéndose que el producto de   

tres segmentos no consecutivos es igual al producto de los otros tres. 

 

Teorema de Ceva. - Si en un triángulo se trazan rectas que unen los 

vértices con un mismo punto (tres ceviana); estas determinan en los 

lados del triángulo seis segmentos cumpliéndose que el producto de tres 

segmentos no consecutivos es igual al producto de los otros tres. 

 

4.2  Ejercicios resueltos de triángulos  

 

Ejercicio 4.1.  

Dado el triángulo de la figura 4.1, hallar la medida del ∠𝐴𝐶𝑁, sabiendo 

que el ángulo ∠𝐵𝐴𝐶 = 48°, el ángulo ∠𝐵𝑀𝑁 = 43° , el segmento MN 

es mediatriz del segmento BC y que la recta PQ es paralela al segmento 

AC. 

 

Figura 4.1 
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𝐻) 1𝑚∠𝐵𝐴𝐶 = 48°         

  1𝑚∠𝐵𝑀𝑁 = 43° 

  𝑀𝑁 = 𝑀𝑒𝑑𝑖𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝐵𝐶 

  𝑃𝑄 𝐼𝐼 𝐴𝐶 

𝑇) 1𝑚∠𝐴𝐶𝑁 =? 

 

Solución: 

 

 𝑎) 1𝑚∠𝐵𝐴𝐶 = 1𝑚∠𝐴𝐵𝑃 = 480  𝑃𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑎𝑙𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜𝑠 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜𝑠 

  𝛥𝐵𝑂𝑀 𝑅𝑒 𝑐 𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

𝑏) 1𝑚∠𝑂𝐵𝑀 = 1𝑚∠1 = 900 − 1𝑚∠3   ⇒   1𝑚∠1 = 470 

   1𝑚∠𝑃𝐵𝑀 = 𝐴𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑙𝑙𝑎𝑛𝑜 = 1800 

𝑐) 1𝑚∠𝑃𝐵𝐴 + 1𝑚∠𝐴𝐵𝐶 + 1𝑚∠𝐶𝐵𝑀 = 1800   

   480 + 1𝑚∠2 + 1𝑚∠1 = 1800     

∴       480 + 1𝑚∠2 + 470 = 1800    

⇒   1𝑚∠2 = 850 

  𝛥𝑂𝑁𝐵 𝑅𝑒 𝑐 𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

𝑑) 1𝑚∠𝑂𝑁𝐵 = 1𝑚∠3 = 900 − 1𝑚∠2  𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 

   1𝑚∠3 = 900 − 85°   :   1𝑚∠3 = 50 

𝑒) 𝑃𝑄 𝐼𝐼 𝐴𝐶   𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠  

𝑓) 1𝑚∠𝐴𝐶𝐵 = 1𝑚∠𝐶𝐵𝑀 ⇒  1𝑚∠4 = 1𝑚∠1

= 470  𝑝𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜𝑠  𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜𝑠 

  𝛥𝑁𝐶𝑂 

𝑔) 𝐶𝑂 = 𝑂𝐵 𝑃𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

  𝛥𝑁𝑂𝐵   

  1𝑚∠𝐴𝑂𝐶 ≅ 1𝑚∠𝑁𝑂𝐵 = 900    

  𝑂𝑁 = 𝑂𝑁  𝑝𝑜𝑟 𝑙𝑎𝑑𝑜 𝑐𝑜𝑚ú𝑛 

  𝛥𝑁𝐶𝑂 ≅ 𝛥𝑁𝑂𝐵  𝑝𝑜𝑟,  𝑙𝑎𝑑𝑜 − á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 − 𝑙𝑎𝑑𝑜 
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  1𝑚∠𝑁𝐶𝑂 ≅ 1𝑚∠𝑁𝐵𝑂  ⇒   1𝑚∠2 = 850 

   𝛥𝑁𝐶𝐴 

   1𝑚∠𝑁𝐶𝑂 − 1𝑚∠𝐴𝐶𝑂 = 1𝑚∠𝐴𝐶𝑁    

∴       1𝑚∠2 − 1𝑚∠4 = 1𝑚∠𝐴𝐶𝑁 

   850 − 470 = 1𝑚∠𝐴𝐶𝑁     ⇒    ∗  𝟏𝒎∠𝑨𝑪𝑵

= 𝟑𝟖° 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 
Ejercicio 4.2.  

Dado el triángulo de la figura 4.2, hallar la medida del ∠𝑋, sabiendo que 

el ángulo ∠𝐴𝐵𝐶 = 100° , el segmento AL=LP y el segmento PM=MC.  

 
Figura 4.2 

 

Figura 4.2 

 
𝐻) 1𝑚∠𝐴𝐵𝐶 = 1000     

  𝐴𝐿 = 𝐿𝑃 

  𝑃𝑀 = 𝑀𝐶 

𝑇) 1𝑚∠𝑥 =? 
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Solución: 

 

𝑎) 𝛥 𝐴𝑇𝑃 

   𝐴𝐿 = 𝐿𝑃  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

   𝑇𝐿 = 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 

   𝛥𝑇𝑃𝐿 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

    𝐴𝑇 = 𝑇𝑃 

𝑏) 1𝑚∠𝑇𝑃𝐴 = 1𝑚∠𝑇𝐴𝑃 = 1𝑚∠3 

  1𝑚∠𝐴𝑇𝐿 = 1𝑚∠𝐿𝑇𝑃 = 1𝑚∠1 

  𝛥𝑃𝐶𝑁 𝐼𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

  𝑃𝑀 = 𝑀𝐶   𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

 𝑀𝑁 = 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 

  1𝑚∠𝑁𝑃𝑀 = 1𝑚∠𝑁𝐶𝑃 = 1𝑚∠4 

  1𝑚∠𝑃𝑁𝑀 = 1𝑚∠𝑀𝑁𝐶 = 1𝑚∠2  

  1𝑚∠𝐿𝑃𝑀 = 180°  Á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑙𝑙𝑎𝑛𝑜 

𝑐) 1𝑚∠3 + 1𝑚∠𝑥 + 1𝑚∠4 = 1800 

  𝛥𝐴𝐵𝐶 

𝑑)  1𝑚∠3 + 1000 + 1𝑚∠4 = 1800    𝑃𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 

     (𝑐) = (𝑑) 

  1𝑚∠3 + 1𝑚∠𝑥 + 1𝑚∠4 = 1𝑚∠3 + 1𝑚∠4 + 1000     

    ∗  𝟏𝒎∠𝒙 = 𝟏𝟎𝟎° 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 4.3.  

Para el triángulo de la figura 4.3, hallar la medida del ∠𝑋, sabiendo que 

el ángulo ∠𝐴𝐵𝐶 = 122°.  

 

Figura 4.3 

 

 

𝐻) 1𝑚∠𝐴𝐵𝐶 = 1220      

𝑇) 1𝑚∠𝑥 =? 

 

Solución: 

 

 𝛥𝐴𝐵𝐶 

𝑎) 1𝑚∠4 + 1220 + 1𝑚∠3

= 2∠ 𝑅𝑒 𝑐 𝑡𝑜𝑠   𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑏á𝑠𝑖𝑐𝑜 𝑜 𝑓𝑢𝑛𝑑𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑙 𝑑𝑒𝑙 𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

  1𝑚∠4 + 1𝑚∠3̂ = 580 

𝑏) 1𝑚∠𝐴𝐵𝐶 = 1𝑚∠4 + 1𝑚∠𝑥 + 1𝑚∠3 = 1220 

   (𝑎) 𝑒𝑛 (𝑏) 

   580 + 1𝑚∠𝑥 = 1220     ∗  𝟏𝒎∠𝒙 = 𝟔𝟒𝟎 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 4.4.  

Con relación al triángulo de la figura 4.4 Hallar la medida del ∠𝑋 

sabiendo que el ángulo ∠𝐴𝐵𝐶 = 100° , el segmento AL=LP y PM=MC.  

 
Figura 4.4 

  

 
 
𝐻) 𝐵𝐷 ≅ 𝐷𝐸    

𝑇) 1𝑚∠𝑥 =? 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝐵𝐸 = 𝐵𝑖 𝑠𝑒𝑐 𝑡 𝑟𝑖𝑧 ∠𝐴𝐵𝐶 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 𝐵𝐷 = 𝐷𝐸 𝑃𝑜𝑟 𝐻𝑖𝑝𝑜𝑡 

   𝛥𝐵𝐸𝐹 

𝑐) 𝐷𝐹 = 𝐴𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 (𝑙𝑎𝑑𝑜 𝑐𝑜𝑚ú𝑛) 

𝑑) 1𝑚∠𝐷𝐹𝐸 = 1𝑚∠𝐷𝐹𝐵 = 1𝑚∠2 

𝑒) 𝐷𝐹 =  𝐵𝑖 𝑠𝑒𝑐 𝑡  ∠𝐵𝐹𝐸 

𝑓) 1𝑚∠𝐷𝐵𝐹 = 1𝑚∠𝐷𝐸𝐹 = 1𝑚∠3 

𝑔).  1𝑚∠3 = 1𝑚∠1 + 1𝑚∠𝑥 

  𝛥𝐵𝐷𝐹 
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ℎ. ) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠𝑥 + 1𝑚∠2 = 900   𝑝𝑜𝑟 𝑇. 𝐹 𝛥 

    𝛥𝐴𝐵𝐹 

  220 + 2𝑚∠1 + 1𝑚∠𝑥 + 2𝑚∠2 = 1800 𝑝𝑜𝑟 𝑇. 𝐹. 𝛥 

𝑖. ) 2𝑚∠1 + 2𝑚∠2 + 1𝑚∠𝑥 = 1580 

  (𝑖) − (𝑏) 

𝑑) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 680   

  (𝑑) 𝑒𝑛 (ℎ) 

  1𝑚∠1 + 1𝑚∠𝑥 + 1𝑚∠2 = 900  :     680 + 1𝑚∠𝑥

= 900    ⇒       ∗  𝟏𝒎∠𝒙

= 𝟐𝟐𝟎 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 
 
Ejercicio 4.5.   

Considerando los lados de los triángulos APQ y ABC de la figura 5.5 

encontrar la bisectriz del ángulo BAC. 

 
Figura 4.5 

 

 
 
𝐻) 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶      

  𝐴𝑃 = 𝐴𝑄 

𝑇) 𝐴𝑆 = 𝐵𝑖 𝑠𝑒𝑐 𝑡 𝑟𝑖𝑧 ∠𝐵𝐴𝐶 
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Solución: 

𝑎) 𝐴𝑃 = 𝐴𝑄    𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 𝐴𝑃 − 𝐴𝐵 = 𝐴𝑄 − 𝐴𝐶 

  𝐵𝑃 = 𝐶𝑄 

𝑐) 𝐵𝐶 𝐼𝐼 𝑃𝑄 

   𝛥𝐴𝑃𝐶 ∧ 𝛥𝐴𝑄𝐵 

   𝐴𝑃 = 𝐴𝑄         (𝐿) 

   1𝑚∠𝑃𝐴𝐶 = 1𝑚∠𝐵𝐴𝑄  (𝐴) 

   𝐴𝐶 = 𝐴𝐵         (𝐿)  

 𝛥𝐴𝑃𝐶 ≅ 𝛥𝐴𝑄𝐵  𝑝𝑜𝑟 (𝑙𝑎𝑑𝑜,á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜, 𝑙𝑎𝑑𝑜) 

𝑑) 1𝑚∠𝐴𝑃𝐶 ≅ 1𝑚∠𝐴𝑄𝐵 ≅ 1𝑚∠3 

   𝛥 𝐴𝑃𝑄 𝐼𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

   𝐴𝑃 = 𝐴𝑄 

𝑒) 1𝑚∠𝐴𝑃𝑄 ≅ 1𝑚∠𝐴𝑄𝑃    ∴        1𝑚∠𝐴𝑃𝐶 + 1𝑚∠𝐶𝑃𝑄

= 1𝑚∠𝐵𝑄𝐴 + 1𝑚∠𝐵𝑄𝑃 

𝑓) 1𝑚∠𝐶𝑃𝑄 = 1𝑚∠𝐵𝑄𝑃    ∴       1𝑚∠2 = 1𝑚∠1 

   𝛥 𝐵𝑆𝐶 

   1𝑚∠𝑆𝐵𝐶 = 1𝑚∠𝑆𝐶𝐵  ⇒   𝛥 𝐵𝑆𝐶 𝐼𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠  ⇒   𝐵𝑆

= 𝑆𝐶  

  𝛥𝐴𝐵𝑆  ∧  𝛥𝐴𝐶𝑆 

   𝐵𝑆 = 𝑆𝐶    (𝐿) 

  𝐴𝐵 = 𝐴𝐶    (𝐿) 

   𝐴𝑆 = 𝐴𝑆      (𝐿) 𝑝𝑜𝑟 𝑙𝑎𝑑𝑜 𝑐𝑜𝑚ú𝑛 

   𝛥 𝐴𝐵𝑆 ≅ 𝛥𝐴𝐶𝑆    𝑝𝑜𝑟:  (𝑙𝑎𝑑𝑜, 𝑙𝑎𝑑𝑜, 𝑙𝑎𝑑𝑜)    

⇒   1𝑚∠𝐵𝐴𝑆 = 1𝑚∠𝑆𝐴𝐶  

 

    ∗  𝑨𝑺 𝑬𝒔 𝑩𝒊 𝒔𝒆𝒄 𝒕 𝒓𝒊𝒛 𝒅𝒆𝒍 ∠𝑩𝑨𝑪 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 4.6.  

Dado el triángulo de la figura 4.6, demostrar 𝑂𝐵
2
= 𝑂𝐴 ⋅ 𝑂𝐸, sabiendo 

que el ángulo 𝐴𝐶 𝐼𝐼 𝐷𝐵 y 𝐶𝐵 𝐼𝐼 𝐷𝐸. 

 
Figura 4.6 

 

 
 
𝐻) 𝐴𝐶 𝐼𝐼 𝐷𝐵      

  𝐶𝐵 𝐼𝐼 𝐷𝐸 

𝑇) 𝑂𝐵
2
= 𝑂𝐴 ⋅ 𝑂𝐸 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝐴𝐶 𝑙𝑙𝐷𝐵  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 𝐶𝐵 𝑙𝑙 𝐷𝐸  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑐) 1𝑚∠𝑂𝐶𝐴 = 1𝑚∠𝑂𝐷𝐵 = 1𝑚∠3  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑠𝑝𝑜𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 

𝑑) 1𝑚∠𝐴𝐶𝐵 = 1𝑚∠𝐶𝐵𝐷

= 1𝑚∠1   𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑎𝑙𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜𝑠  𝑖𝑛𝑡 𝑒 𝑟𝑛𝑜𝑠 

𝑒) 1𝑚∠𝑂𝐶𝐵 = 1𝑚∠𝑂𝐷𝐸 = (1𝑚∠3 + 1𝑚∠1) 𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 

 𝛥𝑂𝐶𝐵   ∧  𝛥𝑂𝐷𝐸 
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   𝑂𝐶 = 𝑂𝐴      (𝐿) 

   1𝑚∠𝑂𝐶𝐵 = 1𝑚∠𝑂𝐷𝐸 (𝐴) 

   𝐶𝐵 = 𝐷𝐸      (𝐿)     ⇒       𝛥𝑂𝐶𝐵

≈ 𝛥𝑂𝐷𝐸 (𝑙𝑎𝑑𝑜, ó𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜, 𝑙𝑎𝑑𝑜) 

𝑓)  
𝑂𝐵

𝑂𝐸
=
𝑂𝐶

𝑂𝐷
=
𝐶𝐵

𝐷𝐸
  𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑐𝑖ó𝑛 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠  ℎ𝑜𝑚 ó 𝑙𝑜𝑔 𝑜 𝑠 

𝑔) 𝛥𝑂𝐶𝐴 ∧ 𝛥𝑂𝐷𝐵 

   1𝑚∠𝑂𝐶𝐴 = 1𝑚∠𝑂𝐷𝐵  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑎𝑠 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑠𝑝𝑜𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠  

   1𝑚∠𝐶𝑂𝐴 = 1𝑚∠𝐷𝑂𝐵  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑐𝑜𝑚ú𝑛 

 

   1𝑚∠𝐶𝑂𝐴 = 1𝑚∠𝐷𝐵𝑂  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑠𝑝𝑜𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 

   𝛥𝑂𝐶𝐴 ≅ 𝛥𝑂𝐷𝐵 (á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜,á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜,á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜) 

ℎ)  
𝑂𝐶

𝑂𝐷
=
𝑂𝐴

𝑂𝐵
   𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠     

  (𝑓) = (ℎ) 

   
𝑂𝐵

𝑂𝐸
=
𝑂𝐶

𝑂𝐷
=
𝑂𝐴

𝑂𝐵
   𝐶𝑜𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜:   

𝑂𝐵

𝑂𝐸
=
𝑂𝐴

𝑂𝐵
  

   ∗  𝑶𝑩
𝟐
= 𝑶𝑨 • 𝑶𝑬 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 4.7.  

Para el triángulo de la figura 4.7, demostrar la congruencia entre los 

triángulos ABD y AEC 

 
Figura 4.7 

 

 
𝑇) 𝛥𝐴𝐵𝐷−̃𝛥𝐴𝐸𝐶 
 

Solución: 

 

𝑎) 𝐵𝐷 = 𝐵𝑖 𝑠𝑒𝑐 𝑡 𝑟𝑖𝑧 ∠𝐴𝐵𝐶  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 𝐴𝐸 = 𝐵𝑖 𝑠𝑒𝑐 𝑡 𝑟𝑖𝑧 ∠𝐵𝐴𝐶 

𝑐) 𝐸𝐶 = 𝐵𝑖 𝑠𝑒𝑐 𝑡 𝑟𝑖𝑧 ∠𝐵𝐶𝐹 

 𝛥 𝐴𝐸𝐶 

𝑑) 1𝑚∠3 = 1𝑚∠1

+ 1𝑚∠5   𝑝𝑜𝑟 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 𝑎𝑙 𝛥 

𝑒) 2𝑚∠1 + 2𝑚∠2

= 2𝑚∠3  𝑝𝑜𝑟 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 𝑎𝑙 𝛥 
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𝑓) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 1𝑚∠3  

    (𝑑)  =  (𝑓) 

   1𝑚∠1 + 1𝑚∠5 = 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2̂   ⇒   1𝑚∠5 = 1𝑚∠2 

   𝛥𝐴𝐵𝐷 

𝑔) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 + 1𝑚∠4

= 2∠ 𝑅𝑒 𝑐 𝑡𝑜𝑠  𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜𝑠 𝑑𝑒𝑙 𝛥 

   𝛥𝐴𝐸𝐶 

ℎ) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠5 + 1𝑚∠6

= 2∠ 𝑅𝑒 𝑐 𝑡𝑜𝑠  𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜𝑠 𝑑𝑒𝑙 𝛥  

   (𝑔) = (ℎ) 

   1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 + 1𝑚∠4 = 1𝑚∠1 + 1𝑚∠5 + 1𝑚∠6 

   1𝑚∠4 = 1𝑚∠6 

   𝛥𝐴𝐵𝐷 ∧ 𝛥 𝐴𝐸𝐶 

   1𝑚∠1 = 1𝑚∠1     𝑝𝑜𝑟 𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖𝑑𝑎𝑑. 

   1𝑚∠4 = 1𝑚∠6 

   1𝑚∠2 = 1𝑚∠5 

  𝐶𝑜𝑚𝑜 𝑙𝑜𝑠á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠  𝑖𝑛𝑡 𝑒 𝑟𝑛𝑜𝑠 𝑑𝑒𝑙 𝛥𝐴𝐵𝐷 𝑠𝑜𝑛 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑒𝑠 𝑎 𝑙𝑜𝑠 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠  

  𝑖𝑛𝑡 𝑒 𝑟𝑛𝑜𝑠 𝑑𝑒𝑙 𝛥𝐴𝐸𝐶,  𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠,  𝑙𝑜𝑠 𝑑𝑜𝑠 𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑠𝑜𝑛 𝑠𝑒𝑚𝑒𝑗𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠. 

 

   ∗  𝜟𝑨𝑩𝑫 ≈ 𝜟 𝑨𝑬𝑪  𝑳𝑸𝑸𝑫.   á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜𝑠 𝑑𝑒𝑙 𝛥 
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Ejercicio 4.8.  

Dado el triángulo de la figura 4.8, demostrar 𝑀𝑁 = 𝑀𝐴 + 𝑁𝐵, si 

𝑀𝑁 𝐼𝐼 𝐴𝐵       

 
Figura 4.8 

 

 
𝐻) 𝑀𝑁 𝐼𝐼 𝐴𝐵       

𝑇) 𝑀𝑁 = 𝑀𝐴 + 𝑁𝐵 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝑀𝑁 𝑙𝑙 𝐴𝐵    𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 𝐴𝐷,𝐵𝐷  𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎𝑠 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙𝑒𝑠 

𝑐) 𝐴𝐷 = 𝐵𝑖 𝑠𝑒𝑐 𝑡 𝑟𝑖𝑧  𝑖𝑛𝑡 𝑒 𝑟𝑛𝑎 ∠𝑀𝐴𝐵 

𝑑) 𝐵𝐷 = 𝐵𝑖 𝑠𝑒𝑐 𝑡 𝑟𝑖𝑧  𝑖𝑛𝑡 𝑒 𝑟𝑛𝑎 ∠𝐴𝐵𝑁 

   1𝑚∠𝐷𝐴𝐵 = 1𝑚∠𝑀𝐷𝐴

= 1𝑚∠1   𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑎𝑙𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜𝑠  𝑖𝑛𝑡 𝑒 𝑟𝑛𝑜𝑠 

   1𝑚∠𝐷𝐵𝐴 = 1𝑚∠𝑁𝐷𝐵

= 1𝑚∠2   𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑎𝑙𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜𝑠  𝑖𝑛𝑡 𝑒 𝑟𝑛𝑜𝑠 
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𝑒) 𝛥 𝑀𝐷𝐴 𝐼𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

𝑓) 𝐴𝑀 = 𝑀𝐷  𝑝𝑜𝑟 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝛥 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

   𝛥 𝐷𝑁𝐵 𝐼𝑠𝑜𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

ℎ) 𝐵𝑁 = 𝑁𝐷 𝑝𝑜𝑟 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝛥 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠  

𝑖) 𝑀𝑁 = 𝑀𝐷 + 𝐷𝑁  𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

    (𝑓) 𝑦 (ℎ) 𝑒𝑛 (𝑖) 

   ∗  𝑴𝑵 = 𝑴𝑨+𝑵𝑩 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 4.9.  

Con relación a la figura 4.9, demostrar 𝑇) 𝐸𝐷 ≅ 𝐷𝐹, sabiendo que 

𝐸𝐷 𝐼𝐼 𝐵𝐶, 𝐷𝐹 𝐼𝐼 𝐴𝐵 y  𝐵𝐷  es bisectriz del  ∠𝐴𝐵𝐶 

 
Figura 4.9 

 

 
 

𝐻) 𝐸𝐷 𝐼𝐼 𝐵𝐶         𝐷𝐹 𝐼𝐼 𝐴𝐵 

  𝐵𝐷 𝐵𝑖 𝑠𝑒𝑐 𝑡 𝑟𝑖𝑧 𝑑𝑒𝑙 ∠𝐴𝐵𝐶 

𝑇) 𝐸𝐷 ≅ 𝐷𝐹 
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Solución: 

𝑎) 𝐸𝐷 𝐼𝐼 𝐵𝐶  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 𝐷𝐹 𝐼𝐼 𝐴𝐵  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

   1𝑚∠𝐷𝐵𝐹  =  1𝑚∠𝐵𝐷𝐸

= 1𝑚∠1  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑎𝑙𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜𝑠  𝑖𝑛𝑡 𝑒 𝑟𝑛𝑜𝑠 

𝑐) 1𝑚∠𝐸𝐵𝐷 = 1𝑚∠𝐵𝐷𝐹

= 1𝑚∠1  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑎𝑙𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜𝑠  𝑖𝑛𝑡 𝑒 𝑟𝑛𝑜𝑠 

   𝛥𝐵𝐸𝐷 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

𝑑) 𝐵𝐸 = 𝐸𝐷    ⇒     𝛥𝐵𝐸𝐷 ∧ 𝛥𝐵𝐷𝐹 

⋯  1𝑚∠𝐸𝐵𝐷 = 1𝑚∠𝐵𝐷𝐹 = 1𝑚∠1  (𝐴) 

  𝐵𝐷 = 𝐵𝐷             (𝐿) 𝑝𝑜𝑟 𝑙𝑎𝑑𝑜 𝑐𝑜𝑚ú𝑛 

   1𝑚∠𝐸𝐷𝐵 = 1𝑚∠𝐷𝐵𝐹      (𝐴)    ⇒:  𝛥𝐵𝐸𝐷

≅ 𝛥𝐵𝐷𝐹 (𝐴. 𝐿. 𝐴)    ⇒  ∗   𝑬𝑫 ≅ 𝑫𝑭 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 
 
Ejercicio 4.10.  

Dada la figura 4.10, demuestre 𝐴𝑁 ≅ 𝑁𝐵, si 𝑀𝑁 es paralelo al 

segmento  𝐴𝐶  

 
Figura 4.10 
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𝐻) 𝑀𝑁 𝐼𝐼 𝐴𝐶       

𝑇) 𝐴𝑁 ≅ 𝑁𝐵 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝑁𝑀 𝑙𝑙 𝐴𝐶  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 1𝑚∠𝑀𝐴𝐶 = 1𝑚∠𝐴𝑀𝑁

= 1𝑚∠1  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑎𝑙𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜𝑠  𝑖𝑛𝑡 𝑒 𝑟𝑛𝑜𝑠 

𝑐) 𝛥𝐴𝑁𝑀 𝐼𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

𝑑) 𝐴𝑁 = 𝑁𝑀  𝑝𝑜𝑟 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝛥 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 𝑐 ∗ 

   𝛥𝐴𝑀𝐵 𝑅𝑒 𝑐 𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

𝑒) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 1∠𝑅𝑒 𝑐 𝑡𝑜

= 900  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑟𝑖𝑜𝑠 

   1𝑚∠𝐴𝑀𝐷 = 𝐴𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑙𝑙𝑎𝑛𝑜 = 1𝑚∠1 + 1𝑚∠3 + 1∠𝑅𝑒 𝑐 𝑡𝑜

= 2∠𝑅𝑒 𝑐 𝑡𝑜𝑠 = 1800 

𝑓)  1𝑚∠1 + 1𝑚∠3 = 1∠𝑅𝑒 𝑐 𝑡𝑜

= 900   𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑟𝑖𝑜𝑠 

  (𝑒) = (𝑓)  

  1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 1𝑚∠1 + 1𝑚∠3   ⇒   1𝑚∠2 = 1𝑚∠3 

  𝛥𝑁𝑀𝐵 𝐼𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

𝑔) 𝑁𝐵 = 𝑁𝑀 

  (𝑑) = (𝑔) 

   ∗  𝑨𝑵 = 𝑵𝑩 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 4.11.  

Con los datos que se indican en la figura 4.11, demostrar 𝑃 ∧ 𝑄 

𝑑𝑖𝑣𝑖𝑑𝑒𝑛 𝑎𝑟𝑚ó𝑛𝑖𝑐𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 𝐴𝐷 

 
Figura 4.11 

  

 
 
𝑇) 𝑃 ∧ 𝑄 𝐷𝑖𝑣𝑖𝑑𝑒𝑛 𝑎𝑟𝑚ó𝑛𝑖𝑐𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 𝐴𝐷 

 

Solución: 

 

𝑎)  
𝐴𝑃

𝑃𝐷
=
𝐴𝑄

𝐷𝑄
  𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑖ó𝑛 𝑎𝑟𝑚ó𝑛𝑖𝑐𝑎 

𝑏) 𝐵𝑃 𝐼𝐼 𝑄𝐶  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎 

𝑐) 𝐵𝑃  ⊥  𝐴𝑄  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎 

𝑑) 𝑄𝐶  ⊥ 𝐴𝑄  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎 

   𝛥𝑃𝐵𝐷 ∧ 𝛥𝐷𝑄𝐶 
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𝑒) 1𝑚∠𝐵𝑃𝐷 = 1𝑚∠𝐷𝑄𝐶 = 1∠𝑅𝑒 𝑐 𝑡𝑜

= 90°    𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎 

𝑓) 1𝑚∠𝑃𝐷𝐵 = 1𝑚∠𝑄𝐶𝐷   𝑝𝑜𝑟 𝑜𝑝𝑢𝑒𝑠𝑡𝑜𝑠 𝑝𝑜𝑟 𝑒𝑙 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑒 

𝑔) 1𝑚∠𝑃𝐵𝐷 = 1𝑚∠𝐷𝐶𝑄  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑎𝑙𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜𝑠  𝑖𝑛𝑡 𝑒 𝑟𝑛𝑜𝑠 

   𝛥𝑃𝐵𝐷 ≈ 𝛥𝐷𝑄𝐶        𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 

 

ℎ)  
𝐵𝑃

𝑄𝐶
=
𝑃𝐷

𝐷𝑄
=
𝐷𝐵

𝐷𝐶
  𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑐𝑖ó𝑛𝑒𝑠 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠  ℎ𝑜𝑚 ó 𝑙𝑜𝑔 𝑜 𝑠 

   𝛥𝐴𝐵𝑃 ∧ 𝛥𝐴𝑄𝐶   𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 

𝑖) 1𝑚∠𝐵𝐴𝑃 = 1𝑚∠𝑄𝐴𝐶 = 1𝑚∠1 

   1𝑚∠𝐴𝑃𝐵 = 1𝑚∠𝐴𝑄𝐶 = 90° 

   1𝑚∠𝐴𝐵𝑃 = 1𝑚∠𝑄𝐶𝐴 

   𝛥𝐴𝐵𝑃 ≈ 𝛥𝐴𝑄𝐶 

𝑗)  
𝐴𝐵

𝐴𝐶
=
𝐵𝑃

𝑄𝐶
=
𝐴𝑃

𝐴𝑄
   

  (ℎ) = (𝑗) 

   
𝐵𝑃

𝑄𝐶
=
𝑃𝐷

𝐷𝑄
=
𝐷𝐵

𝐷𝐶
=
𝐴𝐵

𝐴𝐶
=
𝐴𝑃

𝐴𝑄
=
𝐴𝑄

𝐷𝑄
        

   ∗  
𝑨𝑷

𝑷𝑫
=
𝑨𝑸

𝑫𝑸
 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 4.12.  

Con relación a la figura 4.12, demuestre 𝐶𝐷 ⋅ 𝐴𝐼 = 𝐴𝐶 ⋅ 𝐷𝐵 

 
Figura 4.12 

 

 
 

T) CD ⋅ AI = AC ⋅ DB 
 

Solución: 

 

a) AI bi sec t riz ∠BAC  por construcción auxiliar 

b) 1m ∠SBC = 1Ang.  Llano  = 2∠Re c tos = 1800 

c) 2m∠2 + 1m∠ABI + 1m∠IBC = 180°    

⇒   
2m∠2 + 1m ∠ABI + 1m ∠IBC

2
= 90° 

d)  
2m∠2 + 1m∠4 + 1m∠3

2
= 90°     
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   1m∠ABI = 1m∠4 :   1m∠BAI

= 1m∠6   :     1m∠IBC

= 1m∠3  :   1m∠IAC = 1m∠5 

e) 1m∠2 + 1m∠4 = 1∠Re c to = 90°    

   (d) = (e) 

   
2m∠2 + 1m∠4 + 1m∠3

2
= 1m∠2 + 1m∠4   

∴   2m∠2 + 1m∠4 + 1m∠3

= 2m∠2 + 2m∠4   ⇒   1m∠3 = 1m∠4 

  BP bi sec t riz ∠ABC  por hipótesis 

  EC bi sec t riz ∠ACB   por hipótesis 

 I = incentro   por definición 

   1m5 = 1m6  por propiedad del incentro 

f) 1m∠BDC =
1m∠BAC

2
=
1m∠6 + 1m∠5

2
 

⇒  por propiedad de las bi sec t rices 

  1m∠BDC =
2m∠6

2
=
2m∠5

2
= 1m∠5   1m∠BDC

= 1m∠AEI   opuestos por el vértice 

   ΔABC ≈ ΔAEI 

g)  
DE

AE
=
EB

EI
=
DB

AI
 

 

 ΔABC 

h)  
BC

AC
=
BE

AE
    teorema de la bi sec t riz  int e rna 

 ΔBEC 
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   DB bi sec t riz externa del ∠SBE 

i)  
BE

BC
=
DE

DC
    teorema de la bi sec t riz externa 

  (h) = (i) 

j)  
AE

AC
=
DE

DC
  ;    

DE

AE
=
DC

AC
  (k) 

  (g) = (k) 

   
DB

AI
=
DC

AC
     ∗  𝐃𝐂 • 𝐀𝐈 = 𝐀𝐂 • 𝐃𝐁 𝐋𝐐𝐐𝐃 

 

Ejercicio 4.13.  

Considere la figura 4.13, determine 𝐴𝐵 =?, sabiendo que 𝐴𝐷 =

7 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠,  𝐵𝑃 = 10 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 , 𝐵𝑄 = 4 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠, y 
𝐶𝑅

𝑅𝐴
=
2

5
 . 

 
Figura 4.13 

  

 
 
H) AD = 7 unidades       

  BP = 10 unidades 

  BQ = 4 unidades 
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CR

RA
=
2

5
 

 

T) AB =? 

 

Solución: 

 

   ΔSCQ ∧ ΔPBQ    rectángulos 

a) 1m ∠CQS = 1m ∠PQB   opuestos por el vértice   

b) 1m∠ SCQ = 1m ∠PBQ = 1∠ Re c to = 900 por hipótesis gráfica 

c) 1m∠ CSQ = 1m ∠QPB 

   ΔSCQ−̃ΔPBQ por (a), (b), (c) 

d)  
SC

BP
=
CQ

BQ
=
SQ

PQ
   Pr o porción entre lados  homó log o s 

   
SC

10 unid.
=

CQ

4 unid.
  ⇒   SC =

10 unid.

4 unid.
• CQ 

e) SC =
5

2
(AD − BQ) =

5

2
(7 − 4)   ⇒   SC = 7.5 unid. 

   Δ SCR  ∧  Δ PAR 

f) 1m ∠SRC  =  1m∠ ARP  opuestos por el vértice 

g) 1m∠ SCR  =  1m ∠RAP  ángulos alternos  int e rnos 

h) 1m∠ CSR  =  1m ∠RPA 

  Δ SCR  ≈  Δ PAR por (f), (g), (h) 

i)  
SC

PA
=
SR

PR
=
CR

AR
   proporción de lados  homó log o s 

  
CR

AR
=
2

5
      por hipótesis 
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SC

PA
=
2

5
    ⇒    PA =

7.5 unid(5)

2
  ⇒    PA

= 18.75 unidades 

j) PA = AB + BP  por suma de segmentos 

   AB = (18.75 − 10) unidades   ⇒   ∗  𝐀𝐁

= 𝟖. 𝟕𝟓𝐮𝐧𝐢𝐝𝐚𝐝𝐞𝐬 𝐋𝐐𝐐𝐃. 

 
 
Ejercicio 4.14.  

Con los datos que se presentan en la figura 4.14. Demostrar C y G 

dividen armónicamente a AE. Si 𝛥𝐴𝐵𝐶 𝑒𝑠𝑐𝑎𝑙𝑒𝑛𝑜, 𝐷𝐹
−−
 𝐼𝐼 𝐴𝐵 y 𝐷𝐸 𝐼𝐼 𝐸𝐹 

 
Figura 4.14 

 

 
𝐻) 𝛥𝐴𝐵𝐶 𝑒𝑠𝑐𝑎𝑙𝑒𝑛𝑜       

   𝐷𝐹
−−
 𝐼𝐼 𝐴𝐵 

   𝐷𝐸 𝐼𝐼 𝐸𝐹  

𝑇) 𝐶 𝑦 𝐺 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑑𝑒𝑛 𝑎𝑟𝑚ó𝑛𝑖𝑐𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑎 𝐴𝐸 
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Solución: 

 

 𝛥 𝐴𝐵𝐺 

𝑎) 𝐷𝐹 𝑙𝑙 𝐴𝐵       𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 1𝑚∠𝐴𝑅𝐶  =  1𝑚∠𝐵𝐷𝐸   𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠  𝑖𝑛𝑡 𝑒 𝑟𝑛𝑜𝑠 𝑎𝑙𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜𝑠 

𝑐) 1𝑚∠𝐵𝐴𝐶  =  1𝑚∠𝐴𝐸𝐷     "   "  "    "   

𝑑) 1𝑚∠𝐴𝐶𝐵  =  1𝑚∠𝐸𝐶𝐷 

   𝛥 𝐴𝐵𝐶  ≈  𝛥 𝐶𝐸𝐷 𝑝𝑜𝑟 (𝑏), (𝑐), (𝑑) 

𝑒)  
𝐴𝐵

𝐷𝐸
=
𝐵𝐶

𝐶𝐷
=
𝐴𝐶

𝐶𝐸
   𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠  ℎ𝑜𝑚 ó 𝑙𝑜𝑔 𝑜 𝑠 

𝑓) 𝐷𝐸 𝐼𝐼 𝐸𝐹   𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠    

   𝛥 𝐴𝐵𝐺  ∧  𝛥𝐸𝐹𝐺 

𝑔) 1𝑚∠𝐵𝐴𝐺  =  1𝑚∠𝐹𝐸𝐺  𝑝𝑜𝑟 𝑜𝑝𝑢𝑒𝑠𝑡𝑜𝑠 𝑝𝑜𝑟 𝑒𝑙 𝑣é𝑟𝑡𝑖𝑐𝑒 

ℎ) 1𝑚∠𝐴𝐺𝐵  =  1𝑚∠𝐹𝐺𝐸    𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑐𝑜𝑚ú𝑛 

𝑖) 1𝑚∠𝐴𝐵𝐺  = 1𝑚∠𝐴𝐹𝐺  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑠𝑝𝑜𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 

   𝛥 𝐴𝐵𝐺 −̃ 𝛥 𝐸𝐹𝐺   𝑝𝑜𝑟 (ℎ), (𝑖), (𝑗) 

𝑗)  
𝐴𝐵

𝐸𝐹
=
𝐵𝐺

𝐹𝐺

=
𝐴𝐺

𝐶𝐸
   𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠  ℎ𝑜𝑚 ó 𝑙𝑜𝑔 𝑜 𝑠        

   (𝑒)  =  (𝑗)        ⇒       ∗  
𝐴𝐶

𝐶𝐸

=
𝐴𝐺

𝐸𝐺
  𝐿𝑄𝑄𝐷. 
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Ejercicio 4.15.  

Dada la figura 4.15. Demostrar 𝑃𝐵
2
= 𝑃𝐴 • 𝑃𝐸  

 

Figura 4.15 

 

 

 

 
 

𝑇) 𝑃𝐵
2
= 𝑃𝐴 • 𝑃𝐸              

 

Solución: 

 

𝑎) 𝐴𝐶 𝑙𝑙 𝐵𝐷  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎 

𝑏) 𝐵𝐶 𝐼𝐼 𝐸𝐷 

   𝛥𝑃𝐴𝐶 ∧  𝛥𝑃𝐸𝐷  

𝑐) 1𝑚 ∠𝑃𝐵𝐶  =  1𝑚∠𝑃𝐸𝐷 𝑝𝑜𝑟  á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑠𝑝𝑜𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 

𝑑) 1𝑚∠𝐵𝑃𝐶 = 1𝑚∠𝐸𝑃𝐷  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑐𝑜𝑚ú𝑛 
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𝑒) 1𝑚∠𝑃𝐶𝐵 

=  1𝑚∠𝑃𝐷𝐸  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑠𝑝𝑜𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠     

⇒      𝛥𝑃𝐵𝐶 ≈ 𝛥𝑃𝐸𝐷  𝑝𝑜𝑟 (𝑐), (𝑑), (𝑒) 

𝑓)  
𝑃𝐵

𝑃𝐸
=
𝐵𝐶

𝐸𝐷
=
𝑃𝐶

𝑃𝐷
   𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑐𝑖ó𝑛 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠  ℎ𝑜𝑚 ó 𝑙𝑜𝑔 𝑜 𝑠  

   𝛥𝑃𝐴𝐶 ∧ 𝛥𝑃𝐵𝐷 

ℎ) 1𝑚∠𝐴𝑃𝐶 = 1𝑚∠𝐵𝑃𝐷  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑐𝑜𝑚ú𝑛 

𝑖) 1𝑚∠𝑃𝐴𝐶 = 1𝑚∠𝑃𝐵𝐷  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑠𝑝𝑜𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 

𝑗) 1𝑚∠𝑃𝐶𝐴 = 1𝑚∠𝑃𝐷𝐵  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑠𝑝𝑜𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 

   𝛥𝑃𝐴𝐶 ≈ 𝛥𝑃𝐵𝐷  𝑝𝑜𝑟 (ℎ), (𝑖), (𝑗) 

𝑘)  
𝑃𝐴

𝑃𝐵
=
𝐴𝐶

𝐵𝐷
=
𝑃𝐶

𝑃𝐴
  𝑝𝑜𝑟 𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠 ℎ𝑜𝑚ó𝑙𝑜𝑔𝑜𝑠  

  (𝑓) = (𝑘)   ∴   
𝑃𝐵

𝑃𝐸
=
𝑃𝐴

𝑃𝐵
   ⇒  ∗  𝑷𝑩

𝟐

= 𝑷𝑨 • 𝑷𝑬  𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 4.16.  

Considere la figura 4.16, determine  𝐻𝐷, sabiendo que 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶, 𝐴𝐶 =

30 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 y 𝐻𝐵 = 20 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠. 

 
Figura 4.16 

 

 
 

H) AB = BC         

  AC = 30 unidades 

  HB = 20 unidades 

T) HD =? 

 

Solución: 

 

   ΔABC 

a) AB = BC  por hipótesis 

b) AH = HC  por hipótesis 
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   ΔABH rectángulo 

c) AB
2
= AH

2
+ BH

2
  por Pitágoras   ⇒     AB

2

= (
AC

2
)
2

+ (hb)2 

   AB
2
= (225 + 400) unidades = 625 unidades   ⇒  AB

= 25 unidades 

   ΔABH  ∧  ΔADH  rectángulos 

d) 1m∠ABH

= 1m∠DHA por ángulos de lados perpendiculares 

e) 1m∠AHB = 1m∠ADH por ángulos rectos 

f) 1m∠BAH  = 1m∠DAH por ángulo común 

   Δ ABH ≈  ΔADH  por (d), (e) y (f) 

   
AB

AH
=
BH

DH
=
AH

AD
     por lados  homó log o s 

   
AB

AH
=
BH

DH
  ⇒   DH =

AH • BH

AB
=
(15)(20)

(25)
 

    ∗  𝐃𝐇 = 𝟏𝟐 𝐮𝐧𝐢𝐝𝐚𝐝𝐞𝐬 𝐋𝐐𝐐𝐃. 
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Ejercicio 4.17.  

Dada la figura 4.17 determine 𝐴𝐵, conociendo que la distancia del 

ortocentro al baricentro en un triángulo rectángulo mide 3

23

 m.  Calcular 

el valor de la hipotenusa. 

 
Figura 4.17 

 

 
 
𝐻) 𝐻 =  𝑜𝑟𝑡𝑜𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜        𝐺  = 𝑏𝑎𝑟𝑖𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 

  𝐻𝐺 =
25

3
 

 𝑇) 𝐴𝐵 =? 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝑐 =  𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑀𝑒𝑑𝑖𝑜 𝐴𝐵  (ℎ𝑖𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑢𝑠𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝛥𝐴𝐵𝐶) 

𝑏) 𝐴𝐶 = 𝐶𝐵

= 𝐻𝐶  𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑎 𝑒𝑛 𝑙𝑜𝑠 𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 
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𝑐) 𝐻𝐺 =
2

3
𝐻𝐶 

𝑑) 𝐻𝐶 =
3

2
𝐻𝐺    ⇒       𝐻𝐶 =

3

2
•
25

3
 

𝐻𝐶 = 12.5 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

𝐴𝐵 = 2𝐻 ⥂ 𝐶 

𝐴𝐵 = (2)(12.5 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠)     ⇒   ∗  𝑨𝑩

= 𝟐𝟓 𝒖𝒏𝒊𝒅𝒂𝒅𝒆𝒔 𝑳𝑸𝑸𝑫 

 

Ejercicio 4.18.  

Considerando  los  datos  de la figura 4.18 encuentre la medida del 

ángulo X 

 
Figura 4.18 

 

 

𝐻) 𝐵𝐻  ≅  𝐻𝐷      𝑇) 1𝑚∠𝐷𝐸𝐶 =? 

  1𝑚∠𝐴𝐶𝐷  ≅  1𝑚∠𝐸𝐶D 
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Solución: 

 

𝑎) 𝐵𝐻 = 𝐻𝐷 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠   

𝑏) 𝐴𝐻 = 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝛥𝐵𝐴𝐷  ∴   𝛥𝐴𝐵𝐷 𝑒𝑠 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

𝑐) 𝐴𝐵 = 𝐴𝐷 

𝑑) 1𝑚∠𝐴𝐵𝐻 = 1𝑚∠𝐻𝐷𝐴 = 1𝑚∠3  𝑝𝑜𝑟 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝛥 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

𝑒) 1𝑚∠𝐵𝐴𝐻 = 1𝑚∠𝐻𝐴𝐷

= 1𝑚∠1  𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑜𝑠 𝑠𝑒𝑔.  𝑛𝑜𝑡𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠 𝑒𝑛 𝑙𝑜𝑠 𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 

𝑓) 1𝑚∠𝐸𝐶𝐴 = 2𝑚∠2   𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑔) 𝛥𝐴𝐵𝐶 ∴  2𝑚∠1 + 1𝑚∠4 = 1∠ 𝑅𝑒 𝑐 𝑡𝑜

= 90°  𝑝𝑜𝑟 𝑒𝑙 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑏á𝑠𝑖𝑐𝑜 𝑑𝑒𝑙 𝛥 (𝑇𝐵𝛥) 

ℎ) 𝛥𝐴𝐷𝐶 ∴  1𝑚∠3

= 1𝑚∠2

+ 1𝑚∠4   𝑝𝑜𝑟 𝑒𝑙 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 𝑎 𝑢𝑛 𝛥   

𝑖) 𝛥𝐴𝐷𝐻 ∴  1𝑚∠1 + 1𝑚∠3 = 1∠ 𝑅𝑒 𝑐 𝑡𝑜 = 90° (𝑇𝐵𝛥)     

   (ℎ) 𝑒𝑛 (𝑖) 

𝑗) 1𝑚∠2 + 1𝑚∠4 + 1𝑚∠1 = 90°   

∴    1𝑚∠2 + 1𝑚∠4 + 1𝑚∠1

= 2𝑚∠1 + 1𝑚∠4   ⇒     1𝑚∠2 = 1𝑚∠1 

𝑘) 𝛥𝐷𝐸𝐶 ∴  1𝑚∠2 + 1𝑚∠3 + 1𝑚∠𝐷𝐸𝐶

= 2∠ 𝑅𝑒 𝑐 𝑡𝑜𝑠  (𝑇𝐵𝛥) ó (𝑇𝐹𝛥)   

𝑙) 1𝑚∠3 = 90°− 1𝑚∠1   

   (𝑙) 𝑒𝑛 (𝑘) 

   1𝑚∠2 + 90°− 1𝑚∠1 + 1𝑚∠𝐷𝐸𝐶 = 180°  

⇒   ∗  𝟏𝒎∠𝑫𝑬𝑪 = 𝟗𝟎° 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 4.19.  

Dada la figura 4.19 demuestre 
𝐵𝑃•𝐴𝑄•𝐷𝑅•𝐶𝑆

𝐴𝑃•𝑄𝐷•𝑅𝐶•𝑆𝐵
 =  1, conociendo que ABCD 

es un cuadrilátero y 𝑃𝑄 es secante. 

 
Figura 4.19 

 

 
 
𝐻) 𝐴𝐵𝐶𝐷  𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑖𝑙á𝑡𝑒𝑟𝑜       

  𝑃𝑄 𝑠𝑒𝑐 𝑎 𝑛𝑡𝑒 

 𝑇)  
𝐵𝑃 • 𝐴𝑄 • 𝐷𝑅 • 𝐶𝑆

𝐴𝑃 • 𝑄𝐷 • 𝑅𝐶 • 𝑆𝐵
 =  1   

 

Solución: 

 

   𝛥𝐴𝐵𝐶  

𝑎) 𝐵𝑃  𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑎𝑢𝑥𝑖𝑙𝑖𝑎𝑟 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

𝑏) 𝐴𝑋 • 𝑆𝐶 • 𝐵𝑃 = 𝑋𝐶 • 𝐵𝑆 • 𝐴𝑃  𝑝𝑜𝑟 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑀𝑒𝑛𝑒𝑙𝑎𝑜   

𝑐)  
𝐴𝑋

𝑋𝐶
=
𝐵𝑆 • 𝐴𝑃

𝑆𝐶 • 𝐵𝑃
 

    𝛥 𝐴𝐷𝐶  

𝑑) 𝐷𝑄 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑎𝑢𝑥𝑖𝑙𝑖𝑎𝑟 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 
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𝑒) 𝐴𝑋 • 𝐶𝑅 • 𝐷𝑄 = 𝑋𝐶 • 𝐷𝑅 • 𝐴𝑄  𝑝𝑜𝑟 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑀𝑒𝑛𝑒𝑙𝑎𝑜    

𝑓)  
𝐴𝑋

𝑋𝐶
=
𝐷𝑅 • 𝐴𝑄

𝐶𝑅 • 𝐷𝑄
 

 (𝑐)  = (𝑓) 

   
𝐵𝑆 • 𝐴𝑃

𝑆𝐶 • 𝐵𝑃
=
𝐷𝑅 • 𝐴𝑄

𝐶𝑅 • 𝑄𝐷
   ⇒   •  

𝑫𝑹 • 𝑨𝑸 • 𝑪𝑺 • 𝑩𝑷

𝑺𝑩 • 𝑨𝑷 • 𝑹𝑪 • 𝑸𝑫

= 𝟏  𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

 
Ejercicio 4.20.  

Para la figura 4.20, demuestre 1𝑚∠𝑥 ≡ 1𝑚∠𝐹𝐻𝐷, sabiendo que H es 

ortocentro del 𝛥𝐴𝐵𝐶. 

 

Figura 4.20 

 

 
 
𝐻) 𝐻 = 𝑜𝑟𝑡𝑜𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 𝑑𝑒𝑙 𝛥𝐴𝐵𝐶       

𝑇) 1𝑚∠𝑥 ≡ 1𝑚∠𝐹𝐻𝐷 
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Solución: 
 

𝑎) 𝐹𝐶  ⊥  𝐵𝐻 𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

𝑏) 𝐵𝐷  ⊥  𝐻𝐶 𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

   𝐸𝑛 𝑒𝑙 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑖𝑙á𝑡𝑒𝑟𝑜 𝐴𝐿𝐸𝐾 

𝑐) 1𝑚∠𝐿𝐴𝐾 + 1∠𝑅 + 1𝑚∠𝑥 + 1∠𝑅

= 4∠𝑅 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜𝑠 

𝑑) 1𝑚∠𝐿𝐴𝐾 = 1𝑚∠𝐹𝐴𝐷 = 1𝑚∠1 𝑜𝑝𝑢𝑒𝑠𝑡𝑜𝑠 𝑝𝑜𝑟 𝑒𝑙 𝑣é𝑟𝑡𝑖𝑐𝑒 

   𝐸𝑛 𝑒𝑙 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑖𝑙á𝑡𝑒𝑟𝑜 𝐴𝐹𝐻𝐷 

𝑒) 1𝑚∠𝐹𝐴𝐷 + 1∠𝑅 + 1𝑚∠𝐹𝐻𝐷 + 1∠𝑅

= 4∠𝑅 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜𝑠 

   (𝑐)  =   (𝑒) 

   1𝑚∠𝐿𝐴𝐾 + 1∠𝑅 + 1𝑚∠𝑥 + 1∠𝑅

= 1𝑚∠𝐹𝐴𝐷 + 1∠𝑅 + 1𝑚∠𝐹𝐻𝐷 + 1∠𝑅 

    ∗  𝟏𝒎∠𝒙 = 𝟏𝒎∠𝑭𝑯𝑫 𝑳𝑸𝑸𝑫 

 

Ejercicio 4.21.  

El triángulo escaleno ABC, de la figura 4.21 si el ángulo mide ABC 

mide 110 y “O” es el circuncentro. ¿Cuánto mide el ángulo AOC?   

 
Figura 4.21 
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Solución: 

 

𝑎) 𝑂𝐴 = 𝑂𝐵 = 𝑂𝐶 𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒𝑙 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑛𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 

𝑏) 1𝑚∠3 + 2𝑚∠1 + 2𝑚∠𝛼 = 2∠𝑅  𝑇. 𝐹. 𝛥𝐶𝑂𝐵 𝐼𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠   

𝑐) 1𝑚∠4 + 2𝑚∠2 + 2𝑚∠𝛼 = 2∠𝑅   𝑇. 𝐹. 𝛥𝐵𝑂𝐴 𝐼𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠  

𝑑) 1𝑚∠3 + 1𝑚∠4 + 2𝑚∠𝛼 = 2∠𝑅   𝑇. 𝐹. 𝛥𝐴𝑂𝐶   

𝑒) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 + 110° = 2∠𝑅   𝛥𝐴𝐵𝐶 𝑒𝑠𝑐𝑎𝑙𝑒𝑛𝑜 

𝑓) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 70°  

   (𝑏) + (𝑐) 

𝑔) 1𝑚∠3 + 1𝑚∠4 + 2𝑚∠1 + 2𝑚∠2 + 4𝑚∠𝛼 = 4∠𝑅 

   (𝑓) 𝑒𝑛 (𝑔) 

   1𝑚∠3 + 1𝑚∠4 + 140 + 4𝑚∠𝛼 = 360° 

ℎ) 1𝑚∠3 + 1𝑚∠4 + 4𝑚∠𝛼 = 220° 

   (ℎ) 𝑒𝑛 (𝑑) 

   4𝑚∠𝛼 − 2𝑚∠𝛼 = 220°− 180°     ⇒      2𝑚∠𝛼

= 40°  (𝑖) 

𝑗) 1𝑚∠3 + 1𝑚∠4 = 1𝑚𝐴𝑂𝐶 

   (𝑖) 𝑒𝑛 (ℎ) 

   1𝑚∠3 + 1𝑚∠4 + 2(40°) = 220°     ⇒  ∗   𝟏𝒎∠𝑨𝑶𝑪

= 𝟏𝟒𝟎°  𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 4.22.  

Dada la figura 4.22, demuestre 𝐴𝑄 = 𝐶𝑃, conociendo que los triángulos 

ABP y BCQ son equiláteros.   

 

Figura 4.22 

 

 
 
𝐻) 𝛥𝐴𝐵𝑃 ∧  𝛥𝐵𝐶𝑄 𝑒𝑞𝑢𝑖𝑙á𝑡𝑒𝑟𝑜𝑠          

𝑇) 𝐴𝑄 = 𝐶𝑃 

 

Solución: 

 

𝛥𝐵𝑄𝐶 𝑒𝑞𝑢𝑖𝑙𝑎𝑡𝑒𝑟𝑜 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠  

𝑎)  1𝑚∠𝑄𝐵𝐶 = 1𝑚.∠3 + 1𝑚∠7

= 60°  𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑛 𝑠𝑒𝑐 𝑢 𝑡𝑖𝑣𝑜𝑠 

  𝛥𝐴𝐵𝑄 𝑒𝑞𝑢𝑖𝑙𝑎𝑡𝑒𝑟𝑜 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠  

𝑏)  1𝑚∠𝐴𝐵𝑃 = 1𝑚∠5 + 1𝑚∠7

= 60°  𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑛 𝑠𝑒𝑐 𝑢 𝑡𝑖𝑣𝑜𝑠 
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  (𝑎) = (𝑏) 

  1𝑚∠. 3 + 1𝑚∠7 = 1𝑚∠5 + 1𝑚∠7   

  1𝑚∠3 = 1𝑚∠5 

  𝛥𝐴𝐵𝑄 ∧  𝛥𝐵𝑃𝐶 

  𝐴𝐵     =   𝑃𝐵     (𝐿) 

  1𝑚∠𝐴𝐵𝑄   =   1𝑚∠𝑃𝐵𝐶   (𝐴) 

  𝑄𝐵     =   𝐶𝐵     (𝐿)     

  𝛥𝐴𝐵𝑄 ≅ 𝛥𝐵𝑃𝐶  (𝐿, 𝐴, 𝐿) 

    ∗  𝑨𝑸 = 𝑷𝑪  𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 4.23.  

Utilice los datos que se indican en la figura 4.23 para demostrar                   

𝐼𝑃2 = (𝐴𝐶)(𝐴𝐷) 

 
Figura 5.23 
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𝐻) 𝐼 = 𝐼𝑛𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 𝑑𝑒𝑙 𝛥𝐴𝐵𝐶         

  𝐵𝐼 = 𝐷𝐼 

  𝐵𝑃 = 𝐴𝐷 

𝑇) 𝐼𝑃2 = (𝐴𝐶)(𝐴𝐷) 

 

Solución: 

 

 𝛥𝐴𝐵𝐶 

𝑎) 1𝑚∠.𝐴𝐵𝐶 = 2𝑚∠1 = 1∠𝑅    𝑝𝑜𝑟 𝐼𝑛𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 

𝑏) 𝐵𝐼 = 𝐷𝐼 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

   𝐴𝐼 = 𝑏𝑖 𝑠𝑒𝑐 𝑡 𝑟𝑖𝑧 𝑑𝑒𝑙 ∠𝐵𝐴𝐶   𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

   𝐶𝐼 =   𝑏𝑖 𝑠𝑒𝑐 𝑡 𝑟𝑖𝑧 𝑑𝑒𝑙 ∠𝐴𝐶𝐵   𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

 𝛥𝐵𝐷𝐼  𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

𝑐) 1𝑚∠.𝐴𝐷𝐼 = 1∠𝑅 + 1𝑚∠1  𝑝𝑜𝑟 𝑇.  á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 

𝑑) 1𝑚∠.𝑃𝐵𝐼 = 1∠𝑅 + 1𝑚∠1  𝑝𝑜𝑟 𝑇.  á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 

   (𝑐) = (𝑑) 

𝑒) 1𝑚∠.𝐴𝐷𝐼 ≅ 1𝑚∠𝑃𝐵𝐼   

  𝛥𝐴𝐷𝐼 ≈ 𝛥𝑃𝐵𝐼  (𝐿, 𝐴, 𝐿) 

𝑓) 1𝑚∠.𝐴𝐼𝐶 = 1∠𝑅 +
1𝑚∠𝐴𝐵𝐶

2

= 90°+ 1𝑚∠1    𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑏𝑖𝑠𝑐𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒𝑠  𝑖𝑛𝑡 𝑒 𝑟𝑛𝑎𝑠 

  𝛥𝐴𝐷𝐼 ≈ 𝛥𝐴𝐼𝐶    ∴    
𝐴𝐷

𝐴𝐼
=
𝐷𝐼

𝐼𝐶
=
𝐴𝐼

𝐴𝐶
 

𝑔) 𝐴𝐼 = 𝐼𝑃  

ℎ)  
𝐴𝐷

𝐼𝑃
=
𝐼𝑃

𝐴𝐶
     ∗  𝐼𝑃2 = (𝐴𝐶)(𝐴𝐷)  𝐿𝑄𝑄𝐷. 
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Ejercicio 4.24.  

Dada la figura 4.24 demostrar 𝛥𝐴𝐵𝐹 ≅ 𝛥𝐴𝐸𝐶, sabiendo que 𝐴𝐵 = 𝐴𝐸  

 

Figura 4.24 

 

 

 
 
𝐻) 𝐴𝐵 = 𝐴𝐸             

𝑇) 𝛥𝐴𝐵𝐹 ≅ 𝛥𝐴𝐸𝐶 

 

Solución: 

𝑎) 𝛥𝐵 = 𝐴𝐸  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

  𝛥𝐴𝐸𝑄 ,  𝛥𝐴𝐹𝐷 ,  𝛥𝐴𝐵𝐷 , 𝛥𝐴𝑄𝑁 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠  

𝑏) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 1∠𝑅  𝑇. 𝐹. 𝛥𝐸𝐴𝑄 

𝑐) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠𝐴𝐵𝐷 = 1∠𝑅  𝑇. 𝐹. 𝛥𝐴𝐵𝐷 

𝑑) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠𝐴𝑁𝑄 = 1∠𝑅  𝑇. 𝐹. 𝛥𝐴𝑄𝑁   
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  (𝑐) = (𝑑) 

𝑒) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠𝐴𝐵𝐷 = 1𝑚∠1 + 1𝑚∠𝐴𝑁𝑄    ⇒   1𝑚∠𝐴𝐵𝐷

= 1𝑚∠𝐴𝑁𝑄 = 1𝑚∠2 

  𝛥𝐸𝐴𝑁 

𝑓) 1𝑚∠𝐴𝐸𝑁 + 1𝑚∠𝐴𝑁𝑄 = 1𝑚∠𝑅  

     (𝑑) = (𝑓) 

𝑔) 1𝑚∠𝐴𝐸𝑁 + 1𝑚∠𝐴𝑁𝑄 = 1𝑚∠1 + 1𝑚∠𝐴𝑁𝑄     

⇒   1𝑚∠𝐴𝐸𝑁 = 1𝑚∠1  

ℎ) 2𝑚∠1 + 1𝑚∠4 = 1∠𝑅    𝑇. 𝐹. 𝛥𝐴𝑄𝐶 

𝑖) 2𝑚∠1 + 1𝑚∠𝐴𝐹𝐷 = 1∠𝑅    𝑇. 𝐹. 𝛥𝐴𝐹𝐷 

  (ℎ) = (𝑖) 

𝑗) 2𝑚∠1 + 1𝑚∠4 = 2𝑚∠1 + 1𝑚∠𝐴𝐴𝐹𝐷    ⇒    1𝑚∠4

= 1𝑚∠𝐴𝐹𝐷 

𝑘) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠4 + 1𝑚∠𝐴𝐵𝐹 = 2∠𝑅    𝑇. 𝐹. 𝛥𝐴𝐵𝐹 

  1𝑚∠1𝐴𝐵𝐹 = 2𝑚∠1 + 1𝑚∠2 

  𝛥𝐸𝐴𝐶     ∧    𝛥𝐴𝐵𝐹  

  𝐸𝐴    =     𝐴𝐵     (𝐿) 

  1𝑚∠𝐸𝐴𝐵  =     1𝑚∠𝐴𝐵𝐹   (𝐴) 

  𝐴𝐵      =     𝐹𝐵      (𝐿)    ⇒  ∗  𝜟𝑬𝑨𝑪

≅ 𝜟𝑨𝑩𝑭  𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 4.25.  

En un triángulo obtusángulo ABC, el ángulo CAB mide 45 º y se trazan 

las alturas AP y CQ cortándose en el ortocentro H. Demostrar que los 

triángulos AQH y CQB son congruentes. En la figura 4.25 

 
Figura 4.25 

 

 
 
Solución: 

 
𝑎) 1𝑚∠𝐶𝑂𝑄 = 1𝑚∠𝐴𝐵𝑃 = 1𝑚∠2  𝑜𝑝𝑢𝑒𝑠𝑡𝑜𝑠 𝑝𝑜𝑟 𝑒𝑙 𝑣é𝑟𝑡𝑖𝑐𝑒 

  𝛥𝐶𝐵𝑄  𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 



 

 

 

180 

 

𝑏) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 1∠𝑅  𝑇. 𝐹. 𝛥 

  𝛥𝐴𝐶𝑃  𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

𝑐) 1𝑚∠𝑃𝐴𝐵 + 1𝑚∠2 = 1∠𝑅  𝑇. 𝐹. 𝛥 

   (𝑏) = (𝑐) 

  1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 1𝑚∠𝑃𝐴𝐵 + 1𝑚∠2    ⇒    1𝑚∠1

= 1𝑚∠𝑃𝐴𝐵 

  𝛥𝐴𝑄𝐻 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

𝑑) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠𝐴𝐻𝑄 = 1𝑚∠𝑅  ⇒    1𝑚∠𝐴𝐻𝑄 = 1𝑚∠2 

   𝛥𝐴𝑄𝐻   ∧    𝛥𝐵𝑄𝐶 

  𝐴𝐻       =     𝐶𝐵      (𝐿) 

  1𝑚∠𝐴𝐻𝑄   =    1𝑚∠𝑄𝐶𝐵    (𝐴) 

  𝐻𝑄        =     𝐵𝑄       (𝐿)    ⇒   

∗  𝚫𝐀𝐐𝐇 ≅ 𝜟𝑩𝐐𝐂 (𝑳, 𝑨, 𝑳)  𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 4.26.  

En la figura 4.26 considere los datos que se presentan y calcule la 

medida de EF. 

 

Figura 4.26 

 

𝑇) 𝐸𝐹 =? 
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Solución: 

 

  𝛥𝐴𝐵𝐶 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜   𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑎) 𝐷𝐸  =  𝑏𝑖 𝑠𝑒𝑐 𝑡 𝑟𝑖𝑧 𝑑𝑒𝑙 ∠𝐴𝐷𝐹  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 1𝑚∠𝐷𝐴𝐸 = 1𝑚∠𝐹𝐸𝐶

= 1𝑚∠𝜃   𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑠𝑝𝑜𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 

𝑐) 1𝑚∠𝐴𝐷𝐸 = 1𝑚∠𝐷𝐸𝐹

= 1𝑚∠1   𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑎𝑙𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜𝑠  𝑖𝑛𝑡 𝑒 𝑟𝑛𝑜𝑠 

  𝛥𝐴𝐵𝐷 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

𝑑) 𝑆𝑒𝑛 𝜃 =
𝐴𝐷

𝐴𝐵
=
2

4
= 0.5    ∴   1𝑚∠𝜃 = 300    

⇒   1𝑚∠𝛼 = 600 

 

  𝛥𝐴𝐵𝐶 

𝑒) 𝑆𝑒𝑛 600 =
𝐴𝐷

𝐴𝐶
   ∴     𝐴𝐶 =

2

𝑆𝑒𝑛 600
   ⇒   𝐴𝐶

= 2.3 𝑢 

  𝛥𝐴𝐷𝐸  

𝑓) 1𝑚∠𝛽 = 1800 − 1𝑚∠𝜃 − 1𝑚∠1 = 1800 − 300 − 450    

⇒   1𝑚∠𝛽 = 1050 

  
𝑆𝑒𝑛 450

𝐴𝐸
=
𝑆𝑒𝑛 1050

2
    ⇒    𝐴𝐸 = 1.47 𝑢 

𝑔) 𝐸𝐶 = 𝐴𝐶 − 𝐴𝐸 = 2.3 𝑢 − 1.47 𝑢   ⇒    𝐸𝐶 = 0.83 𝑢 

  𝛥𝐸𝐹𝐶 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

ℎ) 𝑆𝑒𝑛 600 =
𝐸𝐹

𝐸𝐶
     ∴    𝐸𝐹

= (𝑆𝑒𝑛 600)(0.83 𝑢)      ⇒    ∗  𝐸𝐹

= 0.72 𝑢  𝐿𝑄𝑄𝐷. 
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Ejercicio 4.27.  

Considere la figura 4.27 para determinar la medida de GE, conociendo 

𝐴𝐸 = 𝐸𝐶  

 
Figura 4.27 

 

 
𝐻) 𝐴𝐸 = 𝐸𝐶       

 𝑇) 𝐺𝐸 =? 

 

Solución: 

 

 𝛥𝐵𝐻𝐶 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜   𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑎) 𝐻𝐸 = 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑎 

𝑏) 𝐻𝐸 = 𝐸𝐵 = 𝐸𝐶  𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑎 𝑑𝑒 𝑢𝑛 𝛥 

   𝛥𝐻𝐸𝐶 ∧  𝛥𝐻𝐵𝐸 𝑠𝑜𝑛 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

  𝛥𝐴𝐵𝐶 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑐) 𝐵𝐸 = 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑎 

𝑑) 𝐴𝐸 = 𝐸𝐶 = 𝐵𝐸  𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑎 𝑑𝑒 𝑢𝑛 𝛥 
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  𝛥𝐴𝐵𝐸 ∧  𝛥𝐵𝐸𝐶 𝑠𝑜𝑛 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

𝑒) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠3 = 1∠𝑅  𝑇. 𝐹. 𝛥 𝐴𝐵𝐶 

𝑓) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 1∠𝑅  𝑇. 𝐹.  𝛥 𝐵𝐻𝐶 

  1𝑚∠3 = 1𝑚∠2 

  𝛥𝐵𝐸𝐶 ≅  𝛥𝐻𝐸𝐶  (𝐴, 𝐿, 𝐴) 

𝑔) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠5 = 800  𝑇. ∠ 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 𝑎𝑙 𝛥𝐻𝐺𝐸 

ℎ) 1𝑚∠2 + 1𝑚∠4 = 1000  𝑇. 𝐹. 𝛥𝐻𝐺𝐵 

   1𝑚∠5 = 2𝑚∠1    𝑇. ∠ 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 𝑎𝑙 𝛥𝐻𝐸𝐶 

  1𝑚∠1 + 1𝑚∠5 = 800  𝑇. ∠ 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 𝑎𝑙 𝛥𝐻𝐺𝐸 

𝑖) 800 = 3𝑚∠1    ⇒    1𝑚1 = 26.660 

   1𝑚∠3 = 1𝑚∠2 = 63.340   

   1𝑚∠5 = 53.320  

 1𝑚∠4 = 36.680   

   𝛥𝐻𝐺𝐸 

   1𝑚7 = 1800 − 26.660 − 53.320    ⇒    1𝑚∠7

= 100. .200  

𝑗)  
𝑆𝑒𝑛 ∠5

𝐻𝐺
=
𝑆𝑒𝑛 ∠1

𝐺𝐸
    ∴    𝐺𝐸

=
(𝑆𝑒𝑛 26.660)(10𝑢)

𝑆𝑒𝑛 53.32
     ⇒   ∗  𝑮𝑬

= 𝟓. 𝟓𝟗𝒖  𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 4.28.  

Dada la figura 4.28, determinar la medida de AD.   

 
Figura 4.28 

 

 
𝑇) 𝐴𝐷 =? 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝛥𝐴𝐵𝐶  𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 1𝑚∠3 = 300 

𝑐) 1𝑚∠1 = 450 

𝑑) 2𝑚∠1 + 1𝑚∠3 = 1𝑚∠𝐵𝐶𝐾

= 2∠𝑅  𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑛 𝑠𝑒𝑐 𝑢 𝑡𝑖𝑣𝑜𝑠 

𝑒) 1𝑚∠2 =
1800 − 300

2
    ⇒    1𝑚∠2 = 750 

  𝛥𝐶𝐴𝐷 

𝑓) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 1𝑚∠4 = 2∠𝑅  𝑇. 𝐹.  𝛥 

  1𝑚∠4 = 1800 − 4560 − 750    ⇒    1𝑚∠4 = 600 
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ℎ)  
𝑆𝑒𝑛 ∠2

𝐴𝐷
=
𝑆𝑒𝑛 ∠4

𝐴𝐶
    ⇒   𝐴𝐷 =

(𝑆𝑒𝑛 750)(8.6𝑢)

𝑆𝑒𝑛 600
 

   ∗  𝑨𝑫 = 𝟗. 𝟓𝟗𝒖  𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 
 

Ejercicio 4.29.  

Demostrar que  (𝐴𝐵)(𝑀𝐷) = (𝐵𝐶)(𝐴𝑀), considere los datos de la figura 4.29 

 
Figura 4.29 

 

 

𝐻) 𝐴𝐶 = 𝐴𝐷        

𝑇) (𝐴𝐵)(𝑀𝐷) = (𝐵𝐶)(𝐴𝑀) 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝐴𝐶 = 𝐴𝐷  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

  𝛥𝐴𝐶𝐷 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 1𝑚∠𝐴𝐶𝐷 = 1𝑚∠𝐶𝐷𝐴 = 1𝑚∠2   𝑇.  𝛥.  𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

  𝛥𝐵𝐴𝑀 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎 
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𝑐) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠3 = 1∠𝑅   𝑇.  𝐹.  𝛥 

  𝛥𝐵𝐶𝐾 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎 

𝑑) 1𝑚∠1  + 1𝑚∠𝐵𝐾𝐶 = 1∠𝑅 

  (𝑐) = (𝑑) 

 

 1𝑚∠1 + 1𝑚∠3 = 1𝑚∠1 + 1𝑚∠𝐵𝐾𝐶    ⇒    1𝑚∠3 = 1𝑚

⊥ 𝐵𝐾𝐶 

𝑒) 1𝑚∠𝐵𝐶𝐾 = 1𝑚∠𝐴𝐾𝑀

= 1𝑚∠3    á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑜𝑝𝑢𝑒𝑠𝑡𝑜𝑠 𝑝𝑜𝑟 𝑒𝑙 𝑣é𝑟𝑡𝑖𝑐𝑒 

  𝛥𝐴𝐾𝑀 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

𝑓) 𝐴𝐾 = 𝐴𝑀  𝑇.  𝛥 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

𝑔) 𝐴𝐾 = 𝐴𝑀 = 𝑀𝐷 

   𝑀 = 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝐴𝐷 

  𝐴𝐶 = 𝐴𝐾 + 𝐾𝐶 

  𝐴𝐶 − 𝐴𝐾 = 𝐾𝐶    ⇒    𝑀𝐷 = 𝐾𝐶 

ℎ) 𝛥𝐴𝑀𝐵 ≅ 𝛥𝐵𝐾𝐶 

𝑖)  
𝐴𝐵

𝐵𝐶
=
𝐴𝑀

𝐾𝐶
=
𝐵𝑀

𝐵𝐾
   ⇒   

𝐴𝐵

𝐵𝐶
=
𝐴𝑀

𝑀𝐷
 

   ∗  (𝑨𝑩)(𝑴𝑫) = (𝑨𝑴)(𝑩𝑪)  𝑳𝑸𝑸𝑫.   
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Ejercicio 4.30.  

Con los datos que se presentan en la figura 4.30, calcular las medidas de los 

segmentos RQ, PQ y PR. 

 
Figura 4.30 

 

 

𝐻) 𝐴𝐷 = 2𝑢     𝐵𝐷

= 6𝑢                      

  𝐴𝐸 = 3𝑢                    𝐸𝐶 = 2𝑢   

         𝐶𝐹 = 3𝑢                     𝐵𝐹 = 5𝑢   

𝑇) 𝑅𝑄 =? 

        𝑃𝑄 =? 

     𝑃𝑅 =?  
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Solución: 

 

𝛥𝐴𝐵𝐶 

𝑎) 𝐶𝑜𝑠 ∠1 =
𝐴𝐵2 + 𝐴𝐶2 − 𝐵𝐶2

(2)(𝐴𝐵)(𝐴𝐶)

=
(8𝑢)2 + (5𝑢)2 − (8𝑢)2

(2)(8𝑢)(5)
   𝑙𝑒𝑦 𝑑𝑒𝑙 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑛𝑜 

  1𝑚∠1 = 71.8° 

𝑏) 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

  𝛥𝐴𝐵𝐶  𝑖𝑠á𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

𝑐) 1𝑚∠𝐵𝐶𝐴 = 1𝑚∠1 = 71.8°  𝑝𝑜𝑟 𝑇.  𝛥.  𝑖𝑠á𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

𝑑) 1𝑚∠𝐴𝐵𝐶 = 1𝑚∠2 = 36.7° 

  𝛥𝐴𝐷𝐶 

   𝐷𝐶 = √𝐴𝐷2 + 𝐴𝐶2 − (2)(𝐴𝐷)(𝐴𝐶) 𝑐𝑜𝑠  ∠1  𝑙𝑒𝑦 𝑑𝑒𝑙 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑛𝑜 

𝑒) 𝐷𝐶 = √(2𝑢)2 + (5𝑢)2 − (2)(2𝑢)(5𝑢) 𝑐𝑜𝑠 7 1.8°     ⇒   𝐷𝐶

= 4.77𝑢 

  𝛥𝐴𝐹𝐶 

   𝐴𝐹 = √𝐹𝐶2 + 𝐴𝐶2 − (2)(𝐹𝐶)(𝐴𝐶) 𝑐𝑜𝑠   ∠1   𝑙𝑒𝑦 𝑑𝑒𝑙 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑛𝑜 

𝑓) 𝐴𝐹 = √(3𝑢)2 + (5𝑢)2 − (2)(3𝑢)(5𝑢) 𝑐𝑜𝑠   71.8°     

⇒   𝐴𝐹 = 4.96𝑢 

  𝛥𝐴𝐵𝐸 

  𝐵𝐸 = √𝐴𝐸2 + 𝐴𝐵2 − (2)(𝐴𝐸)(𝐴𝐵) 𝑐𝑜𝑠   ∠1  

𝑔) 𝐵𝐸 = √(3𝑢)2 + (8𝑢)2 − (2)(3𝑢)(8𝑢) 𝑐𝑜𝑠   71.8°     

⇒   𝐵𝐸 = 7.62𝑢 

  𝑈𝑡𝑖𝑙𝑖𝑧𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑒𝑙 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑀𝑒𝑛𝑒𝑙𝑎𝑜 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝛥𝐴𝐹𝐶  

  𝐵𝐸 =  𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 
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ℎ) (𝐸𝐶)(𝐴𝑃)(𝐵𝐹) = (𝐴𝐸)(𝑃𝐹)(𝐵𝐶)    ⇒   (2𝑢)(𝐴𝑃)(5𝑢)

= (3𝑢)(𝑃𝐹)(8𝑢) 

 (10𝑢)(4.96 − 𝑃𝐹) = (24𝑢)𝑃𝐹     ⇒   𝑃𝐹 = 1.46𝑢 

  𝑈𝑡𝑖𝑙𝑖𝑧𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑒𝑙 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑀𝑒𝑛𝑒𝑙𝑎𝑜 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝛥𝐴𝐵𝐹  

  𝐶𝐷 =  𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 

𝑖) (𝐵𝐷)(𝐴𝑄)(𝐹𝐶) = (𝐷𝐴)(𝑄𝐹)(𝐵𝐶)    ⇒   (6𝑢)(𝐴𝑄)(3𝑢)

= (2𝑢)(𝑄𝐹)(8𝑢) 

  (18𝑢)(4.96𝑢 − 𝑄𝐹) = (16𝑢)(𝑄𝐹)      ⇒    𝑄𝐹 = 2.63𝑢 

𝑗) 𝑃𝑄 = 𝑄𝐹 − 𝑃𝐹 = 2.63𝑢 − 1.46𝑢   ⇒   ∗  𝑷𝑸

= 𝟏. 𝟏𝟕 𝒖 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

  𝑈𝑡𝑖𝑙𝑖𝑧𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑒𝑙 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑀𝑒𝑛𝑒𝑙𝑎𝑜 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝛥𝐴𝐵𝐸  

  𝐶𝐷 =  𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 

𝑘) (𝐵𝐷)(𝑅𝐸)(𝐴𝐶) = (𝐷𝐴)(𝐵𝑅)(𝐸𝐶)    ⇒   (6𝑢)(𝑅𝐸)(5𝑢)

= (2𝑢)(𝐵𝑅)(2𝑢) 

  (30𝑢)(𝐵𝐸 − 𝐵𝑅) = (4𝑢)(𝐵𝑅)        ⇒     30𝑢)(7.62 − 𝐵𝑅)

= (4𝑢)(𝐵𝑅)      ⇒   𝐵𝑅 = 6.72𝑢 

 𝑈𝑡𝑖𝑙𝑖𝑧𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑒𝑙 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑀𝑒𝑛𝑒𝑙𝑎𝑜 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝛥𝐵𝐸𝐶  

  𝐴𝐹 =  𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 

𝑙) (𝐵𝑃)(𝐴𝐸)(𝐹𝐶) = (𝐴𝐶)(𝑃𝐸)(𝐴𝐶)    ⇒   (𝐵𝑃)(3𝑢)(3𝑢)

= (5𝑢)(𝑃𝐸)(5𝑢)      ⇒   (9𝑢)(𝐵𝑃) = 25(𝑃𝐸) 

  (9𝑢)(𝐵𝑃) = (25𝑢)(𝐵𝐸 − 𝐵𝑃)        ⇒     (9𝑢)(𝐵𝑃)

= (25𝑢)(7.62 − 𝐵𝑃)       ⇒   𝐵𝑃 = 5.6𝑢)   

𝑚) 𝑃𝑅 = 𝐵𝑅 − 𝐵𝑃 = 6.72𝑢 − 5.6𝑢    ⇒   ∗  𝑷𝑹

= 𝟏. 𝟏𝟐 𝒖 𝑳𝑸𝑸𝑫   

  𝑈𝑡𝑖𝑙𝑖𝑧𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑒𝑙 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑀𝑒𝑛𝑒𝑙𝑎𝑜 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝛥𝐴𝐵𝐸  

  𝐷𝐶 =  𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 
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𝑛) (𝐴𝐵)(𝐷𝑅)(𝐸𝐶) = (𝐵𝐷)(𝐴𝐸)(𝑅𝐶)    ⇒   (8𝑢)(𝐷𝑅)(2𝑢)

= (6𝑢)(3𝑢)(𝑅𝐶)        ⇒   (16𝑢)(𝐷𝑅)

= (18𝑢)(𝑅𝐶) 

  (16𝑢)(𝐷𝐶 − 𝑅𝐶) = (18𝑢)(𝑅𝐶)        ⇒     (16𝑢)(4.77𝑢 − 𝑅𝐶)

= (18𝑢)(𝑅𝐶)     ⇒   𝑅𝐶 = 2.24𝑢 

  𝑃𝑜𝑟 𝑒𝑙 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑀𝑒𝑛𝑒𝑙𝑎𝑜 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝛥𝐴𝐷𝐶  

  𝐴𝐹 =  𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 

𝑛) (𝐴𝐵)(𝐷𝑄)(𝐹𝐶) = (𝐷𝐴)(𝑄𝐶)(𝐵𝐹)    ⇒   (8𝑢)(𝐷𝑄)(3𝑢)

= (2𝑢)(𝑄𝐶)(5𝑢)       ⇒   (24𝑢)(𝐷𝑄)

= (10𝑢)(𝑄𝐶) 

  (24𝑢)(𝐷𝐶 − 𝑄𝐶) = (10𝑢)(𝑄𝐶)        

⇒     (24𝑢)(4.77𝑢 − 𝑄𝐶) = (10𝑢)(𝑄𝐶)    

⇒   𝑄𝐶 = 3.36𝑢 

𝑜) 𝑄𝑅 = 𝑄𝐶 − 𝑅𝐶 = 3.36𝑢 − 2.24𝑢   ⇒    ∗  𝑸𝑹

= 𝟏. 𝟏𝟐𝒖 
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Capítulo 5 
Círculo y circunferencia 
 

 

 

Las ciencias matemáticas exhiben  

particularmente orden, simetría y límites;  

y esas son las más grandes formas de belleza. 

 

- Aristóteles. 

 

Objetivo 

Definir, interpretar y analizar la relación de las líneas con la 

circunferencia, establecer las características de los ángulos que se 

ubican en la circunferencia, permitir que el lector sea capaz de 

diferenciar y aplicar las propiedades del círculo con la circunferencia. 

 
 

Logros de aprendizaje 

El lector estará en capacidad de: 

 Diferenciar entre circulo y circunferencia. 

 Definir los elementos de la circunferencia.  

 Identificar los tipos de ángulos en la circunferencia. 

 Demostrar las proposiciones que relacionen a la circunferencia. 

 Realizar ejercicios de aplicación sobre circunferencias. 

 

 

5 
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5.1  Introducción teórica 

 

Propiedades de las tangentes a una circunferencia 

 

 Toda tangente a una circunferencia es perpendicular al radio en 

su punto de contacto. 

 Primera propiedad. -  Las tangentes trazadas desde un punto 

exterior a una circunferencia son iguales. 

 Segunda propiedad. -  Las tangentes interiores comunes a dos 

circunferencias son iguales.  

 Tercera propiedad. -  Las tangentes exteriores comunes a dos 

circunferencias son iguales. 

 

Ángulo inscrito. - Es el ángulo que tiene su vértice sobre la 

circunferencia y sus lados son dos cuerdas, su medida es igual a la mitad 

del arco comprendido entre sus lados. 

 

Ángulo semi-inscrito. - Es el ángulo que tiene su vértice sobre la 

circunferencia y sus lados son una cuerda y una tangente; su medida es 

igual a la mitad del ángulo central correspondiente al arco comprendido 

entre sus lados. 

 

Ángulo ex-inscrito. - Es el ángulo que tiene su vértice sobre la 

circunferencia y sus lados son una cuerda y una secante; su medida es 

igual a la semi - suma de los arcos comprendidos entre los lados del 

ángulo y entre los lados del ángulo opuesto por el vértice. 
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Ángulo central. - Es el ángulo que tiene como vértice el centro de la 

circunferencia y como lados dos radios de la misma, su medida es igual 

directamente al arco comprendido entre sus lados. 

 

Ángulo interior. - Es el ángulo que tiene su vértice dentro de la 

circunferencia y sus lados son dos cuerdas que cortan, su medida es igual 

a la semi - suma de las medidas de los arcos comprendidos por sus lados 

y por sus prolongaciones. 

 

Ángulo exterior. - Es el ángulo que tiene su vértice fuera de la 

circunferencia y sus lados pueden ser:     

 Formados por dos tangentes.  

 Formados por dos secantes. 

 Formados por una secante y una tangente. 

 

Su medida es igual a la semi - diferencia de los arcos comprendidos entre 

sus lados, es decir es igual a la semi - diferencia entre el arco mayor y el 

arco menor. 

 

Arco capaz de un ángulo. - Es el lugar geométrico de todos los puntos 

que al unirlos con otros dos puntos fijos forman ángulos inscritos 

iguales. 
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Teoremas y corolarios del círculo 

 

 En un mismo círculo o en círculos iguales, ángulos centrales 

iguales interceptan arcos iguales, y el mayor de dos ángulos 

centrales desiguales intercepta mayor arco.    

 En un mismo círculo o en círculos iguales, arcos iguales son sub 

- tendidos por cuerdas iguales y el mayor de dos arcos desiguales 

es sub - tendido por la mayor cuerda. 

 La perpendicular trazada por el centro de un círculo a una cuerda 

biseca la cuerda y los arcos sub - tendidos. 

 Toda tangente a un círculo es perpendicular al radio que pasa por 

el punto de tangencia. 

 En todo círculo, dos paralelas interceptan arcos iguales: 

a.- Cuando las rectas paralelas son secantes. 

b.- Una de las dos paralelas es secante y la otra tangente. 

c.- Las dos rectas son tangentes. 

 La línea de los centros de dos circunferencias que se cortan es la 

perpendicular bisectriz de la cuerda común. 

 

Relaciones métricas en la circunferencia 

 

 Relaciones entre las cuerdas. - Si dos cuerdas de una 

circunferencia se cortan, el producto de los dos segmentos en una 

cuerda es igual al producto de dos segmentos determinados en la 

otra. 
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 Relaciones entre secantes. - Si por un punto exterior de una 

circunferencia se trazan dos secantes, el producto de una secante 

por su segmento exterior, es igual al producto de la otra secante 

por su segmento exterior. 

 

 Relación métrica entre la tangente y la secante trazada desde 

un punto exterior a una circunferencia. 

 

- Si por un punto exterior de una circunferencia se trazan una 

tangente y una secante es medida proporcional entre la 

secante y su segmento exterior. 

 

- El producto de los lados de un triángulo es igual al producto 

de la altura correspondiente al tercer lado por el diámetro de 

la circunferencia circunscrita al triángulo. 
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  5.2  Ejercicios resueltos de círculo y circunferencia  

 

Ejercicio 5.1.  

Hallar la medida del ángulo ∠𝑥 y ∠𝑦 . Sabiendo que las rectas 

𝐵𝐶
↔ 
, 𝐶𝐷,𝐴𝐷

↔ 
, 𝐴𝐵
↔ 

 son tangentes a la circunferencia de radio R, la medida del  

∠𝐵𝐶𝑆 = 1000 y ∠𝐵𝐸𝐶 = 700 

 

Figura 5.1 

 

 

 

𝐻)  𝐵𝐶
↔ 
, 𝐶𝐷, 𝐴𝐷

↔ 
,𝐴𝐵
↔ 
,  𝑇𝑎𝑛𝑔𝑠𝛩(𝑂, 𝑅)   

  1𝑚∠𝐵𝐶𝑆 = 1000 

         1𝑚∠𝐵𝐸𝐶 = 700 

𝑇) 1𝑚∠𝑥 =? 

        1𝑚∠𝑦 =?  
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Solución: 

 

𝑎) 𝑃𝑄 𝑦  𝑄𝑆   𝑐𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎𝑠 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛    
𝑏) 1𝑚∠𝐸𝐵𝐶 + 1𝑚∠𝐵𝐸𝐶 + 1𝑚∠𝐸𝐶𝐵 = 2∠ 𝑅𝑒𝑐𝑡𝑜𝑠

= 1800  𝑇. 𝐹.  𝛥𝛥𝐵𝐸𝐶   
   1𝑚∠𝐸𝐵𝐶 = 1800 − 1𝑚∠𝐵𝐸𝐶 + 1𝑚∠𝐸𝐶𝐵    

∴      1𝑚∠𝐸𝐵𝐶 = 1800 − 700 − (1800 − 1𝑚∠𝐵𝐶𝑆) 
𝑐) 1𝑚∠𝐸𝐵𝐶 = 300  
𝑑) 1𝑚∠𝐴𝐵𝐶 = 1800 − 1𝑚∠𝐸𝐵𝐶  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑙𝑙𝑎𝑛𝑜 

⇒   1𝑚∠𝐴𝐵𝐶 = 150°      

   𝛥𝐵𝑃𝑄 𝐼𝑠𝑜𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠   :   𝐵𝑃 = 𝑃𝑄   ⇒  1𝑚∠𝐴𝐵𝐶
= 1𝑚∠𝑃𝐵𝑄 

𝑓) 1𝑚∠𝐵𝑃𝑄 =
1800 − 1𝑚∠𝐴𝐵𝐶

2
=
180°− 150°

2
   ⇒  1𝑚𝐵𝑃𝑄

= 15° 

𝑔) 1𝑚∠𝐵𝑃𝑄 =  á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑠𝑒𝑚𝑖 − 𝑖𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜 =
𝑎𝑟𝑐𝑜𝑃𝑄

2
  ⇒  𝑎𝑟𝑐𝑜 𝑃𝑄

= 300 
ℎ) 1𝑚∠𝑆𝑀𝑇 = 900

=
𝑃𝑄
∩

+ 𝑆𝑇
∩

2
  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟  :   1800

− 𝑃𝑄
∩

= 𝑆𝑇
∩

   ⇒   𝑆𝑇
∩

= 150° 

  𝛥𝑄𝐶𝑆  𝐼𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠   :   𝑄𝐶

= 𝐶𝑆    :       1𝑚∠𝑄𝐶𝑆 = 1800 − 2𝑚∠𝐶𝑄𝑆 

   1𝑚∠𝐶𝑄𝑆 =
1800 − 1𝑚∠ 𝑄𝐶𝑆

2
=
1800 − 1000

2
= 400     

∴      1𝑚∠𝐶𝑄𝑆 = 400 = 1𝑚∠𝐶𝑆𝑄 

  1𝑚∠𝐶𝑄𝑆 =
𝑄𝑆
∩

2
   ⇒   𝑄𝑆

∩

= 800 

𝑖) 𝑃𝑄
∩

+𝑄𝑆
∩

+ 𝑆𝑇
∩

+ 𝑇𝑃
∩

= 360°  𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑎𝑟 𝑐𝑜𝑠   𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑐í𝑟𝑐𝑢𝑙𝑜    

∴      𝑇𝑃
∩
= 1000 

𝑗) 1𝑚∠𝑥 =

(𝑆𝑄 + 𝑃𝑄
∩

+ 𝑇𝑃
∩

∩

)− 𝑆𝑇
∩

2
=
(800 + 300 + 1000) − 1500

2
  

 :  ∗  1𝑚∠𝑥 = 300 𝐿𝑄𝑄𝐷. 

   𝛥𝐴𝐸𝐷 
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ℎ) 1𝑚 ∠𝐴𝐸𝐷 + 1𝑚∠𝑦 + 1𝑚 ∠𝑥 = 1800   :    1𝑚∠𝑦

= 1800 − 100°  

𝟏𝒎∠𝒚 = 𝟖𝟎𝟎 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 5.2.  

Dada la figura 5.2. Determinar la medida del ángulo ∠𝑥 . Conociendo 

𝛩 (𝑂1, 𝑅1) 𝑇𝑎𝑛𝑔.  𝛩 (𝑂2, 𝑅2) y la recta 𝐴𝐶
→  

 es tangente a la circunferencia 

 (𝑂2, 𝑅2) 

 

Figura 5.2 

 

 

 

 

𝐻) 𝛩 (𝑂1, 𝑅1) 𝑇𝑎𝑛𝑔.  𝛩 (𝑂2, 𝑅2)          

  𝐴𝐶
→  
 𝑇𝑎𝑛𝑔.  𝛩 (𝑂2, 𝑅2) 

 

𝑇) 1𝑚∠𝐵𝐷𝐶 = 450 
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Solución: 

 

𝑎) 𝑂𝑖𝐷 = 𝑅𝑖  𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

𝑏) 𝑂2𝐷 = 𝑅2  𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

𝑐) 𝑂2𝐶 = 𝑅2   ⇒  𝑅2  ⊥  𝐴𝐶 

   𝛥𝑂1𝑂2𝐶  𝑅𝑒 𝑐 𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜  

𝑑)  𝐴𝐶
→  
 𝑇𝑎𝑛𝑔 𝛩(𝑂2, 𝑅2)  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

   𝐴𝐶
→  
 

⊥  𝐶𝑂2 𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑎 𝑢𝑛𝑎 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑛𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 

   𝑂1𝑂2

= 𝑅1 + 𝑅2 𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑛𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝑠 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 

   𝛥𝑂1𝐵𝐷 𝐼𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

   𝑂1𝐵 = 𝑂1𝐷 = 𝑅1    ∴   1𝑚∠𝑂1𝐵𝐷 = 1𝑚∠𝑂1𝐷𝐵

= 1𝑚∠2   ⇒     1𝑚∠𝐵𝐷𝐶 = 1𝑚∠𝑥 

𝑒) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠𝑥

= 1𝑚∠3

+ 1𝑚∠2   𝑝𝑜𝑟 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟     

𝑓) 1𝑚∠2 + 1𝑚∠𝑥

= 1𝑚∠1 + 1𝑚∠4   𝑝𝑜𝑟 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 𝑎𝑙 𝛥𝐶𝐷𝑂2  

   (𝑒) + (𝑓) 

   1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 + 2𝑚∠𝑥 = 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 + 1𝑚∠3 + 1𝑚∠4 

𝑔) 2𝑚∠𝑥 = 1𝑚∠3 + 1𝑚∠4 

   𝛥𝑂1𝐶𝑂2 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

ℎ) 1𝑚∠3 + 1𝑚∠4 = 90°   

   (ℎ) 𝑒𝑛 (𝑔) 

   2𝑚∠𝑥 = 90°  

        𝟏𝒎∠𝑩𝑫𝑪 = 𝟏𝒎∠𝒙 = 𝟒𝟓° 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 5.3.  

Con relación a la figura 5.3. Hallar la medida del ángulo ∠1 . Sabiendo 

que la recta 𝑃𝑄
↔ 
  es tangente a la circunferencia de R1 y R2 y los segmentos 

𝑃𝑀 ≅ 𝑀𝑄  

 

Figura 5.3 

 

  

𝐻)  𝑃𝑄
↔ 
 𝑇𝑎𝑛𝑔 𝛩(𝑂1, 𝑅1) 𝑦 𝛩(𝑂2, 𝑅2)        

  𝑃𝑀 ≅ 𝑀𝑄                    

𝑇) 1𝑚∠1 =? 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝑃𝑀 = 𝑀𝑄  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

   𝑃𝑂1 = 𝑅1   𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛. 

   𝑄𝑂2 = 𝑅2  𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛. 
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𝑏) 𝑂1𝑂2 = 𝑅2 + 𝑅1  𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛. 

   𝑃𝐵,𝑄𝐵  𝑐𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎𝑠 𝑎𝑢𝑥𝑖𝑙𝑖𝑎𝑟𝑒𝑠 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

𝑐) 𝑀𝐵 =  𝑇𝐴𝑁𝐺.  𝛩 (𝑂1, 𝑅1) ∧  𝛩 (𝑂2, 𝑅2) 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

𝑑) 𝛥 𝑃𝑂1𝑀 𝑦 𝛥𝑀𝑄𝑂2 → 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑝𝑜𝑟 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎. } 

   1𝑚∠𝑂1𝑃𝑀 = 90° 

𝑒) 1𝑚∠𝑀𝑃𝐵 = 1𝑚∠2   

𝑓) 1𝑚∠𝑂1𝑃𝐵 = 90°− 1𝑚∠2    

   𝛥 𝑂1𝑃𝐵 𝐼𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠     ⇒   𝑃𝑂1 = 𝑂1𝐵 = 𝑅1 

𝑔) 1𝑚∠ 𝑃𝐵𝑂1 = 90°− 1𝑚∠2   

  1𝑚∠𝑀𝑄𝑂2 = 90°     ⇒     1𝑚∠𝑀𝑄𝐵 = 1𝑚∠3 

   𝛥 𝐵𝑄𝑂2 → 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠   ⇒      1𝑚∠𝐵𝑄𝑂2 = 1𝑚∠𝑄𝐵𝑂2 

ℎ) 1𝑚∠𝑄𝐵𝑂2 = 90°− 1𝑚∠3   

   1𝑚∠ 𝑃𝑄𝐵 =  1𝑚∠ 𝑥 

𝑖) 1𝑚∠𝑥 = 180°− (90°− 1𝑚∠2 + 90°− 1𝑚∠3)  

   1𝑚∠𝑥 = 1𝑚∠𝑄𝐵𝑀+ 1𝑚∠𝑀𝐵𝑃  𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑒𝑐𝑢𝑡𝑖𝑣𝑜𝑠 

𝑗) 𝑃𝑀 = 𝑀𝐵 = 𝑀𝑄   𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 

   𝛥 𝐵𝑀𝑄 𝑦 𝛥𝑃𝑀𝐵 𝑠𝑜𝑛 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

   1𝑚∠𝑄𝐵𝑀 = 1𝑚∠3 

𝑘) 1𝑚∠𝑀𝐵𝑃 = 1𝑚∠2              

𝑙) 1𝑚∠𝑥 = 180°− (1𝑚∠3 + 1𝑚∠2)   𝑇𝐹𝛥 𝑃𝑄𝐵   

   (𝑘) 𝑒𝑛 (𝑙) 

𝑙𝑙) 𝑚∠𝑥 = 180°− 1𝑚∠𝑥  

1𝑚𝑥 = 90° 
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Ejercicio 5.4.  

Dada la figura 5.4. Demostrar 𝐵𝑀 ≅ 𝑀𝐶. Conociendo que 

𝐷𝑀 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 𝛩 (𝑂, 𝑅) 𝑒𝑛 "𝐷". 

 

Figura 5.4 

 

 

 

 

𝐻) 𝐷𝑀 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 𝛩 (𝑂, 𝑅) 𝑒𝑛 "𝐷"       

𝑇) 𝐵𝑀 ≅ 𝑀𝐶 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝑀𝐷 𝑡𝑎𝑛𝑔.  𝛩 (𝑂𝑅) 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠. 

𝑏) 𝐵𝑀 = 𝑀𝐷 𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒  𝑙𝑎𝑠  𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠     
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𝑐) 1𝑚∠𝐴𝐷𝑀 =  á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑠𝑒𝑚𝑖 − 𝑖𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜 =
𝐴𝐵
∩

2
+
𝐵𝐷
∩

2
    

𝑑) 1𝑚∠𝐴𝐶𝐵 = á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 =
𝐴𝐵
∩

2
−
𝐵𝐷
∩

2
       

    (𝑏) + (𝑐) 

   (
𝐴𝐵
∩

2
+
𝐵𝐷
∩

2
) + (

𝐴𝐵
∩

2
−
𝐵𝐷
∩

2
) = 1𝑚∠𝐴𝐷𝑀+ 1𝑚∠𝐴𝐶𝐵

= 𝐴𝐵
∩

                                             ∴   𝐴𝐵
∩

= 2á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑜𝑠 = 180° 

𝑒) 1𝑚∠𝐴𝐷𝑀 + 1𝑚∠𝐴𝐶𝐵 = 180°      

𝑓) 1𝑚∠𝐴𝐷𝐶 = á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑙𝑙𝑎𝑛𝑜 = 180° = 1𝑚∠𝐴𝐷𝑀 + 1𝑚∠𝑀𝐷𝐶   

   (𝑒) = (𝑓) 

   1𝑚∠ 𝐴𝐷𝑀 + 1𝑚∠𝐴𝐶𝐵 = 1𝑚 ∠𝐴𝐷𝑀 + 1𝑚∠ 𝑀𝐷𝐶  

∴   1𝑚∠𝐴𝐶𝐵 = 1𝑚∠𝑀𝐷𝐶    

⇒    𝛥 𝑀𝐷𝐶 𝑒𝑠 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

𝑔) 𝐷𝑀 = 𝑀𝐶      

   (𝑏)  =  (𝑔) 

   𝐵𝑀 = 𝐷𝑀 = 𝑀𝐶         

𝑩𝑴 ≅ 𝑴𝑪 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 5.5.  

Considere la figura 5.5. Determinar la medida del segmento 𝐵𝐶 . 

Sabiendo que 𝐵𝐶 𝑒𝑠 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 𝛩(𝑂, 𝑅),  𝐴𝐵   = 4𝑚 l y 𝐴𝑂 = 2.5𝑚.  

 

Figura 5.5 

 

 

𝐻) 𝐵𝐶 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 𝛩(𝑂, 𝑅)       

  𝐴𝐵   = 4𝑚 

  𝐴𝑂 = 2.5𝑚 

𝑇) 𝐵𝐶 =? 

 

Solución: 

 

𝐵𝐷 = 𝑐𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎  𝑝𝑜𝑟  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

𝑎) 1𝑚∠ 𝐴𝐵𝐷 = Á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑖𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜 =
𝐴𝐷
∩

2
=
1800

2
      

⇒    1𝑚∠ 𝐴𝐵𝐷 = 900 

   𝐵𝐸 = 𝐴𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎  𝑑𝑒  𝑙𝑜𝑠  𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠  𝐴𝐵𝐷  ∧ 𝐴𝐵𝐶 

𝑏)  𝐴𝐷 = 2𝐴𝑂 = 2𝑂𝐷 = 2𝑅 = 5𝑚 
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𝑐)  𝐵𝐶
2

= (𝐴𝐶)(𝐷𝐶) 𝑝𝑜𝑟 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎 𝑑𝑒 𝑙𝑎  𝑠𝑒𝑐 𝑎 𝑛𝑡𝑒 𝑐𝑜𝑛 𝑙𝑎 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 

   𝛥 𝐴𝐵𝐷 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

𝑑) 𝐵𝐷
2
= 𝐴𝐷

2
− 𝐴𝐵

2
 𝑝𝑜𝑟  𝑃𝑖𝑡á𝑔𝑜𝑟𝑎𝑠 

  𝐵𝐷
2
= 𝐴𝐷

2
− 𝐴𝐵

2
= [(5)2 − (4)2]𝑚2 = √9𝑚2      

⇒      𝐵𝐷 = 3𝑚 

𝑒)  
𝐴𝐷

𝐴𝐵
=
𝐴𝐵

𝐴𝐸
   𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑜𝑠 𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 

   𝐴𝐸 =
𝐴𝐵

2

𝐴𝐷
=
16𝑚2

3𝑚
      ⇒      𝐴𝐸 = 3.2 𝑚 

𝑓) 𝐸𝐷 = 𝐴𝐷 − 𝐴𝐸 = (5 − 3.2)𝑚   ⇒      𝐸𝐷 = 1.8𝑚 

𝑔)  
𝐴𝐸

𝐵𝐸
=
𝐵𝐸

𝐸𝐷
  𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑜𝑠 𝛥 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

  𝐵𝐸
2
= (𝐴𝐸). (𝐸𝐷) = (3.2𝑚)(1.8𝑚)     ⇒    𝐵𝐸 = 2.4𝑚 

ℎ) 𝑂𝐸 = 𝑂𝐷 − 𝐸𝐷 = (2.5𝑚 − 1.8𝑚)      ⇒    𝑂𝐸 = 0.7𝑚 

𝑖)  
𝑂𝐸

𝐵𝐸
=
𝐵𝐸

𝐸𝐶
   ⇒    𝐸𝐶 =

𝐵𝐸2

𝑂𝐸
=
(2.4𝑚)2

0.7𝑚
   ⇒    𝐸𝐶

= 8.2𝑚 

    𝛥 𝐸𝐵𝐶 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜  

   𝐵𝐶
2
= 𝐵𝐸

2
+ 𝐸𝐶

2
  :      𝐵𝐶

2
= (2.4𝑚)2 + (8.2𝑚)2

= 73𝑚2  

𝑩𝑪 = 𝟖. 𝟓𝟒𝒎 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 5.6.  

Dada la figura 5.6. Determinar la medida del ángulo ∠1 y ∠2 . Sabiendo 

1𝑚∠2 − 1𝑚∠1 = 20° y la medida del ángulo ∠𝐵𝑇𝐶 = 100° 

 

Figura 5.6 

 

  

H) 1m∠2 − 1m∠1 = 20°           

  1m∠BTC = 100°   

T) 1m∠1 =? 

         1m∠2 =? 

 

Solución: 

 

𝑎)  𝐸𝑇𝐹
→   

 𝑡𝑎𝑔 𝛩(𝑂1; 𝑅)  ∧ (𝑂2: 𝑟)   𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

𝑏) 1𝑚∠1 =
𝐵𝑇
∩

2
  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑖𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜 
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𝑐) 1𝑚2 =
𝐶𝑇
∩

2
   𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑖𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜 

𝑑) 1𝑚∠2 − 1𝑚∠1 = 20° 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

  (𝑏) 𝑦 (𝑐) 𝑒𝑛 (𝑑) 

   
𝐶𝑇
∩

2
−
𝐵𝑇
∩

2
= 20°  

𝑒) 𝐶𝑇
∩

− 𝐵𝑇
∩
= 40° 

𝑓) 1𝑚∠𝛼   ∧   1𝑚∠𝛽    𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

𝑔) 1𝑚∠𝛼 =
𝐶𝑇
∩

2
  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑠𝑒𝑚𝑖 − 𝑖𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜 

ℎ) 1𝑚∠𝛽 =
𝐵𝑇
∩

2
  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑠𝑒𝑚𝑖 − 𝑖𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜 

𝑖) 1𝑚∠𝛼  +  1𝑚∠𝛽 =
𝐶𝑇
∩

2
+
𝐵𝑇
∩

2
 

𝑗) 1𝑚∠𝐵𝑇𝐶 =
𝐶𝑇
∩

+ 𝐵𝑇
∩

2
 

𝑘) 2(100°) = 𝐶𝑇
∩

+ 𝐵𝑇
∩
= 200°  

  (e) = (k) 

   2CT
∩

= 240°      ⇒   CT
∩

= 120°  ∧   BT
∩
= 80° 

𝒃) 𝟏𝒎∠𝟏 =
𝟖𝟎°

𝟐
    ⇒  ∗  𝟏𝒎∠𝟏 = 𝟒𝟎° 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

𝒄) 𝟏𝒎∠𝟐 =
𝟏𝟐𝟎°

𝟐
     ⇒  ∗  𝟏𝒎∠𝟐 = 𝟔𝟎° 𝑳𝑸𝑸𝑫.  
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Ejercicio 5.7.  

Dada la figura 5.7. Determinar la medida del ángulo ∠1 y ∠2 . 

Conociendo la medida del ángulo ∠ 𝐵𝐿𝐷 = 128°  

 

Figura 5.7 

 

 

 

𝐻) 1𝑚∠𝐵𝐿𝐷 = 128°        

𝑇) 1𝑚∠1 =? 

         1𝑚∠2 =? 

 

Solución: 

 

𝑎) 1𝑚∠𝐵𝐴𝐷 =
𝐵𝐿𝐷
∩
− 𝐶𝐹

∩

2
  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 
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   36° =
128°− 𝐶𝐹

∩

2
     ⇒    𝐶𝐹

∩

= 56° 

𝑏) 1𝑚∠𝐷𝐾𝐴 = 90° =
𝐶𝐹𝐷
∩

+ 𝐵𝐸
∩

2
  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜  𝑖𝑛𝑡 𝑒 𝑟𝑖𝑜𝑟 

𝑐) 𝐶𝐹𝐷
∩

+ 𝐵𝐸
∩
= 180° 

𝑑) 𝐸𝐶
∩

= 360°− (𝐵𝐿𝐷
∩
+ 𝐶𝐹𝐷

∩

+ 𝐵𝐸
∩
)   𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑎𝑟𝑐𝑜𝑠 

   𝐸𝐶
∩

= 360°− (128°+ 180°)     ⇒   𝐸𝐶
∩

= 52° 

𝑒) 1𝑚∠1 =
𝐸𝐶
∩

2
  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑖𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜   :       1𝑚∠1

=
52°

2
     ⇒   ∗  1𝑚∠1 = 26° 𝐿𝑄𝑄𝐷. 

𝑇𝑜𝑑𝑎 𝑝𝑒𝑟𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑎 𝑢𝑛𝑎 𝑐𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑑𝑒 𝑎𝑙 𝑎𝑟𝑐𝑜 𝑦 𝑎 𝑙𝑎 𝑐𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎 𝑒𝑛 

𝑝𝑎𝑟𝑡𝑒𝑠  𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑒𝑠 

𝑓) 𝐵𝐸
∩
= 𝐸𝐶

∩

= 52°  

𝑔) 𝐶𝐹𝐷
∩

= 180°+ 𝐵𝐸
∩
= 𝐶𝐹

∩

+ 𝐹𝐷
∩

   :       𝐹𝐷
∩

= 180°− (52°+ 56°)      ⇒    𝐹𝐷
∩
= 72° 

ℎ) 1𝑚∠3 = 𝐹𝐷
∩

  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙 

  𝛥𝑂𝐷𝐺 

𝑖) 1𝑚∠𝑂𝐺𝐶 = 1𝑚∠2

= 1𝑚∠1 + 1𝑚∠3  𝑝𝑜𝑟 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 𝑎𝑙 𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

   1𝑚∠2 = 72°+ 26° 

        𝟏𝒎∠𝟐 = 𝟗𝟖° 𝑳𝑸𝑸𝑫.  
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Ejercicio 5.8.  

Dada la figura 5.8. Determinar la medida del ángulo ∠1 y ∠2 . 

Conociendo la medida del ángulo ∠𝐶𝐵𝐴 = 40°, AB tang.  Θ(O. R) y el 

segmento ED es paralelo al segmento BC. 

 

Figura 5.8 

 

 

 

H) ED ∥ BC               

   AB tang.  Θ(O. R)                

   1m∠CBA = 40° 

 

T) 1m∠1 =? 

        1m∠2 =? 
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Solución: 

 

𝑎) 𝐸𝐷 ∥ 𝐵𝐶 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 𝐸𝐵
∩
= 𝐶𝐷

∩

  

𝑒𝑛 𝑢𝑛𝑎 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑛𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑙𝑜𝑠 𝑎𝑟 𝑐𝑜𝑠   𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑒𝑛𝑑𝑖𝑑𝑜𝑠 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑑𝑜𝑠 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎𝑠 

𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑎𝑠 𝑠𝑜𝑛 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑒𝑠. 

𝑐) 1𝑚∠𝐶𝐵𝐴 = 40°

=
𝐵𝐶
∩

2
  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑠𝑒𝑚𝑖

− 𝑖𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜   :    𝐵𝐶
∩

= 80° 

𝑑) 𝐸𝐵
∩
+ 𝐵𝐶

∩

+ 𝐶𝐷
∩

= 180°  𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑎𝑟 𝑐𝑜𝑠     :   2𝐶𝐷
∩

+ 80°

= 180°    ⇒   𝐵𝐶
∩

= 𝐶𝐷
∩

= 50° 

𝑒) 1𝑚∠𝐸𝐹𝐷 = 90°   𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑖𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜 𝑒𝑛 𝑢𝑛𝑎 𝑠𝑒𝑚𝑖

− 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑛𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 

𝑓) 1𝑚∠4 = 1𝑚∠𝐸𝑂𝐹 = 1𝑚∠𝐶𝑂𝐷  𝑝𝑜𝑟 𝑜𝑝𝑢𝑒𝑠𝑡𝑜𝑠 𝑝𝑜𝑟 𝑒𝑙 𝑣é𝑟𝑡𝑖𝑐𝑒 

𝑔) 1𝑚∠4 = 𝐶𝐷
∩

= 𝐸𝐹
∩
= 50°  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙 

ℎ) 1𝑚∠1 =
𝐶𝐷
∩

2
=
50°

2
     ⇒  ∗  1𝑚∠1 = 25° 𝐿𝑄𝑄𝐷. 

i) 1m∠2 =
EF
∩
+ EB

∩
− BC

∩

2
=
50°+ 50°− 80°

2
 

         𝟏𝐦∠𝟐 = 𝟏𝟎° 𝐋𝐐𝐐𝐃. 
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Ejercicio 5.9.  

Dada la figura 5.9. Determinar (𝐴𝐶)(𝐴𝐺) = (𝐴𝐷)(𝐴𝑀). 

 

Figura 5.9 

 

 

𝑇) (𝐴𝐶)(𝐴𝐺) = (𝐴𝐷)(𝐴𝑀) 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝛥𝐴𝐵𝐷 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 𝐵𝑀 = 𝑐𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

𝑐) 1𝑚∠𝐴𝑀𝐵 = 90°  á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑖𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜 𝑒𝑛 𝑢𝑛𝑎 𝑠𝑒𝑚𝑖

− 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑛𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 

  𝛥𝐴𝐵𝐷  ≈  𝛥𝐴𝐵𝑀  𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 
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𝑑)  
𝐴𝐷

𝐴𝐵
=
𝐴𝐵

𝐴𝑀
     ⇒    𝐴𝐵

2
= 𝐴𝐷.𝐴𝑀 (𝑑 ∗) 

𝑒) 𝛥𝐴𝐵𝐶 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑓) 𝐵𝐺 = 𝑐𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

𝑔) 1𝑚∠𝐴𝐺𝐵 = 90°  á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑖𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜 𝑒𝑛 𝑢𝑛𝑎 𝑠𝑒𝑚𝑖

− 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑛𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 

   𝛥𝐴𝐵𝐶  ≈  𝛥𝐴𝐺𝐵  𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 

ℎ)  
𝐴𝐶

𝐴𝐵
=
𝐴𝐵

𝐴𝐺
     ⇒    𝐴𝐵

2
= 𝐴𝐶. 𝐴𝐺 (ℎ ∗) 

  (𝑑 ∗) = (ℎ ∗)    

   𝑨𝑫.𝑨𝑴 = 𝑨𝑪.𝑨𝑮 𝑳𝑸𝑸𝑫 

 

Ejercicio 5.10.  

Demostrar que (PB)(. PC) = (PA)(. PD) 

 

Figura 5.10 

 

𝑇) (𝑃𝐵)(. 𝑃𝐶) = (𝑃𝐴)(. 𝑃𝐷) 
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Solución: 

 

𝑎) 𝛩(𝑂1, 𝑅1) ∧  𝛩(𝑂2, 𝑅2) 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠  𝑖𝑛𝑡 𝑒 𝑟𝑖𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) "𝑃" 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎   𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑐) 𝐵𝐷  ∧  𝐴𝐶 𝑐𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎𝑠 𝑎𝑢𝑥𝑖𝑙𝑖𝑎𝑟𝑒𝑠 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

𝑑)  𝑋𝑌
↔ 
 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

𝑒) 1𝑚∠𝛼 =
𝐴𝑃
∩

2
  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑠𝑒𝑚𝑖 − 𝑖𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜 𝛩(𝑂1, 𝑅1)  

𝑓) 1𝑚∠𝛼 =
𝐵𝑃
∩

2
  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑠𝑒𝑚𝑖 − 𝑖𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜 𝛩(𝑂2, 𝑅2)  

   (𝑒) = (𝑓) 

   
𝐴𝑃
∩

2
=
𝐵𝑃
∩

2
    ⇒   𝐴𝑃 = 𝐵𝑃

∩
∩

 

𝑔) 1𝑚∠4 =
𝐵𝑃
∩

2
  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑖𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜 𝛩(𝑂2𝑅2)  

ℎ) 1𝑚∠2 =
𝐴𝑃
∩

2
  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑖𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜 𝛩(𝑂1, 𝑅1)  

𝑖) 𝛥𝐴𝐶𝑃 ≈ 𝛥𝐵𝐷𝑃    ⇒    
𝐴𝑃

𝐵𝑃
=
𝐶𝑃

𝐷𝑃
 

    𝑨𝑷.𝑫𝑷 = 𝑪𝑷.𝑩𝑷 𝑳𝑸𝑸𝑫.  
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Ejercicio 5.11.  

Determinar las medidas de los segmentos 𝑇𝐻  y 𝑇𝐵, sabiendo que el 

segmento 𝑃𝑇 es tangente a la circunferencia 𝛩(𝑂, 𝑅). 

 

Figura 5.11 

 

 

𝐻) 𝑃𝑇  𝑡𝑎𝑛𝑔.  𝛩(𝑂, 𝑅)        

𝑇) 𝑇𝐻 =?   

        𝑇𝐵 =? 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝑂𝑇  ⊥  𝑃𝑇  𝑝𝑜𝑟 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 

𝑏) 𝛥𝑂𝑇𝑃 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

𝑐) 1𝑚∠1 = 𝑇𝐵
∩

   𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙 

𝑑) 1𝑚∠2 =
𝑇𝐵
∩

2
   ⇒   𝑇𝐵

∩
= 2𝑚∠2 
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  𝛥𝑂𝑇𝐻 ≈ 𝛥𝑂𝑇𝑃 

𝑒) 𝑂𝑃
2
= 𝑂𝑇2 + 𝑇𝑃2   𝑝𝑜𝑟 𝑃𝑖𝑡á𝑔𝑜𝑟𝑎𝑠 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝛥𝑂𝑇𝑃 

   𝑂𝑃 = √(10𝑢)2 + (15𝑢)2    

  𝑂𝑃 = 18.03𝑢 

𝑓) 𝑂𝑃 = 𝑂𝐵 + 𝐵𝑃 = 𝑅 + 𝐵𝑃 = 10𝑢 + 𝐵𝑃 = 18.03𝑢    

  𝐵𝑃 = 8.03𝑢 

   𝛥𝑂𝑇𝑃 ≈ 𝛥𝑇𝐻𝑃 

𝑔)  
𝑂𝑇

𝑇𝐻
=
𝑂𝑃

𝑇𝑃
     

  𝑇𝐻 =
𝑂𝑇. 𝑇𝑃

𝑂𝑇
=
(10𝑢)(15𝑢)

(18.03𝑢)
 

    ∗  𝑇𝐻 = 8.3𝑢 𝐿𝑄𝑄𝐷. 

  𝛥𝑂𝑇𝑃 

ℎ) 𝑆𝑒𝑛 ∠4 =
𝑂𝑇

𝑂𝑃
=

10𝑢

(10𝑢 + 8.03𝑢)
   

  1𝑚∠4 = 33.68° 

  𝛥𝑇𝐵𝑃 

𝑖) 𝑇𝐵2 = 𝑇𝑃2 + 𝑃𝐵2 − 2(𝑇𝑃)(𝑃𝐵) 𝑐𝑜𝑠 ∠4 

   𝑇𝐵2 = (15𝑢)2 + (8.03𝑢)2 − (2)(10𝑢)(8.03𝑢) 𝑐𝑜𝑠 3 3.68° 

   𝑻𝑩 = 𝟗. 𝟒𝟑𝒖 𝑳𝑸𝑸𝑫.  
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Ejercicio 5.12.  

Dada la figura 5.12. Determinar la medida de 𝑅3. Conociendo 𝑅1 = 2𝑅2 

y 𝑅 = 10 𝑢. 

 

Figura 5.12 

 

 

𝐻) 𝑅1 = 2𝑅2        

  𝑅 = 10 𝑢 

𝑇) 𝑅3 =? 

 
Solución: 

 
𝐸𝑛 𝑙𝑎 𝛩(𝑂, 𝑅) 

𝑎) 2𝑅 = 2𝑅1 + 2𝑅2   ⇒    𝑅 = 𝑅1 + 𝑅2 

𝑏) 2𝑅 = 3𝑅1     ⇒    𝑅1 =
2𝑅

3
=
(20𝑢)

3
 

   𝑅1 = 6.666𝑢 

𝑐) 2𝑅 = 6𝑅2     ⇒    𝑅2 =
2𝑅

6
=
(10𝑢)

3
 

   𝑅2 = 3.333𝑢  

𝑑) (𝑅1 + 𝑅3)
2 = ℎ2 + (3𝑅2 − 𝑥)

2  𝑝𝑜𝑟 𝑃𝑖𝑡á𝑔𝑜𝑟𝑎𝑠 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝛥𝑂1𝑂3𝑃 

𝑒)  (6.666𝑢)2 + (2)(6.666)(𝑅3) + (𝑅3)
2 = ℎ2 + 100 − 20𝑥 + 𝑥2 

𝑓) (𝑅3 + 𝑅2)
2 = ℎ2 + 𝑥2  𝑝𝑜𝑟 𝑃𝑖𝑡á𝑔𝑜𝑟𝑎𝑠 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝛥𝑂3𝑂2𝑃 
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𝑔) 𝑅3
2 + (2)(3.333)(𝑅3) + (3.333𝑢) = 𝑥

2 + ℎ2 

ℎ) (𝑅 − 𝑅3)
2 = ℎ2 + (𝑅 − 𝑅2 − 𝑥)

2  𝑝𝑜𝑟 𝑃𝑖𝑡á𝑔𝑜𝑟𝑎𝑠 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝛥𝑂3𝑄𝑃 

𝑖) (100𝑢 − (2)(10𝑢)(𝑅3) + 𝑅3
2 = ℎ2 + (6.666)2 − (2)(6.666)(𝑥) + 𝑥2 

   (𝑒) − (𝑔) 

𝑗) 20𝑥 + 6,666𝑅3 = 66.666 

   (𝑒) − (ℎ) 

𝑘) 33.333𝑢𝑅3 + 6.666𝑥 = 111𝑢    

  𝑥 =
111𝑢 − 33,333𝑅3

6,666
  (𝑘 ∗) 

   (𝑔) − (ℎ) 

𝑙) 13.333𝑢 + 13.333𝑅3 + 44,444 = 0 

   (𝑘 ∗) 𝑒𝑛 (𝑗) 

𝑚) (20) (
111𝑢 − 33,333𝑅3

6,666
) + 6,666𝑅3 = 66.666    

   𝑹𝟑 = 𝟐, 𝟖𝟓𝟑 𝒖 𝑳𝑸𝑸𝑫.   

 

Ejercicio 5.13.  

Dada la figura 5.13. Demostrar que 𝛥𝐶𝐷𝐵 es equilátero. 

 

Figura 5.13 

 

 

𝑇) 𝛥𝐶𝐷𝐵 𝑒𝑞𝑢𝑖𝑙á𝑡𝑒𝑟𝑜 
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Solución: 

 

𝑎) 𝛩(𝑂1, 𝑅) ∧  𝛩(𝑂2, 𝑅) 𝑠𝑜𝑛 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙𝑒𝑠 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 𝐴𝑂2: 𝑂2𝐵:𝐵𝑂1 𝑐𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎𝑠 𝑎𝑢𝑥𝑖𝑙𝑖𝑎𝑟𝑒𝑠 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

𝑐) 𝐴𝑂1 = 𝑂1𝐷 = 𝐷𝑂2 = 𝑂2𝐴 = 𝑅 

𝑑) 𝛥𝐴𝑂1𝑂2 :  𝛥𝑂1𝐷𝑂2  𝑠𝑜𝑛 𝑒𝑞𝑢𝑖𝑙á𝑡𝑒𝑟𝑜𝑠 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛  

   𝛩(𝑂2, 𝑅) 

𝑒) 1𝑚∠𝐴𝑂1𝐷 = 1𝑚∠𝐴𝐵𝐷 =
𝐴𝐾𝐷
∩

2
=
𝐴𝐾𝐷
∩

2
=
240°

2

= 120°   𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑖𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜 

𝑓) 𝐴𝑂2𝐷
∩

= 120° 

   𝛩(𝑂1, 𝑅) 

𝑔) 1𝑚∠𝐴𝐶𝐷 =
𝐴𝑂2𝐷
∩

2
=
120°

2
   ⇒   1𝑚∠𝐴𝐶𝐷 = 60°  (𝑔 ∗) 

   𝛥𝐶𝐷𝐵 

ℎ) 1𝑚∠𝐴𝐵𝐷 = 1𝑚∠𝐵𝐶𝐷

+ 1𝑚∠𝐵𝐷𝐶  𝑝𝑜𝑟 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 𝑎𝑙 𝛥 

𝑖) 1𝑚∠𝐴𝐵𝐷 − 1𝑚∠𝐵𝐶𝐷 = 1𝑚∠𝐵𝐷𝐶  

   1𝑚∠𝐵𝐷𝐶 = 120°− 60°     ⇒   1𝑚∠𝐵𝐷𝐶 = 60°  (𝑖 ∗) 

𝑗) 1𝑚∠𝐶𝐵𝐷 + 1𝑚∠𝐵𝐶𝐷 + 1𝑚∠𝐵𝐷𝐶

= 2∠𝑅  𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑑𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑙 𝑑𝑒𝑙 𝛥 

𝑘) 1𝑚∠𝐶𝐵𝐷 = 180°− 60°− 60°   ⇒   1𝑚∠𝐶𝐵𝐷

= 60°  (𝑘 ∗) 

   (𝑘 ∗) = (𝑖 ∗) = (𝑔 ∗) 

𝑙) 1𝑚∠𝐶𝐵𝐷 = 1𝑚∠𝐵𝐶𝐷 = 1𝑚∠𝐵𝐷𝐶 = 60° 

  𝜟𝑪𝑫𝑩 𝒆𝒔 𝒆𝒒𝒖𝒊𝒍á𝒕𝒆𝒓𝒐 𝑳𝑸𝑸𝑫.  
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Ejercicio 5.14.  

Con relación a la figura 5.14. Determine 𝐸𝐵
∩

. Conociendo 𝑅1 = 2𝑅2, 

𝐶𝐷
↔

, 𝐴𝐵
↔

𝑦 𝐸𝐼 son tangentes comunes. 

 

Figura 5.14 

 

 

𝐻) 𝑅1 = 2𝑅2                     

  𝐶𝐷
↔

  ;  𝐴𝐵
↔

 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑢𝑛𝑒𝑠 

  𝐸𝐼
−−−

  𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑐𝑜𝑚ú𝑛 

𝑇) 𝐸𝐵
∩
=? 
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Solución: 

 

𝑎) 𝐴𝑂1 ⊥ 𝐴𝐵 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

𝑏) 𝐴𝑂2 ⊥ 𝐴𝐵 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

  𝐴𝑂1𝐼𝐼 𝐵𝑂2 

  𝛥𝑂1𝐾𝑂2 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

𝑐) 𝐴𝑂1 = 𝐴𝐾 +𝐾𝑂1  𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

  𝑂1𝑘 = 𝑅1 − 𝑅2 

𝑑) 1𝑚∠𝐸𝑂2𝐾 = 1𝑚∠𝛼 

𝑒) 𝑆𝑒𝑛∠𝛼 =
𝐾𝑂1
𝑂1𝑂2

=
𝑅1 − 𝑅2
𝑅1 + 𝑅2

=
2𝑅2 − 𝑅2
2𝑅2 + 𝑅2

=
1

3
  

𝑑) 1𝑚∠𝛼 = 19.47° 

  𝛩(𝑂2, 𝑅2) 

𝑒) 1𝑚∠𝐸𝑂2𝐵 = 1𝑚∠𝛼 + 1∠𝑅 = 19.47°+ 90°   

  1𝑚∠𝐸𝑂2𝐵 = 109.47°  á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙 

𝑓) 1𝑚∠𝐸𝑂2𝐵 = 𝐸𝐵
∩

  𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖ó𝑛 

  𝑬𝑩
∩
= 𝟏𝟎𝟗. 𝟒𝟕° 𝑳𝑸𝑸𝑫.  
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Ejercicio 5.15.  

Determine la medida de 𝑅1 en función de a. Sabiendo que 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 =

𝐶𝐷 = 𝐴𝐷 = 𝑎 y la medida del ángulo ∠𝐵𝐴𝐷 = 53°. 

 

Figura 5.15 

 

 

𝐻) 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 = 𝐶𝐷 = 𝐴𝐷 = 𝑎         

  1𝑚∠𝐵𝐴𝐷 = 53° 

𝑇) 𝑅1 =?  𝑓(𝑎) 

 

Solución: 

 

𝐴𝐵𝐶𝐷 𝑟𝑜𝑚𝑏𝑜𝑖𝑑𝑒 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎  

𝑎) 1𝑚∠𝐵𝐴𝐷 = 1𝑚∠𝐵𝐶𝐷 = 1𝑚∠1 = 53° 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 𝐴𝐶 𝑏𝑖 𝑠𝑒𝑐 𝑡 𝑟𝑖𝑧 𝑑𝑒𝑙 ∠𝐵𝐴𝐶 

𝑐) 1𝑚∠1 = 2𝑚∠𝜃   ⇒   1𝑚∠𝜃 = 26.5° 

  𝛥𝐴𝐶𝐷 
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𝑑) 1𝑚∠𝐴𝐷𝐶 = 180°− 2𝑚∠𝜃    ⇒   1𝑚∠𝐴𝐷𝐶 = 127° 

𝑒) 𝐴𝐶2 = 𝐴𝐷2 + 𝐷𝐶2

− (2)(𝐴𝐷)(𝐷𝐶) 𝑐𝑜𝑠 ∠𝐴𝐷𝐶    𝑙𝑒𝑦 𝑑𝑒𝑙  𝑐𝑜𝑠 𝑒 𝑛𝑜 

  𝐴𝐶2 = (𝑎)2 + (𝑎)2 − (2)(𝑎)(𝑎) 𝑐𝑜𝑠 1 27°    ⇒   𝐴𝐶

= 1.79𝑎 

  𝐴𝐶 = 2𝐴𝑂 = 2𝑂𝐶 = 1.79𝑎 

  𝐴𝑂 = 𝑂𝐶 = 0.895𝑎 

𝑓) 𝑂𝑀 = 𝑅1 

  𝑅1 ⊥ 𝐴𝐷 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑐𝑜𝑛 𝑟𝑒𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡𝑜 𝑎𝑙 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑜 

  𝛥𝐴𝑂𝑀 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

𝑔) 𝑆𝑒𝑛 ∠𝜃 =
𝑅1
𝑂𝑀

     ⇒    𝑅1 = (𝑆𝑒𝑛 26.5°)(0.895𝑎) 

  𝑹𝟏 = 𝟎. 𝟒𝒂  𝑳𝑸𝑸𝑫.  

 

Ejercicio 5.16.  

Determinar la medida de los segmentos AE, MB, EB, MF y MN. 

Sabiendo que R= 5u, BC= 6 u y AB = 9 u. 

 

Figura 5.16 
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𝐻) 𝑅 = 5𝑢  

         𝐵𝐶 = 6𝑢 

        𝐴𝐵 = 9𝑢 

𝑇) 𝐴𝐸 =? 

         𝑀𝐵 =?  

         𝐸𝐵 =? 

     𝑀𝐹 =? 

     𝑀𝑁 =? 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝐾𝐶 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

𝑏) 𝛥𝐾𝐵𝐶 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

  𝐾𝐶2 = 𝐾𝐵2 − 𝐵𝐶2 

  𝐾𝐶2 = (10𝑢)2 − (6𝑢)2    ⇒   𝐾𝐶 = 8𝑢 

  𝑆𝑒𝑛 ∠𝜗 =
6𝑢

10𝑢
   ⇒   1𝑚∠𝜗 = 1𝑚∠𝐵𝐴𝐶 = 1𝑚∠5 = 36.87° 

  1𝑚∠𝛼 = 90°− 36.87°   ⇒   1𝑚∠𝛼 = 53.13° 

𝑐) 𝛩(𝑜, 𝑅) 

  1𝑚∠𝛼 =
𝐾𝐶
∩

2
=   𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑖𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜    :    𝐾𝐶

∩

= 106.26° 

𝑑) 𝛥𝐴𝑂𝐵 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

  𝐶𝑜𝑠 ∠2 =
𝑂𝐴2 + 𝐴𝐵2 − 𝑂𝐵2

(2)(𝑂𝐴)(𝐴𝐵)
=

(9𝑢)2

(2)(5𝑢)(9𝑢)
  

          1𝑚∠2 = 1𝑚∠𝐴𝐶𝐾 = 1𝑚∠4 = 25.84° 

  1𝑚∠3 = 180°− 2𝑚∠2

= 180°− 2(25.84°)     :    1𝑚∠3 = 128.32° 
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  1𝑚∠3 = 𝐴𝑁𝐵
∩

= 2𝐴𝑁
∩

= 2𝑁𝐵
∩
= 128.32°  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙 

  1𝑚∠1 =
𝐴𝑁
∩

2
=
𝑁𝐵
∩

2
=
64.16°

2
     :    1𝑚∠1 = 32.08° 

𝑒) 𝛥𝐴𝐵𝐸 

  1𝑚∠6 = 180°− 1𝑚∠5 − 1𝑚∠2

= 180°− 36.87°− 25.84°   :   1𝑚∠6

= 117.29°   :    1𝑚∠7 = 62.71° 

  
𝑆𝑒𝑛 ∠6

𝐴𝐵
=
𝑆𝑒𝑛∠ 2

𝐴𝐸
   ⇒   𝐴𝐸 =

(𝑆𝑒𝑛 25.84°)(9𝑢)

𝑆𝑒𝑛 117.29°
  

𝑨𝑬 = 𝟒. 𝟒𝟏𝒖 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
 
𝑓) 𝛥𝐸𝐵𝐶 

  
𝑆𝑒𝑛 ∠𝐴𝐶𝐵

𝐸𝐵
=
𝑆𝑒𝑛∠ 7

𝐵𝐶
   ⇒   𝐸𝐵 =

(𝑆𝑒𝑛 64.16°)(6𝑢)

𝑆𝑒𝑛 62.71°
     

𝑬𝑩 = 𝟔. 𝟏𝒖 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

𝑔) 𝛥𝑀𝐵𝐶 

  1𝑚∠8 = 180°− 1𝑚∠2 − 1𝑚∠𝛼 − 1𝑚∠

= 180°− 25.84°− 53.13°− 32.08°    :   1𝑚∠8

= 68.95° 

  
𝑆𝑒𝑛 ∠8

𝐵𝐶
=
𝑆𝑒𝑛∠ 1

𝑀𝐵
   ⇒   𝑀𝐵 =

(𝑆𝑒𝑛 32.08°)(6𝑢)

𝑆𝑒𝑛 68.95°
       

𝑴𝑩 = 𝟑. 𝟒𝟏𝒖 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

ℎ) 𝐴𝐵 = 𝐴𝑀 +𝑀𝐵   :   𝐴𝑀 = 9𝑢 − 3.41𝑢 = 5.58𝑢 

  𝛥𝐴𝑁𝑀 

𝑖) 1𝑚∠9 = 180°− 1𝑚∠1 − 1𝑚∠8

= 180°− 32.08°− 68.95°    :   1𝑚∠9 = 78.97° 

  
𝑆𝑒𝑛 ∠1

𝑁𝑀
=
𝑆𝑒𝑛∠ 9

𝐴𝑀
   ⇒   𝑁𝑀 =

(𝑆𝑒𝑛 32.08°)(5.58𝑢)

𝑆𝑒𝑛 78.97°
     

   𝑵𝑴 = 𝟑. 𝟎𝟐𝒖  
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𝑗) 𝛥𝐹𝐵𝐶 

  1𝑚∠10 = 180°− 1𝑚∠𝛼 − 1𝑚∠1 = 180°− 53.13°− 32.08°   

         𝟏𝒎∠𝟏𝟎 = 𝟗𝟒. 𝟕𝟗° 

  
𝑆𝑒𝑛 ∠10

𝐵𝐶
=
𝑆𝑒𝑛∠𝛼

𝐹𝐵
   ⇒   𝐹𝐵 =

(𝑆𝑒𝑛 53.13°)(6𝑢)

𝑆𝑒𝑛 94.79°
      

        𝑭𝑩 = 𝟒. 𝟖𝟐𝒖  

𝑘) 𝛥𝑁𝐹𝐵 

  
𝑆𝑒𝑛 ∠5

𝐹𝐵
=
𝑆𝑒𝑛∠𝑁𝐵𝐹

𝑁𝐹
   ⇒   𝑁𝐹

=
(𝑆𝑒𝑛 (32.08°+ 25.84°)) = (5.58𝑢)

𝑆𝑒𝑛 36.87°
       

⇒    𝑁𝐹 = 6.81𝑢  

  𝑀𝐹 = 𝑁𝑀 −𝑁𝑀 = 6.81𝑢 − 3.02 

     𝑴𝑭 = 𝟑. 𝟖𝒖 𝑳𝑸𝑸𝑫.  

 

Ejercicio 5.17.  

Hallar la medida de 𝑅1 en función de a. Sabiendo 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 = 𝐶𝐷 =

𝐴𝐷 = 𝑎. 

 

Figura 5.17 
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𝐻) 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 = 𝐶𝐷 = 𝐴𝐷 = 𝑎     

𝑇) 𝑅1 =? 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝐴𝐵𝐶𝐷 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑜 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠  

𝑏) 𝛥𝐴𝐵𝐷 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

  𝐷𝐵2 = 𝐴𝐷2 + 𝐴𝐵2 𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑖𝑡á𝑔𝑜𝑟𝑎𝑠 

  𝐷𝐵2 = 𝑎2 + 𝑎2 = 2𝑎2   :    𝐷𝐵 = 1.41𝑎 

𝑐) 𝐵𝐴 = 𝐵𝐹 = 𝐴𝐷 = 𝑎 

  𝐷𝐵 = 𝐷𝐹 + 𝐵𝐹  𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

𝑑) 𝐷𝐹 = 𝐷𝐵 − 𝐵𝐹 = 1.41𝑎 − 𝑎   ⇒   𝐷𝐹 = 0.41𝑎 

𝑒) 𝐷𝐸 = 𝐸𝐵 = 0.41𝑎  𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑖𝑚𝑒𝑡𝑟í𝑎 

𝑓) 𝐷𝐵 = 2𝐷𝐹 + 𝐹𝐸 

  𝐹𝐸 = 𝐷𝐵 − 2𝐷𝐹 = 1.41𝑎 − 2(0.41𝑎)     ⇒   𝐹𝐸 = 0.59𝑎 

𝑔) 𝐹𝐸 = 2𝑅1 

  𝑅1 =
0.59𝑎

2
 

        𝑹𝟏 = 𝟎. 𝟐𝟗𝒂 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 5.18.  

Hallar la medida de 𝑅1 en función de a. Sabiendo AO = OB = a y AH =

2HO 

 

Figura 5.18 

 

 

𝐻) 𝐴𝑂 = 𝑂𝐵 = 𝑎          

  𝐴𝐻 = 2𝐻𝑂 

𝑇) 𝑅1 =? 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝛥𝑂1𝐾𝑂 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

  𝑂1𝑂
2 = 𝑂1𝐾

2 + 𝐾𝑂2 𝑝𝑜𝑟 𝑝𝑖𝑡á𝑔𝑜𝑟𝑎𝑠 

  (𝑅 − 𝑅1)
2 = 𝑅1

2 + (𝑅1 +𝐻𝑂)
2 

  𝑎 = 3𝐻𝑂 = 𝑃𝑂 = 𝑅 

  𝐻𝑂 =
𝑎

3
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  (𝑎 − 𝑅1)
2 = 𝑅1

2 + (𝑅1 +
𝑎

3
)
2

 

  (9)(𝑎 − 𝑅1)
2 = 𝑅1

2 + (3𝑅1 + 𝑎)
2 

𝑏) (9)(𝑎2 − 2𝑎𝑅1 + 𝑅1
2) = 9𝑅1

2 + 9𝑅1
2 + 6𝑎𝑅1 + 𝑎

2 

   9𝑎2 − 18𝑎𝑅1 + 9𝑅1
2 = 18𝑅1

2 + 6𝑎𝑅1 + 𝑎
2 

  9𝑅1
2 + 24𝑎𝑅1 − 8𝑎

2 = 0 

  𝑅1 =
−24𝑎 ±√(24𝑎)2 − (4)(9)(−8𝑎2)

(2)(9)
=
−24𝑎 ± √576𝑎2 + 288𝑎2

(18)

=
−24𝑎 ± √864𝑎2

18
=
−24𝑎 ± 29.4𝑎

18
 

  𝑅1 =
−24𝑎 + 29.4𝑎

18
    

  𝑹𝟏 = 𝟎. 𝟑𝒂 𝑳𝑸𝑸𝑫.  

 

Ejercicio 5.19.  

Dada la figura 5.19. Determinar la medida del segmento BC. Sabiendo 

que 𝑀𝑄,  𝐵𝑇,  𝐶𝑆 son tangentes comunes, 𝑅2 = 8𝑢 y  𝑅1 = 6𝑢 

 

Figura 5.19 
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𝐻) 𝑀𝑄,  𝐵𝑇,  𝐶𝑆 𝑇𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑢𝑛𝑒𝑠          

  𝑅2 = 8𝑢 

         𝑅1 = 6𝑢 

𝑇) 𝐵𝐶 =? 

 

Solución: 

 

 𝛩(𝑂1, 𝑅1) 

𝑎) 𝐶𝑆 = 𝐶𝑀  :   𝐵𝑀

= 𝐵𝑁 𝑝𝑜𝑟 𝑙𝑎 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑎 𝑢𝑛𝑎 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑛𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 

𝑏) 𝑂1𝑀 ⊥ 𝑀𝐶  ∴   𝑅1 ⊥ 𝑀𝐶 𝑝𝑜𝑟 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 

𝑐) 𝑂1𝑆 ⊥ 𝑆𝐶   ∴   𝑅1 ⊥ 𝑆𝐶 

  𝐸𝑙 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑖𝑙á𝑡𝑒𝑟𝑜 𝑂1𝑁𝐴𝑆 𝑒𝑠 𝑢𝑛 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑜 𝑝𝑜𝑟 𝑙𝑜 𝑡𝑎𝑛𝑡𝑜:  𝑅

= 𝑂1𝑁 = 𝑁𝐴 = 𝐴𝑆 = 𝑂1𝑆 = 6 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

 𝛩(𝑂2, 𝑅2) 

𝑑) 𝑂2𝑃 ⊥ 𝐴𝐶   ∴   𝑅2 ⊥ 𝐴𝐶  𝑝𝑜𝑟 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 

𝑒) 𝑂2𝑇 ⊥ 𝐴𝑇   ∴   𝑅2 ⊥ 𝐴𝑇 

𝑓) 𝑂1𝐾 = 𝑀𝑄 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛  

𝑔) 𝛥𝑂1𝑁𝐴 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜   ∴    𝑂1𝐴 = √(𝑂1𝑁)
2 + (𝑁𝐴)2

= √(6𝑢)2 + (6𝑢)2   ⇒   𝑂1𝐴 = 8.48𝑢 

  𝛥𝐴𝑂2𝑇 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜   ∴    𝑂2𝐴 = √(𝑂2𝐴)
2 + (𝑃𝑂2)

2

= √(8𝑢)2 + (8𝑢)2   ⇒  𝑂2𝐴 = 11.31𝑢   

  𝛥𝑂1𝑂2𝐾  𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

𝑖) 𝑂1𝑂2 = 𝑂1𝐴 + 𝑂2𝐴 = 8.48𝑢 + 11.31𝑢   ∴   𝑂1𝑂2 = 19.79𝑢 

𝑗) 𝐵𝑄 = 𝐵𝑇 

  𝐵𝐶 + 𝐶𝑄 = 𝐵𝐴 + 𝐴𝑇         ∶        𝐵𝐶 + 𝐶𝑄

= 𝐵𝑁 + 𝑁𝐴 + 𝐴𝑇     ∶   𝐵𝐶 + 𝐶𝑄 = 𝑀𝐵 + 6𝑢 + 8𝑢 
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𝑘) 𝐵𝐶 + 𝐶𝑄 −𝑀𝐵 = 14 

𝑙) 𝑆𝐶 = 𝐶𝑀 

  𝑆𝐴 + 𝐴𝑃 + 𝑃𝐶 = 𝑆𝐶  :   6𝑢 + 8𝑢 + 𝑃𝐶 = 𝑀𝐵 + 𝐵𝐶 

𝑚) 𝑀𝐵 + 𝐵𝐶 − 𝑃𝐶 = 14 

   (𝑘) = (𝑚) 

  𝐵𝐶 + 𝐶𝑄 −𝑀𝐵 = 𝑀𝐵 + 𝐵𝐶 − 𝑃𝐶   ∴    𝑀𝐵 = 𝑃𝐶 = 𝐶𝑄

= 19.69𝑢 

  𝛥𝑂1𝑂2𝑘 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

  𝑆𝑒𝑛 ∠𝑂1𝑂2𝑘 =
𝑂1𝑘

𝑂1𝑂2
=
19.69

19.79
   ∴    𝑚∠𝑂1𝑂2𝑘 = 84.23° 

𝑛) 𝐸𝑛 𝑒𝑙 𝑡𝑟𝑎𝑝𝑒𝑧𝑜𝑖𝑑𝑒 𝑠𝑖𝑚è𝑡𝑟𝑖𝑐𝑜 𝑃𝐶𝑄𝑂2 

  1𝑚∠1 =
1𝑚∠𝑂1𝑂2𝑘 − 1𝑚∠𝑂1𝑂2𝑃

2
=
84.23°− 45°

2
   

⇒   1𝑚∠1 = 19.62° 

  𝛥𝑃𝐶𝑂2 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

𝑜) 𝑡𝑎𝑔 19.62° =
𝑃𝐶

𝑃𝑂2
   ∴   𝑃𝐶 = (𝑡𝑎𝑔.  19.62°)(8𝑢)    

⇒   𝑃𝐶 = 2.85𝑢 

𝑝) 𝑀𝑄 = 𝑀𝐵 + 𝐵𝐶 + 𝐶𝑄   ∴    𝐵𝐶 = 𝑀𝑄 −𝑀𝐵 − 𝐶𝑄 

  𝐵𝐶 = 19.69 − 2.85 − 2.85  

𝑩𝑪 = 𝟏𝟒𝒖 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 5.20.  

Determinar la mediad del segmento HD. Conociendo que la recta CS es 

tangente a la circunferencia (O, R), AB = 12.5u, AS = 13.5u, y BK = 6u. 

 

Figura 5.20 

 

 

 

𝐻) 𝐶𝑆  𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 𝛩(𝑂, 𝑅)         

  𝐴𝐵 = 12.5𝑢 

  𝐴𝑆 = 13.5𝑢 

  𝐵𝐾 = 6𝑢 

𝑇) 𝐻𝐷 =? 

 

Solución: 

 

𝐴𝑆 𝐼𝐼 𝐵𝐾 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝛥𝐴𝑆𝐶  ≈  𝛥𝐵𝐾𝐶 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 
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𝑎)  
𝐴𝑆

𝐵𝐾
=
𝐴𝐶

𝐵𝐶
=
𝑆𝐶

𝐾𝐶
   ∴    

𝐴𝑆

𝐵𝐾
=
𝐴𝐶

𝐵𝐶
    ⇒   

13.5𝑢

6𝑢

=
𝐴𝐶

𝐵𝐶
 

  𝐵𝐶 =
6𝑢

13.5𝑢
. 𝐴𝐶    ∴   𝐵𝐶 = 0.44(𝐴𝐵 + 𝐵𝐶)

= 0.44(12.5) + 0.44𝐵𝐶)   ⇒   𝐵𝐶 = 5.55 + 0.44𝐵𝐶 

𝑏) 𝐵𝐶 = 9.9𝑢 

𝑐) 𝛥𝐷𝐻𝐶 ≈ 𝛥𝐵𝐾𝐶 

  
𝐷𝐻

𝐵𝐾
=
𝐷𝐶

𝐵𝐶
=
𝐻𝐶

𝐾𝐶
    ∴   

𝐷𝐻

𝐵𝐾
=
𝐷𝐶

𝐵𝐶
    

𝑑) 𝐷𝐻 = (𝐵𝐾)
𝐷𝐶

𝐵𝐶
 

𝑒) 𝐴𝐶 = 𝐴𝐵 + 𝐵𝐶   𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

  𝐴𝐶 = 12.5𝑢 + 9.9𝑢     ∴   𝐴𝐶 = 22.41𝑢 

𝑓) 𝐷𝐶2

= (𝐴𝐶)(𝐵𝐶)  𝑟𝑒𝑙𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎 𝑑𝑒 𝑙𝑎  𝑠𝑒𝑐 𝑎 𝑛𝑡𝑒 𝑦 𝑙𝑎 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 

  𝐷𝐶2 = (22.41𝑢)(9.9𝑢)     ⇒    𝐷𝐶 = 14.89𝑢 

𝑑) 𝐷𝐻 = (6𝑢)
(14.89𝑢)

(9.9𝑢)
 

𝑫𝑯 = 𝟗𝒖 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Capítulo 6 
Áreas de regiones rayadas 
 

 

 

 “Las matemáticas comenzaron a ser una ciencia  

cuando alguien, probablemente un griego,  

enunció proposiciones acerca de cualquier cosa  

o de alguna cosa sin especificar ninguna particularidad.  

Los griegos fueron los primeros en aplicar  

proposiciones a la geometría; por ello,  

la geometría fue la gran ciencia matemática en Grecia.” 

 

― Alfred North Whitehead 

 

Objetivo 

Definir, interpretar y aplicar las proposiciones correspondientes que 

permitan que el lector analice casos de figuras que no tienen un perfil 

geométrico básico, que sea capaz de aplicar su criterio lógico con la 

ayuda del álgebra y a trigonometría, para resolver problemas donde se 

presenten figuras geométricas planas. 

 

Logros de aprendizaje 

 

El lector estará en capacidad de: 

 

 Utilizar los conceptos, teoremas, postulados y propiedades de las 

figuras geométricas para calcular áreas de regiones rayadas. 

6 
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 Enunciar y desarrollar las fórmulas para encontrar el área de las 

regiones rayadas.  

 

6.1  Introducción teórica 

 

Superficie. - Es la extensión en que se consideran dos dimensiones que 

son longitud y latitud. La superficie se refiere a la “forma” 

 

Área. - Es la medida de una superficie, el área se refiere al “tamaño”. 

 

Área de un rectángulo. - El área de un rectángulo es igual al producto 

de su base por su altura. 

 

Área de un cuadrado. - El área del cuadrado es igual al lado al 

cuadrado o a la mitad del cuadrado de su diagonal. 

 

Área del romboide. - El área del romboide es igual al producto de su 

base por su altura. 

 

Área de un triángulo. - El área de un triángulo es igual a la mitad del 

producto de su base por su altura. 

 

Área de un triángulo cualquiera en función de sus lados. - El área de 

un triángulo en términos de sus lados "a”, "b", "c”, está dada por el 

teorema de Herón “El área de todo triángulo es igual a la raíz cuadrada 

del producto del semiperímetro y su diferencia con cada lado”.  



 

 

 

241 

 

Área de un triángulo a través de una expresión trigonométrica. - En 

todo triángulo, el área se puede expresar como el semiproducto de dos 

lados, por el seno del ángulo comprendido. 

 

Área de un triángulo equilátero en función de su lado. - El área de 

un triángulo es igual al lado al cuadrado por la raíz cuadrada de tres 

dividida para cuatro. 

  

Área del triángulo en función de sus lados y del radio de la 

circunferencia inscrita. - El área de un triángulo es igual al producto 

de su semi - perímetro por el radio de la circunferencia inscrita. 

  

Área de un triángulo en función de sus lados y del radio de la 

circunferencia circunscrita. - El área de un triángulo es igual al 

producto de sus lados divididos por el cuádruplo del radio de la 

circunferencia circunscrita. 

 

Área de un triángulo en función del ángulo comprendido. - El área 

de un triángulo cualquiera es igual al semiproducto de dos lados por el 

seno del ángulo comprendido. 

 

Área del rombo. - El área del rombo es igual al semi - producto de sus 

diagonales. 
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Área de un trapezoide. - Es igual al producto de una diagonal por la 

semi - suma de las perpendiculares trazadas a esta desde los otros dos 

vértices. 

 

Área del trapecio. - El área del trapecio es igual a la semi - suma de sus 

bases multiplicada por su altura. 

 

Área de un cuadrilátero. - El área de un cuadrilátero es igual al 

semiproducto de sus diagonales por el seno del ángulo comprendido 

entre ellos. 

 

Área de un polígono regular. - El área de un polígono regular es igual 

al producto de su semi - perímetro por su altura (apotema). 

 

Área de un polígono cualquiera. - Es igual a la suma de las áreas de 

los triángulos parciales en los que se puede descomponer el polígono. 

 

Área de un círculo. - El área de un círculo es igual al producto de π por 

el cuadrado del radio. La longitud de una circunferencia es igual al doble 

de π multiplicado por el radio. 

 

Área de un sector circular. - El área de un sector circular (OMNO) es 

igual al semi - producto de la longitud de su arco por el radio. Un sector 

circular de 1º de amplitud tendrá un área 360 veces menor, es decir, por 

ser “n” veces mayor que el área de un sector circular de 1º de amplitud. 
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Área del segmento circular. - El área de segmento circular es igual al 

área del sector circular que abarca el mismo arco menos el área del 

triángulo formado por los radios que lo delimitan y la cuerda 

correspondiente. 

 

Área de la corona circular. - El área de una corona circular de radios 

R, r es igual al producto de π por la diferencia de los cuadrados de dichos 

radios. 

 

 6.2  Ejercicios resueltos de área de regiones rayadas 

 

 

Ejercicio 6.1.  

Determine el área de la región rayada de la figura 6.1. 

 

Figura 6.1 

 

 

𝐻)  𝑂1𝐵𝐴𝐶 → 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑜     

     𝐴𝐸𝐶𝐷 →   𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑜 
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    𝐸𝑂1𝐷𝐹 → 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑜 

      𝑂1𝐵 = 8𝑚 

 
𝑇) 𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 =? 

 

Solución:  

 

  𝐵𝑃  ∧ 𝑃𝐹   𝑐𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎𝑠  𝑝𝑜𝑟  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

  𝑂𝐵 = 𝑂𝐹 = 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎 ⊗ (𝑂, 𝑅) = 12𝑚 = 𝑅 

𝑎) 𝑂1𝐴 = 𝑂1𝐸 = 𝑅1 = 8𝑚 

𝑏) 𝑂2𝐴 = 𝑂2𝐸 = 𝑅2 = 4𝑚 

𝑐) 𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2𝐴1 + 2𝐴2 + 𝐴𝑟𝑒𝑎
⊗

2
(𝑂2, 𝑅2) + Á𝑟𝑒𝑎  𝛥 𝐴𝑃𝐸   

𝑑) 𝐴1 = 0.5𝑅
2 (
(𝜋)(1𝑚∠𝑃𝑂𝐵)

1800
− 𝑆𝑒𝑛𝑜 ∠𝑃𝑂𝐵)      

    𝐴1 = 0.5𝑅
2(1.57 − 1)   ⇒    𝐴1 = 0.285𝑅

2

= (0.285)(12𝑚)2   

𝑒)  𝐴1 = 41.09𝑚
2  

𝑓) 𝐴2 = 0.5𝑅1
2 (
(𝜋)(1𝑚∠𝐴𝑂1𝐵)

1800
− 𝑆𝑒𝑛. ∠𝐴𝑂1𝐵) 

     𝐴2 = 0.5(8𝑚)
2(1.57 − 1)    ⇒     𝐴2

= 18.24𝑚2  (𝑓 ∗) 

𝑔) 𝐴3 = 𝜋 
𝑅2
2

2
  ⇒   𝐴3 = 25.13𝑚

2  (𝑔 ∗)   

ℎ) 𝐴4 =
(𝐴𝐸)(𝑂2𝑃)

2
=
(8𝑚)(4𝑚)

2
   ⇒   𝐴4 = 16𝑚

2 (ℎ) 

  (𝑒), (𝑓 ∗), (𝑔 ∗), (ℎ) 𝑒𝑛 (𝑐) 

   𝐴𝑖𝑖𝑖 = 2(41.09𝑚
2) + 2(18.24𝑚2) + 25.13𝑚2 + 16𝑚2 

   𝐴𝑖𝑖𝑖 = (82.18 + 36.48 + 25.13 + 16)𝑚
2 

     𝑨𝒊𝒊𝒊 = 𝟏𝟓𝟗. 𝟕𝟗𝒎
𝟐 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 6.2.  

Calcular el área de la región rayada de la figura 6.2. 

 

Figura 6.2 

 

 

𝐻) 𝐴𝑂 = 𝑅     

𝑇) 𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 =?  𝑓(𝑅) 

 

Solución:  

 

𝑎) 𝑂1𝑃 = 𝑅1 → 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛. 

𝑏) 𝑂𝐶 = 𝑅   → 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

   𝛥 𝑂1𝑂𝑂2 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

𝑐) 𝑂1𝑂2
2
= 𝑂1𝑂

2
+ 𝑂2𝑂

2
 𝑝𝑜𝑟 𝑃𝑖𝑡á𝑔𝑜𝑟𝑎𝑠   𝑂1𝑂 = 𝑂2𝑂 = 𝑥 

   (2𝑅1)
2 = 𝑥2 + 𝑥2    ⇒    4𝑅1

2 = 2𝑥2 

   𝑥 = 𝑅1√2   ⇒   𝑥 = 1.414𝑅1 

𝑑) 𝑅 = 𝑅1 + 𝑥 = 𝑅1 + 1.414𝑅1    ⇒    𝑅 = 2.414𝑅1 

   𝑅1 = 0.4142𝑅 
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𝑒) 𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝐴⊗ (𝑂, 𝑅1)

2
− 2𝐴⊗ (𝑂1, 𝑅2) 

𝑓) 𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 =
(𝜋)𝑅2

2
− (2)(𝜋)(𝑅1

2) 

   𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 =
(𝜋)𝑅2

2
− (2)(𝜋)(04142𝑅)2 = 𝑅2 (

𝜋

2
− (2𝜋)(0.1716)) 

    𝑨𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊 = 𝟎. 𝟒𝟗𝟏𝟖𝑹
𝟐 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 6.3.  

Las bases de un trapecio miden 8m y 6m y su altura 5m, se trazan dos 

paralelas a las bases que dividen en tres partes iguales a los otros dos 

lados. Calcular las áreas de los tres trapecios parciales que se forman. 

 

Figura 6.3 

 

 

𝐻) 𝐴𝐵 = 8𝑚   

𝐷𝐶 = 6𝑚 

𝐷𝐾 = 5𝑚 
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Solución: 

 

𝑎) 𝐸𝐺 ∥ 𝐷𝐶 ∥ 𝐴𝐵 ∥ 𝐹𝐻  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 𝐷𝐸 = 𝐸𝐹 = 𝐹𝐴  𝑝𝑜𝑟 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑇ℎ𝑎𝑙𝑒𝑠 

𝑐) 𝐶𝐺 = 𝐺𝐻 = 𝐴𝐷  𝑝𝑜𝑟 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑇ℎ𝑎𝑙𝑒𝑠 

𝑑) 𝐷𝑀 = 𝑀𝑁 = 𝑁𝐾   "   "   "  " 

   𝑇𝑅𝐴𝑃𝐸𝐶𝐼𝑂 𝐷𝐹𝐻𝐶 

𝑓) 𝐸 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝐹𝐷 

   𝐺        HC 

𝑔) 𝐸𝐺 =  𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑡𝑟𝑎𝑝𝑒𝑐𝑖𝑜𝐷𝐹𝐻𝐶 

ℎ) 𝐸𝐺 =
𝐹𝐻 + 𝐷𝐶

2
  𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑡𝑟𝑎𝑝𝑒𝑐𝑖𝑜   

   𝑇𝑅𝐴𝑃𝐸𝐶𝐼𝑂  𝐸𝐺𝐴𝐷 

𝑖) 𝐹 = 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝐸𝐴    :    𝐻 = 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝐺𝐵 

𝑗) 𝐹𝐻 = 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑡𝑟𝑎𝑝𝑒𝑐𝑖𝑜 𝐸𝐺𝐵𝐴 

𝑘) 𝐹𝐻 =
𝐴𝐵 + 𝐸𝐺

2
   

  (ℎ) 𝑒𝑛 (𝑙) 

𝑙) 𝐹𝐻 =
𝐴𝐵

2
+
𝐹𝐻 + 𝐷𝐶

4
=
8𝑚

2
+
𝐹𝐻

4
+
6𝑚

4
   ⇒     𝐹𝐻

= 7.33𝑚 (𝑚 ∗)  

 (𝑚 ∗) 𝑒𝑛 (ℎ) 

𝑚) 𝐸𝐺 =
(7.33 + 6)𝑚

2
   𝐸𝐺 = 6.66𝑚 

 

   Á𝑹𝑬𝑨 𝑫𝑬𝑳 𝑻𝑹𝑨𝑷𝑬𝑪𝑰𝑶 𝑨𝑫𝑪𝑩 

𝑛) 𝐴1 =
(𝐴𝐵 + 𝐷𝐶)

2
∗ 𝐷𝐾 =

(8𝑚 + 6𝑚)

2
∗ 5𝑚       

𝑨𝟏 = 𝟑𝟓𝒎
𝟐 𝑳𝑸𝑸𝑫 
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Á𝑹𝑬𝑨 𝑫𝑬𝑳 𝑻𝑹𝑨𝑷𝑬𝑪𝑰𝑶  𝑫𝑪𝑮𝑬 = 𝑨𝟐 

𝑜) 𝐴2 =
(𝐸𝐺 + 𝐷𝐶)

2
∗ 𝐷𝐾2 =

(6.66𝑚 + 6𝑚)

2
∗ 1.67𝑚   

     𝑨𝟐 = 𝟏𝟎. 𝟓𝟕𝒎
𝟐 𝑳𝑸𝑸𝑫 

 

Á𝑹𝑬𝑨 𝑫𝑬𝑳 𝑻𝑹𝑨𝑷𝑬𝑪𝑰𝑶 𝑬𝑮𝑯𝑭 = 𝑨𝟑 

𝑝) 𝐴3 =
(𝐹𝐻 + 𝐸𝐺)

2
∗ 𝐾1𝐾2 =

(7.33𝑚 + 6.66𝑚)

2
∗ 1.67𝑚  

 𝑨𝟑 = 𝟏𝟏. 𝟔𝟖𝒎
𝟐 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Á𝑹𝑬𝑨 𝑫𝑬𝑳 𝑻𝑹𝑨𝑷𝑬𝑪𝑰𝑶 𝑭𝑯𝑩𝑨 = 𝑨𝟒 

𝑞) 𝐴4 =
(𝐴𝐵 + 𝐹𝐻)

2
∗ 𝐾𝐾1 =

(8𝑚 + 7.33𝑚)

2
∗ 1.67𝑚 

𝑨𝟒 = 𝟏𝟐. 𝟖𝒎
𝟐 𝑳𝑸𝑸𝑫 

 

Ejercicio 6.4.  

Calcular el radio R de la figura 6.4, sabiendo que: 

 

𝐻) 𝐴𝑖𝑖𝑖 = 100𝑚
2         

  𝐴𝐵 𝑡𝑎𝑛𝑔. 

  3𝑅1 = 𝑅  

𝑇) 𝑅 =? 
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Figura 6.4 

 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝑂𝐴 = 𝑅     𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑖ó𝑛 

𝑏) 𝑇𝑂1 = 𝐴𝐵   𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑖ó𝑛. 

𝑐) 𝑇𝑂 =
2

3
𝑅 

   𝐷𝑒𝑠𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑚𝑜𝑠 𝑙𝑎 𝑓𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 𝑝𝑟𝑖𝑛𝑐𝑖𝑝𝑎𝑙 

𝑑) Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝐴𝐵𝑇𝑂1 = 𝐴1 

𝑒) Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑇𝑂𝑂1 = 𝐴2 

𝑓) Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙  𝑠𝑒𝑐 𝑡 𝑜𝑟 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝐴𝑃𝑂 = 𝐴3 

𝑔) Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙  𝑠𝑒𝑐 𝑡 𝑜𝑟 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝐵𝐾𝑂1 = 𝐴4 

ℎ) Á𝑟𝑒𝑎 𝑟𝑎𝑦𝑎𝑑𝑎 = 𝐴𝑖𝑖𝑖  

   (𝑑), (𝑒), (𝑓), (𝑔)𝑒𝑛(ℎ) 

𝑖) 𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐴1 + 𝐴2 − 𝐴3 − 𝐴4 

   𝛥𝑂𝑇𝑂1 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

  𝐶𝑜𝑠 ∠1 = 𝐶𝑜𝑠 ∠𝑇𝑂𝑂1 =
𝑇𝑂

𝑂𝑂1
=
(
2
3)𝑅

20𝑅
= 0.033   ⇒   1𝑚∠1

= 88° 
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  1𝑚∠𝑂𝑂1𝑇 = 90°− 1𝑚∠1   ⇒    1𝑚∠2 = 2° 

    1𝑚∠𝐾𝑂1𝐵 = 1𝑚∠𝑂𝑂1𝑇 +  90
0 = 2°+ 900    ⇒    1𝑚∠𝐾𝑂1𝐵

= 92° 

   𝛥 𝑂1𝑇𝑂  𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

   𝑂𝑂1
2 = 𝑂𝑇2 + 𝑇𝑂1

2  𝑝𝑜𝑟 𝑃𝑖𝑡á𝑔𝑜𝑟𝑎𝑠    ⇒   𝑇𝑂1
2

= 𝑂𝑂1
2
− 𝑂𝑇

2
 

   𝑇𝑂1
2 = (20𝑅)2 − (0.666𝑅)2    ⇒     𝑇𝑂1 = 19.98𝑅 = 𝐴𝐵 

  𝐴1 = 𝐴𝐵 ∗ 𝑇𝐴 →   𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖ó𝑛    ⇒    𝐴1

= [(19.98)(0.333)]𝑅2   ⇒   𝐴1 = 6.65𝑅
2 (𝑗) 

   𝐴2 =
(𝑂𝑇)(𝑇𝑂1)

2
=
(0666𝑅)(19.98𝑅)

2
    ⇒   𝐴2

= 6.66𝑅2 (𝑘) 

   𝐴3 =
(𝜋)𝑅2 ∗ 𝑚∠1

3600
=
(𝜋)𝑅2(880)

3600
    ⇒     𝐴3

= 0.7679𝑅2 (𝑙) 

  𝐴4 =
(𝜋)𝑅1

2 ∗ 𝑚∠2

3600
=
(𝜋)(0.33𝑅2)(920)

3600
   ⇒  𝐴4

= 0.087𝑅2 (𝑚) 

    (𝑗), (𝑘), (𝑙), (𝑚) 𝑒𝑛 (𝑖) 

   100𝑚2 = 𝐴𝑖𝑖𝑖 = 𝐴1 + 𝐴2 − 𝐴3 − 𝐴4 

   𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = (6.65𝑅
2) + (6.66𝑅2) − (0.7679𝑅2) − (0.087𝑅2) = 12.455𝑅2 

  100𝑚2 = 12.455𝑅2   ∴      𝑅2 =
100𝑚2

12.455
    

𝑹 = 𝟐. 𝟖𝟑𝒎 𝑳𝑸𝑸𝑫.  
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Ejercicio 6.5.  

Calcular el radio R de la figura 6.5 y el área de la región rayada, sabiendo 

que: 

 

𝐻) 𝐴𝐶 = 0.8 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠         

  𝑂𝐴 = 2 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 = 𝑅1           

  𝑂𝑃 = 𝑅  

𝑇) 𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 =? 

𝑅 =? 

 

Figura 6.5 

 

 

Solución: 

 

𝛥 𝐴𝑂𝐸 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

𝐴𝐸2 = 𝑂𝐴2 + 𝑂𝐸2 

𝑎) (𝑅 − 𝑋)2 = (2)2 + (𝑅 − 2)2   

   𝐷𝑒𝑠𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑚𝑜𝑠 𝑙𝑎 𝑓𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 𝑒𝑛  𝑠𝑢𝑝 𝑒 𝑟𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑐𝑖𝑎𝑙𝑒𝑠 
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𝑏) 𝐴𝑖𝑖𝑖 = 𝐴1 − 𝐴2 − 𝐴3  

𝑐) 𝐴1 = á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙  𝑠𝑒𝑐 𝑡 𝑜𝑟 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑇𝑃𝐵𝐸  

𝑑) 𝐴2 = á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑒𝑚𝑖 − 𝑐í 𝑟𝑐𝑢𝑙𝑜 (𝑜, 𝑅1)  

𝑒) 𝐴3 = á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑄𝐴𝐸  

   𝛥𝐴𝐵𝐶 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

𝑓) 𝐶𝑜𝑠 ∠𝐵𝐴𝐶 = 𝐶𝑜𝑠∠1  =
𝐴𝐶

𝑥
=
0.8

𝑥
    

   𝛥 𝐴𝑂𝐸 

𝑔) 𝐶𝑜𝑠∠𝑂𝐴𝐸 = 𝐶𝑜𝑠∠1 =
𝑂𝐴

𝐴𝐸
=

2

𝑅 − 𝑥
    

   (𝑏) = (𝑐) 

   
0.8

𝑥
=

2

𝑅 − 𝑥
     ⇒    0.8𝑅 − 0.8𝑥 = 2𝑥  ⇒   𝑅

=
(2.8)(𝑥)

0.8
 

ℎ) 𝑅 = (3.5)(𝑥)     

  (𝑑) 𝑒𝑛 (𝑎) 

   (3.5𝑥 − 𝑥2) = 4 + (3.5𝑥 − 2)2   𝑑𝑒𝑠𝑎𝑟𝑟𝑜𝑙𝑙𝑎𝑛𝑑𝑜  

⇒  6𝑥2 − 14𝑥 − 8 = 0 

𝑖) 𝐸𝑙 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟 𝑑𝑒 "𝑥" 𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑖𝑑𝑒𝑟𝑎𝑟 = 1.3    

   (𝑖) 𝑒𝑛 (ℎ) 

   𝑅 = (3.5)(1.33)     ⇒   𝑹 = 𝟒. 𝟔𝟓 𝒖𝒏𝒊𝒅𝒂𝒅𝒆𝒔 

  (𝑒) 𝑒𝑛 (𝑏) 

   𝐶𝑜𝑠 ∠1 =
0.8

1.33
= 0.6   

  1𝑚∠1 = 53° 

   1𝑚∠𝑂𝐸𝐴 = 90°− 53°    

  1𝑚∠2 = 37° 

   1𝑚∠𝑄𝐸𝐴 = 2𝑚∠2 = 74° 
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𝑗) 𝐴1 =
𝜋𝑅2(𝑚∠𝑄𝐸𝐴)

360°
=
(𝜋)(4.65)2(74°)

360°
 

  𝐴1 = 13.96 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠
2  

𝑘) 𝐴2 =
(𝜋)(𝑅1

2)

2
=
(𝜋)(2)2

2
 

  𝐴2 = 6.28𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠
2  

𝑙) 𝐴3 = 
𝑄𝐴 • 𝑂𝐸

2
=
(4)(2.65)

2
 

  𝐴3 = 5.3 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠
2    

  (𝑗), (𝑘), (𝑙)  𝑒𝑛 (𝑏) 

   𝐴𝑖𝑖𝑖 = (13.95 − 6.28 − 5.3) 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠
2   

   𝑨𝒊𝒊𝒊 = 𝟐. 𝟑𝟔 𝒖𝒏𝒊𝒅𝒂𝒅𝒆𝒔
𝟐 𝑳𝑸𝑸𝑫  

 

Ejercicio 6.6.  

Calcular el área de la región rayada de la figura 6.6 en función del radio 

R, sabiendo que: 
 

𝐻) M,N,P,Q puntos medios de los radios     

𝑇)  Aiii  = ? f (𝑅) 

 

Figura 6.6 
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Solución: 

 

   𝑅 = 2R1  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

   𝑅 = 𝑂𝑁 + 𝑁𝐶  𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

   𝛥. 𝐴𝑂𝐶 → 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

   𝐴𝑂 = 𝑂𝐶 = 𝑅 

   𝐷𝑒𝑠𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑚𝑜𝑠 𝑒𝑙  𝑠𝑒𝑐 𝑡 𝑜𝑟 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝐴𝑇𝐶𝑂𝐴 = 𝐴0 

𝑎) 𝐴𝑖𝑖𝑖 = 𝐴0 − 8𝐴3 

𝑎 ∗) Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙  𝑠𝑒𝑐 𝑡 𝑜𝑟 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝐴𝑇𝐶𝑂𝐴 = 𝐴0 

𝑏) 𝐴3 = 𝐴1 + 𝐴2 

𝑐) Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝐴𝑇𝐶𝐴 = 𝐴1 

𝑑) Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙  𝑠𝑒𝑐 𝑡 𝑜𝑟 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝐴𝐶𝑁𝐴 = 𝐴2 

   𝐴𝐶 = 𝑅1    ⇒    𝐴𝐶 = (0.5)𝑅 

𝑒) 𝐴𝐶
2

= 𝐴𝑂
2
+ 𝑂𝐶

2

− 2(𝐴𝑂)(𝑂𝐶). 𝐶𝑜𝑠∠. 𝐴𝑂𝐶   𝑙𝑒𝑦 𝑑𝑒𝑙  𝑐𝑜𝑠 𝑒 𝑛𝑜 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝛥. 𝐴𝑂𝐶 

   𝐶𝑜𝑠. ∠𝐴𝑂𝐶 =
𝐴𝑂

2
+ 𝑂𝐶

2
− 𝐴𝐶

2

2(𝐴𝑂)(𝑂𝐶)
=
𝑅2 + 𝑅2 − (0.5)2𝑅2

2(𝑅)(𝑅)
= 0.875  

  1𝑚∠𝐴𝑂𝐶 = 29° 

    2𝑚∠𝐴𝐶𝑂 + 1𝑚∠𝐴𝑂𝐶 = 180°  𝑇. 𝐹. 𝛥   

  1𝑚∠𝐴𝐶𝑂 =
180°− 29°

2
= 75.5°  

  1𝑚∠ 1 = 75.5° 

 𝐴1 =
1

2
𝑅2 [

(𝜋)(29°)

180°
− 𝑆𝑒𝑛 29°]   

𝑓) 𝐴1 = 0.01066𝑅
2 

   𝐴2 =
(𝜋)(𝑅1

2)(𝑚∠75.5°)

360°
=
(𝜋)(0.5𝑅)2(75.5°)

360°
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𝑔) 𝐴2 = 0.1647𝑅
2 

   (𝑓), (𝑔) 𝑒𝑛 (𝑏) 

ℎ) 𝐴3 = (0.01066 + 0.1647)𝑅
2  

  𝐴3 = 0.175𝑅
2 

   (ℎ) 𝑒𝑛 (𝑎) 

  𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = (𝜋)(𝑅
2) − (8)(0.175𝑅2)   

       𝑨𝒊𝒊𝒊 = 𝟏. 𝟕𝟑𝟖𝑹
𝟐 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 6.7.  

Calcular el área de la región rayada de la figura 6.7 en función del radio 

R, sabiendo que: 

 

𝐻) 𝐴𝐷
∩

= 60°         

𝑇) 𝐴𝑖𝑖𝑖 =?  𝑓(𝑅) 

 

Figura 6.7 
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Solución: 

 

𝑎) 𝑃𝐴 = 𝑃𝑀 = 𝑃𝑄 = 𝑅1 

   𝑂𝐴 = 𝑂𝐶 = 𝑂𝑃 = 𝑅 

   𝐴𝐷 = 𝑅1 = 𝑐𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛. 

   𝐷𝑂 = 𝑅 ⇒ 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛. 

   𝐷𝑒𝑠𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠𝑖𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑒𝑚𝑖𝑐í𝑟𝑐𝑢𝑙𝑜 𝐶𝐷𝐴𝑃𝑂𝐶 

   𝐴𝑖𝑖𝑖 = 𝐴0 − (𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4) 

   𝐴0 = Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑒𝑚𝑖 ′ − 𝑐í 𝑟𝑐𝑢𝑙𝑜 𝛩(𝑂, 𝑅) 

   𝐴1 = Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 . 𝐴𝐸𝑃𝐹𝐴  

   𝐴2 = Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑒𝑐 𝑡 𝑜𝑟 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝐴𝑀𝑃𝐴 

   𝐴3 = Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 . 𝐷𝑂𝑃     

   𝐴4 = Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑒𝑐 𝑡 𝑜𝑟 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝐷𝐶𝑂𝐷 

𝑏) 𝐴1 =
1

2
𝑅2(
𝜋. 90º

180º
− 𝑆𝑒𝑛𝑜. 90º)    ⇒     𝐴1 = 0.285𝑅

2 

𝑐) 𝐴2 =
𝜋. 𝑅1

2. 𝑚∠𝐴𝑃𝑀

360°
 

   1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 45º 

   1𝑚∠3 = á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙  = 𝑎𝑟𝑐𝑜 𝐴𝐷 = 60° 

   1𝑚∠𝐷𝑂𝑃 = 1𝑚∠3 + 90º = 60°+ 90°   ⇒   1𝑚∠𝐷𝑂𝑃

= 150° 

   𝛥. 𝐷𝑂𝑃 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠    ⇒      𝑂𝐷 = 𝑂𝑃 = 𝑅 

   1𝑚∠.𝑂𝐷𝑃 = 1𝑚∠.𝑂𝑃𝐷 = 1𝑚∠2 

  ⥂  2𝑚∠2 + 1𝑚∠.𝐷𝑂𝑃 = 180º  ⇒    1𝑚∠2 = 15° 

   1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 45º    ⇒    1𝑚∠1 = 30° 

  𝛥𝐴𝑂𝑃 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

   𝐴𝑃2 = 𝐴𝐷2 + 𝑂𝑃2   ⇒   𝑅1
2 = 𝑅2 + 𝑅2    ⇒   𝑅1

2

= 1.4142𝑅 
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𝑐 ∗) 𝐴2 =
𝜋. 𝑅1

2.𝑚∠𝐴𝑃𝑀

360º
=
𝜋. (2𝑅2)(30º)

360º
   ⇒   𝐴1

= 0.524𝑅2    

   𝛥. 𝑂𝐻𝑃 → 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

   𝑆𝑒𝑛. ∠2 =
𝑂𝐻

𝑂𝑃
  ⇒  𝑂𝐻 = 𝑂𝑃. 𝑆𝑒𝑛. 15º  ⇒   𝑂𝐻

= 0.258𝑅 

   𝐴3 = 2 𝑎𝑟𝑒𝑎𝑠 𝑑𝑒𝑙 𝛥𝑂𝐻𝑃 = 2 [
(𝑂𝐻)(𝐻𝑃)

2
] = (𝑂𝐻)(𝐻𝑃) 

   
𝑆𝑒𝑛. 150º

𝐷𝑃
=
𝑆𝑒𝑛. 15º

𝑂𝐷
  ;  𝐷𝑃 =

(0.5)(𝑅)

0.258
  ⇒   𝐷𝑃

= 1.932𝑅 

  
𝐷𝑃

2
= 𝐷𝐻 = 𝐻𝑃 = 0.966𝑅 

𝑑) 𝐴3 = (0.258𝑅)(0.966𝑅)     ⇒    𝐴3 = 0.25𝑅
2   

𝑒) 𝐴4 =
𝜋. 𝑅2. 30º

360º
  ⇒    𝐴4 = 0.261𝑅

2   

𝑓) 𝐴0 =
𝜋. 𝑅2

2
    ⇒    𝐴0 = 1.57𝑅

2   

  (𝑏), (𝑐 ∗), (𝑑), (𝑒), (𝑓) 𝑒𝑛 (𝑎) 

  𝐴𝑖𝑖𝑖 = 𝐴𝑎 − (𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4) 

   𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1.57𝑅
2 − (0.285𝑅2 + 0.524𝑅2 + 0.25𝑅2 + 0.261𝑅2)    

  𝑨𝒊𝒊𝒊 = 𝟎. 𝟐𝟓𝑹
𝟐 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 6.8.  

Calcular el área de la región rayada de la figura 6.8. 

 

Figura 6.8 

 

 

𝐻) 𝐵𝐶 = 20𝑚 

𝐵𝐴 = 10𝑚 

𝑇)  𝐴𝑖𝑖𝑖 =? 

 

Solución: 

 

𝛥 𝑂𝐶𝐵 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜. 

𝑎) (𝑂𝐵
2
) = 𝑂𝐶

2
+ 𝐵𝐶

2
  𝑝𝑜𝑟 𝑃𝑖𝑡á𝑔𝑜𝑟𝑎𝑠    

∴    (𝑅 + 𝐵𝐴)2 = 𝑅2 + (2𝑂𝑚)2     ⇒     𝑅

= 15𝑚 

𝑏) 𝑂𝐵 = 𝑂𝐴 + 𝐴𝐵   𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

𝑐) 𝑂𝐵 = 𝑅 + 𝐴𝐵   :       𝑂𝐵 = 15𝑚 + 10𝑚    

⇒   𝑂𝐵 = 25𝑚 

 

  𝛥 𝑂𝐶𝐵 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 
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𝑑) 𝑆𝑒𝑛 ∠𝐶𝑂𝐴 =
𝐶𝐵

𝑂𝐵
=
20𝑚

10𝑚
  ⇒   1𝑚∠𝐶𝑂𝐴 = 53.13° 

  𝐴𝑛𝑎𝑙𝑖𝑧𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑙𝑎 𝑓𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑜 

𝑒)  Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑂𝐶𝐵

= Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙  𝑠𝑒𝑐 𝑡 𝑜𝑟 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑂𝐶𝐴 + 𝐴𝑖𝑖𝑖  

  Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙  𝛥  𝑂𝐶𝐵 = 𝐴1 

  Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙   𝑠𝑒𝑐 𝑡 𝑜𝑟 . 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑂𝐶𝐴 = 𝐴2 

 

𝑓) 𝐴 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐴1 − 𝐴2     

𝑔) 𝐴1 =
(𝑂𝐶)(𝐶𝐵)

2
=
(15𝑚)(20𝑚)

2
= 150𝑚2  

ℎ) 𝐴2 =
(𝜋)(𝑅2)(𝑚∠𝐶𝑂𝐴)

360°
=
𝜋. (15𝑚)2(53.13°)

360°
= 104𝑚2  

  (𝑔) 𝑦 (ℎ) 𝑒𝑛 (𝑓) 

    𝐴 𝑖𝑖𝑖 = 150𝑚
2 − 104𝑚2 

𝑨 𝒊𝒊𝒊 = 𝟒𝟔𝒎
𝟐 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 6.9.  

Calcular el área de la región rayada de la figura 6.9. 

 

Figura 6.9 
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𝐻) 𝐴𝐶
∩

= 𝐶𝐷
∩

= 𝐷𝐵
∩

        

𝑇) 𝐴𝑖𝑖𝑖 =?  𝑓(𝑅) 

 

Solución: 

 

  𝐴𝐶   ∧  𝐷𝐵   𝑐𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎𝑠 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

  𝑂𝐴  = 𝑂𝐵 = 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎  𝛩  (𝑂, 𝑅) 

  𝛥 𝐴𝐶𝐵 

𝑎) 1𝑚∠ 𝐴𝐶𝐵 = á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜. 𝑖𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜 =
𝐴𝐵
∩

2
=
180°

2
= 90° 

𝑏) 1𝑚∠ 𝐴𝐶𝐵 = 90º = 1𝑚∠𝐴𝐷𝐵 

    𝛥 𝐴𝐶𝐵 ∧𝛥 𝐴𝐷𝐵    𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 

    𝐴𝐶
∩

= 𝐶𝐷
∩

 = 𝐷𝐵
∩

   𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠.      ∴      𝐴𝐶

= 𝐷𝐵 = 𝑅    𝑙𝑎𝑑𝑜 𝑑𝑒𝑙  𝑒𝑥á𝑔𝑜𝑛𝑜   

𝑐) 𝐴𝐵2 = 𝐴𝐷2 + 𝐷𝐵2   𝑝𝑜𝑟 𝑃𝑖𝑡á𝑔𝑜𝑟𝑎𝑠 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝛥 𝐴𝐷𝐵  𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

   (2𝑅)2 = 𝐴𝐷
2
+ 𝑅2 ;  𝐴𝐷

2
= 3𝑅2  ;   𝐴𝐷 = 1.732𝑅 = 𝐵𝐶 

   𝑆𝑒𝑛 ∠ 𝐴𝐵𝐷 =
𝐴𝐷

𝐴𝐵
=
1.732𝑅

2𝑅
= 0.8666  ;   1𝑚∠𝐴𝐵𝐷 = 60°

= 1𝑚∠𝐵𝐴𝐶 

   1𝑚𝐷𝐴𝐵 = 1𝑚∠𝐴𝐵𝐶 = 30° 

  𝐸𝑛 𝑒𝑙 𝛥𝐴𝑂𝑃   :    𝑃𝑂 = ℎ = 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 

   𝑇𝑎𝑛𝑔. 30° =
𝑃𝑂

𝐴𝑂
=
ℎ

𝑅
  ⇒  ℎ = (𝑅)(𝑇𝑎𝑛𝑔. 30°)   ⇒    ℎ

= 0.577𝑅 

   𝐴𝑃2 = 𝑃𝑂2 + 𝐴𝑂2    ⇒  𝐴𝑃 = 𝑃𝐵 = 1.15𝑅  ⇒  𝑃𝐷 = 𝑃𝐶

= 0.58𝑅 

𝑑) 𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐴1 − 2𝐴2 − 2𝐴3 
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𝑒) 𝐴1 = Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑒𝑚𝑖 − 𝑐í𝑟𝑐𝑢𝑙𝑜 

𝑓) 𝐴2 = Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑖𝑙á𝑡𝑒𝑟𝑜 𝐴𝐶𝑃𝑂𝐴 = 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑖𝑙á𝑡𝑒𝑟𝑜 𝑂𝑃𝐷𝐵 

𝑔) 𝐴3 = Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝐴𝐶𝑁𝐴 

   𝐴1 =
(𝜋)(𝑅2)

2
  ⇒   𝐴1 = 1.577𝑅

2  (ℎ) 

     𝐴2 = (Á𝑟𝑒𝑎 𝛥𝐴𝐶𝑃 + Á𝑟𝑒𝑎 𝛥𝐴𝑃𝑂) = [
(𝐶𝑃)(𝐶𝐴)

2
] + [

(𝑃𝑂)(𝑂𝐴)

2
]

= [
(0.58𝑅)(𝑅)

2
+
(0.577𝑅)(𝑅)

2
] 

   𝐴2 = 0.5785𝑅
2  (𝑖) 

   𝐴3 =
1

2
𝑅2 [

(𝜋)(60°)

180°
− 𝑆𝑒𝑛 60°] = 0.09𝑅2   (𝑗) 

  (ℎ) , (𝑖) , (𝑗) 𝑒𝑛 (𝑑) 

  𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = [1.577 − (2)(0.5785) − (2)(0.09)] 𝑅
2 

     𝑨𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊 = 𝟎. 𝟐𝟒𝟐 𝑹
𝟐 𝑳𝑸𝑸𝑫.  
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Ejercicio 6.10.  

Calcular el área de la región rayada de la figura 6.10 en función del radio 

R. 

 

Figura 6.10 

 

 

𝐻) 𝐵𝐶 ⊥ 𝐵𝐴       

  𝐵𝐴 ⊥ 𝐴𝐷 

  𝐵𝐶𝐼𝐼𝐴𝐷 

𝑇) 𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 =?  𝑓(𝑅) 
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Solución: 

 

   1𝑚∠𝐵𝐶𝐴 = 1𝑚∠𝐶𝐴𝐷 𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑎𝑙𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜𝑠  𝑖𝑛𝑡 𝑒 𝑟𝑛𝑜𝑠 

   1𝑚∠𝐶𝐵𝐷 = 1𝑚∠𝐵𝐷𝐴  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑎𝑙𝑡𝑒𝑟𝑛𝑜𝑠  𝑖𝑛𝑡 𝑒 𝑟𝑛𝑜𝑠 

   1𝑚∠𝐵𝐸𝐶 = 1𝑚∠𝐴𝐸𝐷 𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑜𝑝𝑢𝑒𝑠𝑡𝑜𝑠 𝑝𝑜𝑟 𝑒𝑙 𝑣é𝑟𝑡𝑖𝑐𝑒 

   𝛥𝐵𝐶𝐸~𝛥AED 

𝑎)  
𝐵𝐶

𝐴𝐷
=
𝐵𝐸

𝐸𝐷
   ⇒   

𝑥

3x

=
𝑥

𝐸𝐷
  𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑒𝑚𝑒𝑗𝑎𝑛𝑧𝑎 𝑑𝑒 𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 

𝑏) ED = 3x 

𝑐) BD = BE + ED = 𝑥 + 3x   ⇒   BD = 4x 

  𝛥 ABD  rectángulo 

𝑑) BD2 = 𝐴𝐵2 + 𝐴𝐷2 

𝑒) 𝐴𝐵2 = 𝐵𝐷2 − 𝐴𝐷2 

   𝐴𝐵 = √(4𝑥)2 − (3𝑥)2 = 2.6457𝑥    ⇒   𝐴𝐵 = 2𝑅

= 2.646𝑥 

𝑓) 𝑅 = 1,323𝑥   ⇒   𝑥 = 0,756𝑅 

   𝛥𝐴𝐵𝐷 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜  

𝑔) 𝑆𝑒𝑛 ∠𝐴𝐵𝐷 =
3𝑥

4𝑥
= 0.75    ⇒   1𝑚∠𝐴𝐵𝐷 = 48.59° 

ℎ) 𝐴𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝛥𝐴𝐵𝐸 = 𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖  

   𝐴𝑖𝑖𝑖 = (0.5)(𝐴𝐵)(𝐵𝐸)𝑆𝑒𝑛 ∠𝐴𝐵𝐸 

   𝐴𝑖𝑖𝑖 = (0.5)(2𝑅)(0.756𝑅)𝑆𝑒𝑛 48.59°  

𝑨 = 𝟎. 𝟓𝟔𝟕𝑹𝟐 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 6.11.  

Hallar la relación 
𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖

𝐴𝛥𝐴𝐵𝐶
 de la figura 6.11 sabiendo que: 

 

𝐻) 𝛥𝐴𝐵𝐶 𝑒𝑞𝑢𝑖𝑙á𝑡𝑒𝑟𝑜            

𝐷𝐹 = 𝐹𝐶 

𝑇)  
𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖
𝐴𝛥𝐴𝐵𝐶

= ? 

 

Figura 6.11 

 

 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 = 𝐴𝐶 = 𝐿 

𝑏) 1𝑚∠𝐴𝐶𝐷 = 1𝑚∠𝐷𝐶𝐵 = 30° 
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𝑐) 𝐷𝐹 = 𝐹𝐶 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

   𝛥𝐴𝐷𝐶 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

   𝐶𝑜𝑠 30° =
𝐷𝐶

𝐿
   ⇒   𝐷𝐶 = 0.866𝐿 

   𝐷𝐶 = 𝐷𝐹 + 𝐹𝐶 = 2𝐷𝐹 = 2𝐹𝐶 

   𝐷𝐹 =
𝐷𝐶

2
=
0.866

2
𝐿    ⇒   𝐷𝐹 = 0.433 𝐿 

𝑑) 𝛥𝐷𝐵𝐹 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

   𝐵𝐹2 = 𝐷𝐵2 + 𝐷𝐹2 = (0.5𝐿)2 + (0.433𝐿)2    ⇒     𝐵𝐹

= 0.6614𝐿 

𝑒) 𝑆𝑒𝑛 ∠𝐷𝐹𝐵 =
0.5𝐿

0.6614𝐿
= 0.7559   ⇒    1𝑚∠𝐷𝐹𝐵

= 49.11° 

𝑓) 𝐸𝑙 á𝑟𝑒𝑎 𝑟𝑎𝑦𝑎𝑑𝑎 = Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝛥𝐹𝐵𝐶 − Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝛥𝐵𝐺𝐸 

   Á𝑟𝑒𝑎 𝑟𝑎𝑦𝑎𝑑𝑎 = 𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖  

   Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝛥𝐹𝐵𝐶 = 𝐴1 

   Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝛥𝐵𝐺𝐸 = 𝐴2 

𝑔) 1𝑚∠𝐷𝐵𝐹 = 90°− 49.11°   ⇒   1𝑚∠𝐷𝐵𝐹 = 40.89° 

   1𝑚∠𝐹𝐵𝐶 = 1𝑚∠𝐷𝐵𝐶 − 1𝑚∠𝐷𝐵𝐹 = 60°− 40.89°   

⇒   1𝑚∠𝐹𝐵𝐶 = 19.11° 

   𝛥𝐷𝐵𝐺 

ℎ) 1𝑚∠𝐵𝐺𝐸 = 1𝑚∠𝐷𝐵𝐺 + 1𝑚∠𝐵𝐷𝐺 = 40.89°+ 60°  

⇒   1𝑚∠𝐵𝐺𝐸 = 100.89° 

   𝛥𝐵𝐺𝐸 

   
𝑆𝑒𝑛 60°

𝐵𝐺
=
𝑆𝑒𝑛 100.89°

0.5𝐿
   ∴   𝐵𝐺 =

(𝑆𝑒𝑛 60°)(0.5𝐿)

𝑆𝑒𝑛 60°
   

⇒    𝐵𝐺 = 0.44 𝐿  
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𝑖) 𝐴1 = (0.5)(𝐵𝐹)(𝐵𝐶)(𝑆𝑒𝑛 19.11°)

= (0.5)(0.6614𝐿)(𝐿)(𝑆𝑒𝑛 19.11°)    ⇒    𝐴1

= 0.1082 𝐿2 

𝑗) 𝐴2 = (0.5)(𝐵𝐺)(𝐵𝐸)𝑆𝑒𝑛 19.11°

= (0.5)(0.44𝐿)(0.5𝐿)𝑆𝑒𝑛 19.11°      ⇒    𝐴2

= 0.036 𝐿2 

𝑘) 𝐴𝑖𝑖𝑖 = 𝐴1 − 𝐴2 = 0.1082𝐿
2 − 0.036𝐿2    ⇒    𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖

= 0.0722𝐿2 

𝑙)  
𝐴𝑖𝑖𝑖
𝐴𝛥𝐴𝐵𝐶

=
0.0722𝐿2

𝐿2√3
4

=
0.0722

0.433
      

𝑨𝒊𝒊𝒊

𝑨𝜟𝑨𝑩𝑪
= 𝟎. 𝟏𝟔𝟔𝟕 𝑳𝑸𝑸𝑫.  

 

Ejercicio 6.12.  

Hallar el área de la región rayada en términos del segmento AB de la 

figura 6.12 sabiendo que: 

 

𝐻)  
𝐴𝐶

𝐵𝐶
=
2

3
 

𝑇) 𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑓(𝐴𝐵) =? 

 

Figura 6.12 
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Solución: 

 

𝑎) 𝐴𝐵 = 𝐵𝐸 + 𝐸𝐷 + 𝐷𝐴 

   𝐵𝐸 = 𝐸𝐷 = 𝐷𝐴   ⇒    𝐴𝐵 = 3𝐵𝐸 = 3𝐸𝐷

= 3𝐷𝐴      

𝑏)  
𝐴𝐶

𝐴𝐵
=
2

3
 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠   ⇒  𝐴𝐶 = 0.66𝐴𝐵 

   𝛥𝐴𝐵𝐶 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

   𝐵𝐶2 = 𝐴𝐵2 − 𝐴𝐶2 = 𝐴𝐵2 − (0.66𝐴𝐵)2    ⇒   𝐵𝐶 = 0.75𝐴𝐵 

   𝐶𝐹 = 𝐹𝐺 = 𝐺𝐴 =
𝐴𝐶

3
= 0.22𝐴𝐵 

   𝑆𝑒𝑛∠𝐵𝐴𝐶 =
0.75𝐴𝐵

𝐴𝐵
= 0.75    ⇒   1𝑚∠𝐵𝐴𝐶 = 48.59° 

   𝛥𝐶𝐷𝐴 

𝑐) 𝐶𝐷2 = 𝐷𝐴2 + 𝐴𝐶2 − 2(𝐷𝐴)(𝐴𝐶) 𝑐𝑜𝑠 4 8.59 𝐿𝑒𝑦 𝑑𝑒𝑙  𝑐𝑜𝑠 𝑒 𝑛𝑜 

   𝐶𝐷2 = (0.33𝐴𝐵) + (0.66𝐴𝐵)2

− 2(0.33𝐴𝐵)(0.66𝐴𝐵) 𝑐𝑜𝑠 4 8.59   ⇒       𝐶𝐷

= 0.5𝐴𝐵 

   
𝑆𝑒𝑛∠𝐷𝐶𝐴

𝐷𝐴
=
𝑆𝑒𝑛∠𝐵𝐴𝐶

𝐶𝐷
  ⇒   𝑆𝑒𝑛∠𝐷𝐶𝐴 =

(𝑆𝑒𝑛48.59)(0.33𝐴𝐵)

(0.5𝐴𝐵)
 

   1𝑚∠𝐷𝐶𝐴 = 29.66° = 1𝑚∠𝐻𝐺𝐶   ⇒  𝛥𝐶𝐻𝐺 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

   𝛥𝐵𝐶𝐸 

   1𝑚∠𝐶𝐵𝐸 = 90°− 48.59°  ⇒   1𝑚∠𝐶𝐵𝐸 = 41.41° 

   𝐶𝐸2 = 𝐵𝐸2 + 𝐵𝐶2 − 2(𝐵𝐸)(𝐵𝐶)𝐶𝑜𝑠∠𝐶𝐵𝐸 

   𝐶𝐸2 = (0.33𝐴𝐵)2 + (0.75𝐴𝐵)

− 2(0.33𝐴𝐵)(0.75𝐴𝐵)𝐶𝑜𝑠41.41°   ⇒       𝐶𝐸

= 0.548𝐴𝐵 
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𝑑)  
𝑆𝑒𝑛∠𝐵𝐶𝐸

𝐵𝐸
=
𝑆𝑒𝑛∠𝐶𝐵𝐸

𝐶𝐸
   ⇒   𝑆𝑒𝑛∠𝐵𝐶𝐸

=
(𝑆𝑒𝑛41.41°)(0.33𝐴𝐵)

(0.548𝐴𝐵)
 

   1𝑚∠𝐵𝐶𝐸 = 23.47° 

𝑒) 1𝑚∠𝐵𝐶𝐴 = 90° = 1𝑚∠𝐵𝐶𝐸 + 1𝑚∠𝐸𝐶𝐷 + 1𝑚∠𝐷𝐶𝐴    

⇒       1𝑚∠𝐸𝐶𝐷 = 36.87° 

𝑓) 𝐶𝑜𝑠∠𝐻𝐶𝐹 = 𝐶𝑜𝑠29.66° =
𝐶𝐹

𝐶𝐻
=
0.22𝐴𝐵

𝐶𝐻
     ⇒   𝐶𝐻

= 0.253𝐴𝐵 

𝑔) 1𝑚∠𝐶𝑃𝐺 = 180°− 25.12°− 2(29.66)°   ⇒   1𝑚∠𝐶𝑃𝐺

= 95.56° 

   
𝑆𝑒𝑛∠𝐶𝑃𝐺

𝐶𝐺
=
𝑆𝑒𝑛∠𝐶𝐺𝐻

𝐶𝑃
   ∴   𝐶𝑃

=
(𝑆𝑒𝑛 29.66)(0.44𝐴𝐵)

𝑆𝑒𝑛95.56
   ⇒    𝐶𝑃 = 0.218𝐴𝐵 

ℎ) Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝛥𝐶𝑃𝐻 = Á𝑟𝑒𝑎 𝑟𝑎𝑦𝑎𝑑𝑎 = (0.5)(𝐶𝐻)(𝐶𝑃)𝑆𝑒𝑛 ∠𝐸𝐶𝐷

= 𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖  

   𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = (0.5)(0.253𝐴𝐵)(0.218𝐴𝐵)𝑆𝑒𝑛 36.87°  

𝑨𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊 = 𝟎.𝟎𝟏𝟔𝟓𝑨𝑩
𝟐 𝑳𝑸𝑸𝑫.  

 

Ejercicio 6.13.  

Hallar la relación 
Aiiiii

AABCD
 de la figura 6.13, sabiendo que: 

 

𝐻)  
𝑅2
𝑅1
=
7

11
  

𝑇)  
𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝐴𝐴𝐵𝐶𝐷

=? 
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Figura 6.13 

 

 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝐴𝐵 𝐼𝐼 𝐶𝐷 𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎 

   𝐴𝐵𝐶𝐷 𝑡𝑟𝑎𝑝𝑒𝑐𝑖𝑜 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠  

𝑏) 𝐵𝐸 = 𝐵𝑁 = 𝐸𝐴 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠  

𝑐) 𝑀𝐶 = 𝐶𝐹 = 𝐹𝐷 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 

𝑑) 𝑃𝑂2 = 𝑁𝑀  𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

𝑒) 𝛥𝑂1𝑃𝑂2 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

   𝑃𝑂2
2 = (𝑂1𝑂2)

2 − (𝑃𝑂1)
2    ⇒   𝑃𝑂2

2

= (𝑅1 + 𝑅2)
2 + (𝑅1 − 𝑅2)

2 

   𝑅2 = 0.636 𝑅1 

   𝑃𝑂2
2 = (1.636𝑅1)

2 + (0.364𝑅1)
2   ⇒   𝑃𝑂2 = 1.59𝑅1 

   𝐴𝐴𝐵𝐶𝐷 − 𝐴⊕(𝑂1:𝑅1) − 𝐴⊕(𝑂2:𝑅2) = 𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖  
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  𝐴𝐴𝐵𝐶𝐷 = 𝐴1 :   𝐴⊕(𝑂1:𝑅1) = 𝐴2 :   𝐴⊕(𝑂2:𝑅2) = 𝐴3 

   𝐴1 − 𝐴2 − 𝐴3 = 𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖  

𝑓) 𝑆𝑒𝑛 ∠𝑁𝑂1𝑂2  =
1.59 𝑅1
1.636𝑅1

= 0.9718  

   1𝑚∠𝑁𝑂1𝑂2  = 76.38°   ⇒   1𝑚∠𝑂1𝑂2 𝑃 = 13.62° 

𝑔) 𝐸𝐵𝑁𝑂1   ∧  𝑀𝐶𝐹𝑂  𝑡𝑟𝑎𝑝𝑒𝑧𝑜𝑖𝑑𝑒𝑠 𝑠𝑖𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑜𝑠 

   1𝑚∠𝐸𝑂1𝑁 = 180°− 76.38°  ⇒   1𝑚∠𝐸𝑂1𝑁 = 103.62° 

   𝛥𝐵𝐸𝑂1 :  𝛥𝐶𝑂2 𝐹 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 

   𝑇𝑎𝑛𝑔.  ∠𝐵𝑂1𝐸 = 𝑇𝑎𝑛𝑔. (
103.62°

2
) =

𝐸𝐵

𝐸𝑂1
=
𝐸𝐵

𝑅1
   ⇒   𝐸𝐵

= 1.27 𝑅1 

   𝑇𝑎𝑛𝑔.  ∠𝐶𝑂2𝐹 = 𝑇𝑎𝑛𝑔. (
76.38°

2
) =

𝐶𝐹

𝑂2𝐹
=
𝐶𝐹

𝑅2
   ⇒   𝐶𝐹

= 0.5𝑅2 

   𝐶𝐷 = 2(𝐶𝐹) = (2)(0.5𝑅1) = 𝑅1       ⇒   𝐶𝐷 = 𝑅1 

   𝐴𝐵 = 2(𝐸𝐵) = 2(1.27𝑅1) = 2.54𝑅1     ⇒   𝐴𝐵 = 2.54𝑅1 

ℎ) 𝐴1 = [
𝐴𝐵 + 𝐶𝐷

2
]𝐸𝐹 = [

2.54𝑅1 + 𝑅1
2

] [3.272𝑅1]   ⇒   𝐴1

= 5.79𝑅1 

𝑖) 𝐴2 = (𝜋)𝑅1
2 = 3.1416𝑅1

2 

𝑗) 𝐴3 = (𝜋)𝑅2
2 = (𝜋)(0.636𝑅1)

2    ⇒    𝐴2 = 1.27𝑅1
2 

   𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = (5.79 − 3.1416 − 1.27)𝑅1
2    ⇒    𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1.378𝑅1

2 

  
𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝐴1

=
1.378𝑅1

2

5.79𝑅1
2     

 

 
𝑨𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊
𝑨𝟏

= 𝟎. 𝟐𝟑𝟖 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 6.14.  

Calcular el área de la región rayada de la figura 6.14. 

 

Figura 6.14 

 

 

𝑇) 𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 =? 

 

Solución: 

 

𝑎)  
𝐶𝑃

𝐶𝐵
=
𝑃𝐴

𝐴𝐵
  𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑏𝑖 𝑠𝑒𝑐 𝑡 𝑟𝑖𝑧  𝑖𝑛𝑡 𝑒 𝑟𝑛𝑎 

   𝑃𝐴 =
(𝐶𝑃)(𝐴𝐵)

𝐶𝐵
=
(3𝑚)(5𝑚)

4𝑚
   ⇒   𝑃𝐴 = 3.75𝑚 

𝑏) 𝐶𝑜𝑠 ∠𝐴𝐵𝐶 =
𝐵𝐶2 + 𝐴𝐵2 − 𝐴𝐶2

(2)(𝐵𝐶)(𝐴𝐵)

=
(4𝑚)2 + (5𝑚)2 − (3𝑚 + 3.75𝑚)2

(2)(4𝑚)(5𝑚)
= −0.114 

   1𝑚∠𝐴𝐵𝐶 = 2𝑚∠1 = 96.55°   ⇒   1𝑚1 = 48.27° 
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𝑆𝑒𝑛 ∠𝐵𝐴𝐶

𝐵𝐶
=
𝑆𝑒𝑛∠𝐴𝐵𝐶

𝐴𝐶
   ⇒   𝑆𝑒𝑛 ∠𝐵𝐴𝐶

=
(𝑆𝑒𝑛 96.55°)(4𝑚)

6.75𝑚
 

   1𝑚∠𝐵𝐴𝐶 = 36°  ⇒    1𝑚∠𝐵𝑃𝐴 = 95.73°  

⇒   1𝑚∠𝐴𝐶𝐵 = 47.45° 

   𝛥𝐶𝐵𝑀 

𝑐) 𝐶𝑀2 = 𝐵𝑀2 + 𝐵𝐶2 − 2. 𝐵𝑀. 𝐵𝐶. 𝐶𝑜𝑠 ∠𝐵𝑀𝐶 

   𝐶𝑀2 = (2.5𝑚)2 + (4𝑚)2 − 2(2.5𝑚)(4𝑚)𝐶𝑜𝑠 96.55°  ⇒   𝐶𝑀

= 4.95𝑚 

   
𝑆𝑒𝑛 ∠𝐵𝑀𝐶

𝐵𝐶
=
𝑆𝑒𝑛 ∠𝐶𝐵𝑀

𝐶𝑀
   ⇒   𝑆𝑒𝑛 ∠𝐵𝑀𝐶

=
(𝑆𝑒𝑛 96.55°)(4𝑚)

4.95𝑚
 

   1𝑚∠𝐵𝑀𝐶 = 53.39°   :   1𝑚∠𝐵𝑁𝑀 = 78.34° 

  𝛥𝐵𝑁𝑀 

𝑑)  
𝑆𝑒𝑛 𝐵𝑀𝐶

𝐵𝑁
=
𝑆𝑒𝑛 𝐵𝑁𝑀

𝐵𝑀
   ⇒   𝐵𝑁 =

(𝑆𝑒𝑛.  53.39°)(2.5𝑚)

𝑆𝑒𝑛 78.34°
 

  ⋯𝐵𝑁 = 2.05𝑚 

𝑒) Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝛥𝑃𝐵𝐴 − Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝛥𝐵𝑁𝑀 = Á𝑟𝑒𝑎 𝑟𝑎𝑦𝑎𝑑𝑎 

   𝐴1 = Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝛥𝑃𝐵𝐴  

   𝐴2 = Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝛥𝐵𝑁𝑀 

   𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = Á𝑟𝑒𝑎 𝑟𝑎𝑦𝑎𝑑𝑎 

𝑓) 𝐴1 = (0.5)(𝑃𝐴)(𝐵𝐴)𝑆𝑒𝑛 ∠𝐵𝐴𝑃 = (0.5)(3.75𝑚)(5𝑚)𝑆𝑒𝑛36° 

   𝐴1 = 5.51𝑚
2 

𝑔) 𝐴2 = (0.5)(𝐵𝑁)(𝐵𝑀)𝑆𝑒𝑛 ∠𝑃𝐵𝐴 = (0.5)(2.05𝑚)(2.5𝑚)𝑆𝑒𝑛 48.27° 

   𝐴2 = 1.91 𝑚
2 

ℎ) 𝐴𝑖𝑖𝑖 = 𝐴1 − 𝐴2 

   𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = (5.51 − 1.91)𝑚
2   

𝑨𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊 = 𝟑.𝟔𝒎
𝟐 𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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Ejercicio 6.15.  

Calcular el área de la región rayada de la figura 6.15. 

 

Figura 6.15 

 

 

𝐻) 𝑅 = 2𝑅2 = 10 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

𝑇) 𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 =? 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝐴𝑂 = 𝑂𝑂1 = 𝑂𝐷 = 𝑅 = 10 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

𝑏) 𝑂1𝐴 = 𝑂1𝐵 = 𝑂1𝐷 = 𝑅1 = 𝑅√2 = 1.4142(10𝑢𝑛𝑖𝑑. )

= 14.14 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

𝑐) 𝑂2𝐵 = 𝑂2𝑂 = 𝑂2𝐴 = 𝑅2 = 5 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 

   𝛥𝑂1𝐴𝑂2 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 
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   𝑇𝑎𝑔.  ∠𝑂1𝑂2𝑂 =
𝑅

𝑅2
=
10𝑢𝑛𝑖𝑑.

5 𝑢𝑛𝑖𝑑.
= 2  ⇒   1𝑚∠𝑂1𝑂2𝑂

= 63.435° 

   𝛥𝑂1𝑂2𝑂 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

   𝑂1𝑂2 = √𝑂1𝑂
2 + 𝑂2𝑂

2 = √100 + 25 = √125    ⇒   𝑂1𝑂2

= 11.18 𝑢𝑛𝑖 

𝑑) 𝛥𝑂1𝐵𝑂2 

   𝐶𝑜𝑠∠𝑂1𝑂2𝐵 =
𝑅2
2 + (𝑂1𝑂2)

2 − 𝑅1
2

(2)(𝑅2)(𝑂1𝑂2)
=
(5)2 + (11.18)2 − (14.14)2

(2)(5)(11.18)

= −0.44675  ⇒      1𝑚∠𝑂1𝑂2𝐵 = 116.53° 

𝑒) 1𝑚∠𝐵𝑂2𝑂 = 1𝑚∠𝑂1𝑂2𝐵 − 1𝑚∠𝑂1𝑂2𝑂 = 116.53°− 63.435°

= 53.1°  

   1𝑚∠𝑂2𝐵𝑂 = 1𝑚∠𝑂2𝑂𝐵 =
180°− 53.1°

2
= 63.45° 

   1𝑚∠𝐴𝑂2𝐵 = 180°− 1𝑚∠𝐵𝑂2𝑂 = 180°− 53.1°     

⇒   1𝑚∠𝐴𝑂2𝐵 = 126.9° 

     𝛥𝐴𝐵𝑂 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

𝑓) 1𝑚∠𝐵𝐴𝑂 = 1𝑚𝐴𝐵𝑂 − 1𝑚∠𝐵𝑂𝐴 = 90°− 63.45°   

⇒   1𝑚∠𝐵𝐴𝑂 = 26.55° 

  1𝑚. ∠𝐵𝐴𝑂1 = 1𝑚∠𝐵𝐴𝑂 + 45° = 26.55°+ 45°      

⇒   1𝑚∠𝐵𝐴𝑂1 = 71.55° 

   1𝑚𝐴𝑂1𝐵 = 180°− 2𝑚∠𝐵𝐴𝑂1 = 180°− (2)(71.55°)   

⇒   1𝑚∠𝐴𝑂1𝐵 = 36.9° . 

𝑔) Á𝑟𝑒𝑎 𝑟𝑎𝑦𝑎𝑑𝑎

= Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑒𝑔.  𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝐴𝑃𝐵𝐴

− Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑒𝑔.  𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝐴𝐾𝐵𝐴 

ℎ) 𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = Á𝑟𝑒𝑎 𝑟𝑎𝑦𝑎𝑑𝑎 

𝑖) 𝐴1 = Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑒𝑔.  𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝐴𝑃𝐵𝐴 

𝑗) 𝐴2 = Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑒𝑔.  𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝐴𝐾𝐵𝐴 
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   𝐴1 = (0.5)𝑅2
2 [
(𝜋)(1𝑚∠𝐴𝑂2𝐵)

180°
− 𝑠𝑒𝑛∠𝐴𝑂2𝐵] 

   𝐴1 = (0.5)(5𝑢𝑛𝑖𝑑. )
2 [
(𝜋)(126.9°)

180°
− 𝑠𝑒𝑛. 1 26.9°]   ⇒   𝐴1

= 17.69 𝑢𝑛𝑖𝑑.2 

    𝐴2 = (0.5)𝑅1
2 [
(𝜋)(1𝑚∠𝐴𝑂1𝐵)

180°
− 𝑠𝑒𝑛∠𝐴𝑂1𝐵] 

   𝐴1 = (0.5)(14.14𝑢𝑛𝑖𝑑. )
2 [
(𝜋)(36.9°)

180°
− 𝑠𝑒𝑛. 3 6.9°]   ⇒  𝐴2

= 4.36 𝑢𝑛𝑖𝑑.2 

𝑘) 𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐴1 − 𝐴2 

   𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 17.69 𝑢𝑛𝑖𝑑.
2− 4.36 𝑢𝑛𝑖𝑑.2  

       𝑨𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊 = 𝟏𝟑. 𝟑𝟑 𝒖𝒏𝒊𝒅
𝟐 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 6.16.  

Calcular la relación 
𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖

𝐴𝐴𝐵𝐶𝐷
 de la figura 6.16, sabiendo que: 

 

𝐻) 𝐴𝐵𝐶𝐷 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑑𝑜 "𝑎" 

𝑅1 =
3

4
 𝑎 

𝑇)  
𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝐴𝐴𝐵𝐶𝐷

=? 
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Figura 6.16 

 

 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝐷𝐺 = 𝐷𝐽 = 𝐷𝐻 = 𝑅1 = 0.75𝑎  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎 

𝑏) 𝐶𝐸 = 𝐶𝐻 = 𝐴𝐹 = 𝐴𝐺 = 0.25𝑎 = 𝑅2  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 𝑔𝑟á𝑓𝑖𝑐𝑎 

𝑐) 𝐴𝑆𝐸𝐶𝑇𝑂𝑅 𝐶𝐼𝑅𝐶𝑈𝐿𝐴𝑅𝐴𝐹𝐺 = 𝐴𝑆𝐸𝐶𝑇𝑂𝑅 𝐶𝐼𝑅𝐶𝑈𝐿𝐴𝑅𝐸𝐶𝐻 = 𝐴2 

   𝐷𝑒𝑠𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠𝑖𝑐𝑖ó𝑛 𝑒𝑛 á𝑟𝑒𝑎𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑐𝑖𝑎𝑙𝑒𝑠  

𝑑) 𝐴𝐴𝐵𝐶𝐷 = 2𝐴2 + 𝐴𝑆𝐸𝐶𝑇𝑂𝑅 𝐶𝐼𝑅𝐶𝑈𝐿𝐴𝑅𝐺𝐽𝐻𝐷 + 𝐴𝛩(𝑂,𝑅) + Á𝑟𝑒𝑎 𝑟𝑎𝑦𝑎𝑑𝑎 

   𝐴𝐴𝐵𝐶𝐷 = 𝐴1 

   𝐴𝑆𝐸𝐶𝑇𝑂𝑅 𝐶𝐼𝑅𝐶𝑈𝐿𝐴𝑅𝐺𝐽𝐻𝐷 = 𝐴3. 

   𝐴𝛩(𝑂,𝑅) = 𝐴4. 

   Á𝑟𝑒𝑎 𝑟𝑎𝑦𝑎𝑑𝑎.= 𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖  
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𝑒) 𝐴1 = 𝑎
2 

𝑓) 𝐴2 =
(𝜋)(𝑅2

2)(1𝑚∠𝐸𝐶𝐻)

360°
=
(𝜋)(0.25𝑎)2(90°)

360°
  ⇒   𝐴2

= 0.05𝑎2 

𝑔) 𝐴3 =
(𝜋)(𝑅2

2)(1𝑚∠𝐺𝐷𝐻)

360°
=
(𝜋)(0.75𝑎)2(90°)

360°
  ⇒   𝐴2

= 0.44𝑎2 

   𝛥𝐵𝐹𝐸 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑒 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

  1𝑚∠𝐵𝐹𝐸 = 1𝑚∠𝐵𝐸𝐹 = 1𝑚∠1 = 45° 

   "𝑂" 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝐹𝐸(ℎ𝑖𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑢𝑠𝑎) 

   𝐵𝑂 = 𝑂𝐸

= 𝑂𝐹  𝑝𝑟𝑜𝑝𝑖𝑒𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑎 𝑒𝑛 𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠 

   1𝑚∠𝐵𝑂𝐹 = 1∠𝑟𝑒𝑐𝑡𝑜 = 90° 

   𝛥𝐵𝐸𝑂 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

   𝑆𝑒𝑛 452 =
𝑂𝐸

𝐵𝐸
  ⇒   𝑂𝐸2 = (𝑆𝑒𝑛 45°)(0.75𝑎)   ⇒   𝑂𝐸

= 0.53𝑎 

   𝛥𝐴𝐵𝐷 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

   (𝐵𝐷)2 = (𝐴𝐵)2 + (𝐴𝐷)2 = 𝑎2 + 𝑎2 = 2𝑎2       ⇒   𝐵𝐷

= 1.4142𝑎 

ℎ) 𝐵𝐷 = 𝐵𝑂 + 𝑂𝐽 + 𝐽𝐷 =  1.4142𝑎 = 0.53𝑎 + 𝑅 + 𝑅1    ⇒   𝑅

= 0.134𝑎 

𝑖) 𝐴4 = (𝜋)𝑅
2 = (𝜋)(0.134𝑎)2    ⇒    𝐴4 = 0.056𝑎

2 

𝑗) 𝐴𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝐴1 − 2𝐴2 − 𝐴3 − 𝐴4 = 𝑎
2 − 2(0.05𝑎2) − 0.44𝑎2 − 0.056𝑎2  

   𝐴𝑖𝑖𝑖 = 0.4𝑎
2 

𝑘)   
𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖
𝐴𝐴𝐵𝐶𝐷

=
0.4𝑎2

𝑎2
 

𝑨𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊
𝑨𝑨𝑩𝑪𝑫

= 𝟎. 𝟒 𝑳𝑸𝑸𝑫 
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Ejercicio 6.17.  

Calcular la relación 
𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖

𝐴𝐴𝐵𝐶
 de la figura 6.17, sabiendo que: 

 

𝐻) 1𝑚∠1 = 20° 

𝑇)  
𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝐴𝐴𝐵𝐶

=? 

 

Figura 6.17 

 

 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝛩(𝑜, 𝑅) 

𝑏) 𝐷𝐶 = 𝑐𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎 𝑎𝑢𝑥𝑖𝑙𝑖𝑎𝑟 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

𝑐) 1𝑚∠1 =
𝐷𝐶
∩

2
 𝑝𝑜𝑟 𝑑𝑒𝑓.  𝑑𝑒 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑖𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜  
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   𝐷𝐶
∩

= 2𝑚∠1 = 40° = 1𝑚∠2  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙 

   1𝑚∠𝐴𝐶𝐷 = 90°   ⇒   𝛥𝐴𝐷𝐶 𝑒𝑠 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

   𝑆𝑒𝑛∠1 =
𝐷𝐶

𝐴𝐷
  ⇒   𝐷𝐶 = 𝑆𝑒𝑛20°(2𝑅)   ⇒   𝐷𝐶

= 0.684𝑅 

   𝐴𝐶 = √𝐴𝐷2 − 𝐷𝐶2 = √(2𝑅)2 − (0.684𝑅)2     ⇒   𝐴𝐶 = 1.88𝑅 

𝑑) 𝛥𝑂𝐷𝐶 𝑒𝑠 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠   ∴      1𝑚∠𝑂𝐶𝐷 =  1𝑚∠𝑂𝐷𝐶 = 70° 

𝑒) 𝛥𝐵𝑂𝐶 = 𝛥𝐵𝑂𝐴 𝑠𝑜𝑛 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠  

     1𝑚∠𝐴𝑂𝐶 =  180°−  1𝑚∠2 = 140° 𝑝𝑜𝑟  𝑠𝑢𝑝 𝑙 𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑟𝑖𝑜𝑠 

    1𝑚∠𝐵𝑂𝐶 =
360°−  1𝑚∠𝐴𝑂𝐶

2
 = 110° 

    1𝑚∠𝑂𝐶𝐵 =  1𝑚∠𝑂𝐵𝐶 =  1𝑚∠3 = 35° 

    1𝑚∠𝐸𝐷𝐶 =  90°−  1𝑚∠𝑃𝐶𝐵 =  1𝑚∠4 = 35° 

𝑓) 𝛥𝐸𝐷𝐶 

    1𝑚∠𝐷𝐸𝐶 = 180°−  1𝑚∠4 −  1𝑚∠𝐴𝐷𝐶 = 75° 

    
𝑆𝑒𝑛 ∠𝐷𝐸𝐶

𝐷𝐶
=
𝑆𝑒𝑛 ∠𝐸𝐷𝐶

𝐸𝐶
  ⇒   𝐸𝐶

=
(𝑆𝑒𝑛70°)(0.684𝑅)

𝑆𝑒𝑛75°
    ⇒   𝐸𝐶 = 0.665𝑅 

𝑔) 𝐴𝑟𝑒𝑎 𝑟𝑎𝑦𝑎𝑑𝑎

= 𝐴𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝛥𝐸𝐷𝐶

+ 𝐴𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝐷𝑆𝐶𝐾𝐷 

ℎ) 𝐴𝛥𝐸𝐷𝐶 = 𝐴1 = (0.5)(𝐸𝐶)(𝐷𝐶)𝑆𝑒𝑛 ∠4

= (0.5)(0.665𝑅)(0.684𝑅)𝑆𝑒𝑛35°   ⇒   𝐴1

= 0.13𝑅2 

𝑖) 𝐴𝑆𝐸𝐺𝑀𝐸𝑀𝐸𝑁𝑇𝑂 𝐶𝐼𝑅𝐶𝑈𝐿𝐴𝑅𝐷𝑆𝐶𝐾𝐷 = 𝐴2

= (0.5)(𝑂𝐶)2 (
(𝜋)(1𝑚∠2)

180°
− 𝑆𝑒𝑛∠2) 

   𝐴2 = (0.5)(𝑅)
2 (
(𝜋)(40°)

180°
− 𝑆𝑒𝑛40°)   ⇒   𝐴2 = 0.03𝑅

2 
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𝑗) 𝐴𝐼𝐼𝐼𝐼 = 𝐴1 + 𝐴2 = 0.13𝑅
2 + 0.03𝑅2   ⇒   𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0.16𝑅

2 

𝑘) 𝛥𝐵𝑃𝐶 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜   ∴       𝑇𝑎𝑔∠𝐵𝐶𝑃 =
𝑃𝐵

𝑃𝐶
   

⇒  𝑃𝐵 = (𝑡𝑎𝑔55°)(0.5)(1.88𝑅)   ⇒  𝑃𝐵 = 1.34𝑅 

𝑙) 𝐴𝛥𝐴𝐵𝐶 =
(𝐴𝐶)(𝑃𝐵)

2
=
(1.88𝑅)(1.34𝑅)

2
  ⇒   𝐴𝛥𝐴𝐵𝐶 = 1.26𝑅

2 

𝑚)  
𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖

𝐴𝛥𝐴𝐵𝐶
=
0.16𝑅2

1.26𝑅2
  

 

𝑨𝒊𝒊𝒊𝒊
𝑨𝜟𝑨𝑩𝑪

= 𝟎. 𝟏𝟐𝟕 𝑳𝑸𝑸𝑫 

 

Ejercicio 6.18.  

Calcular el área de la región rayada de la figura 6.18 conociendo que: 

 

𝐻) 𝑅1 = 8𝑐𝑚                  

    𝑅2 = 12𝑐𝑚 

𝑇) 𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 =? 

 

Figura 6.18 
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Solución: 

 

𝑎) 𝑂1𝑂2 = 𝑅2 − 𝑅1  𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜𝑠    

⇒       𝑂1𝑂2 = 12𝑐𝑚 − 8𝑐𝑚 = 4𝑐𝑚  

𝑏) 𝑂1𝐵 = 𝑅1 = 𝑂1𝑂2 + 𝑂2𝐵 

𝑐) 𝑂2𝐵 = 𝑅1 − 𝑂1𝑂2 = 8𝑐𝑚 − 4𝑐𝑚    ⇒    𝑂2𝐵 = 4𝑐𝑚 

𝑑) 𝑂2𝐶 = 𝑂2𝐷 = 𝑅2 

   𝛥𝑂2𝐵𝐶 = 𝛥𝑂2𝐵𝐷 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜𝑠   (𝐿, 𝐴, 𝐿) 

𝑒) 𝑂2𝐵 = 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎,  𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑎,  𝑏𝑖 𝑠𝑒𝑐 𝑡 𝑟𝑖𝑧,  𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧,  𝑐𝑒𝑣𝑖𝑎𝑛𝑎 

   𝑆𝑒𝑛 ∠𝑂2𝐶𝐵 =
𝑂2𝐵

𝑂2𝐶
=
4𝑐𝑚

12𝑐𝑚
= 0.333    ⇒    1𝑚∠𝑂2𝐶𝐵

= 1𝑚∠2 = 19.41° 

𝑓) 1𝑚∠1 + 1𝑚∠2 = 90°   ∴       1𝑚∠1

= 90°− 19.47°   ⇒   1𝑚∠1 = 70.53° 

   1𝑚∠𝐶𝑂2𝐷 = 2𝑚∠1 = 141.06° 

   𝐷𝑒𝑠𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠𝑖𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑓𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 𝑝𝑟𝑖𝑛𝑐𝑖𝑝𝑎𝑙 

𝑔) 𝐴𝑟𝑒𝑎 𝛩 (𝑂2, 𝑅2) − 𝐴𝑟𝑒𝑎 𝛩 (𝑂1, 𝑅1)

− 𝐴𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑒𝑔.  𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝐶𝐵𝐷𝐸𝐶 =
𝐴𝑟𝑒𝑎 𝑟𝑎𝑦𝑎𝑑𝑎

2
 

ℎ) 𝐴𝑟𝑒𝑎 𝛩 (𝑂2, 𝑅2) = 𝐴1 

𝑖) 𝐴𝑟𝑒𝑎 𝛩 (𝑂1, 𝑅1) = 𝐴2 

𝑗) 𝐴𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝐶𝐵𝐷𝐸𝐶 = 𝐴3 

𝑘)  
𝐴𝑟𝑒𝑎 𝑟𝑎𝑦𝑎𝑑𝑎

2
= 𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖  

𝑙) 𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐴1 − 𝐴2 − 𝐴3 

   𝐴1 = (𝜋)(𝑅2)
2 = (𝜋)(12𝑐𝑚)2      ⇒    𝐴1 = 452.39𝑐𝑚

2 

   𝐴2 = (𝜋)(𝑅1)
2 = (𝜋)(8𝑐𝑚)2     ⇒    𝐴2 = 201.06𝑐𝑚

2 

   𝐴3 = (0.5)(𝑅2
2) (
(𝜋)(2𝑚∠1)

180°
− 𝑠𝑒𝑛.   2𝑚∠1) 
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   𝐴3 = (0.5)(12𝑐𝑚)
2 (
(𝜋)(141.06°)

180°
− 𝑠𝑒𝑛.   141.06°)    

⇒   𝐴3 = 132.01𝑐𝑚
2 

𝑚) 𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 =
(452.39 − 201.06 − 132.01)𝑐𝑚2

2
  

𝑨𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊 = 𝟓𝟗. 𝟔𝟔𝒄𝒎
𝟐 𝑳𝑸𝑸𝑫. 

 

Ejercicio 6.19.  

Calcular el área rayada de la figura 6.19 en función del radio R. 

 

Figura 6.19 

 

 

𝐻) 𝐴𝑀 = 𝑀𝑂               

  𝑚𝐴𝐶
∩

= 𝑚𝐴𝐸
∩

= 20° 

𝑇) 𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑓(𝑅) 
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Solución: 

 

  𝑂𝐸 = 𝑂𝐶 = 𝑂𝐵 = 𝑂𝐷 = 𝑅   𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

  𝑂1𝑃 = 𝑅1 

  1𝑚∠𝐶𝑂𝐸 = 40°  𝑝𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 

𝑏) 𝛥𝑂𝐴𝐸  𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

  𝐴𝐸2 = 𝑂𝐸2 + 𝑂𝐴2 − 2(𝑂𝐸)(𝐸𝐴) 𝑐𝑜𝑠 ∠  𝐶𝑂𝐸 

  𝐴𝐸 = √2𝑅2 − (2)(𝑅)(𝑅) 𝑐𝑜𝑠 2 0°     :     𝐴𝐸

= 0.3473𝑅 

  1𝑚∠𝑂𝐴𝐸 = 1𝑚∠𝑂𝐸𝐴 = 80°  𝑝𝑜𝑟(𝑏) 

𝑐) 𝛥𝐴𝑀𝐸 

  𝐸𝑀2 = 𝐴𝑀 + 𝐴𝐸 − 2(𝐴𝑀)(𝐴𝐸) 𝑐𝑜𝑠 ∠𝑀𝐴𝐸  𝑙𝑒𝑦 𝑑𝑒𝑙  𝑐𝑜𝑠 𝑒 𝑛𝑜 

  𝐸𝑀

= √(0.5𝑅)2 + (0.3473𝑅)2 − (2)(0.5𝑅)(0.3473𝑅) 𝑐𝑜𝑠 8 0°   :   𝐸𝑀

= 0.557𝑅 

  
𝑆𝑒𝑛 ∠𝐴𝑀𝐸

𝐴𝐸
=
𝑆𝑒𝑛 ∠𝑀𝐴𝐸

𝐸𝑀
   :   𝑆𝑒𝑛 ∠𝐴𝑀𝐸 = 𝑆𝑒𝑛 ∠1

=
(𝑆𝑒𝑛 80°)(0.3473𝑅)

(0.557𝑅)
     ⇒   1𝑚∠1

= 37.88° 

  1𝑚∠𝐶𝑀𝐸 = 2𝑚∠1

=
𝐵𝐷
∩
+ 𝐶𝐴𝐸

∩

2
  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜  𝑖𝑛𝑡 𝑒 𝑟𝑖𝑜𝑟 𝑒𝑛 𝑙𝑎 𝛩 

  (2)(2)(37.88°) = 𝐵𝐷
∩
+ 40°     ⇒    𝐵𝐷

∩
= 111.52°

= 1𝑚∠𝐵𝑂𝐷  𝑝𝑜𝑟 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙 

𝑑) 𝛥𝑀𝑃𝑂1 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

  𝑆𝑒𝑛 37.88° =
𝑅1

[(0.5𝑅. ) + (𝑅 + 𝑅1)]
    ⇒    𝑅1 = 0.570𝑅 
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𝑒) 𝛥𝑂𝐵𝐷 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 

  𝐵𝐷2 = 𝑂𝐵2 + 𝑂𝐷2 − 2(𝑂𝐵)(𝑂𝐷) 𝑐𝑜𝑠 ∠𝐵𝑂𝐷 

  𝐵𝐷 = √2𝑅2 − 2𝑅 𝑐𝑜𝑠 1 11.52°    :    𝐵𝐷 = 1.653𝑅 

  𝐵𝐷 = 2𝐵𝐾 = 2𝐾𝐷   :    𝐵𝐾 = 0.826𝑅 

𝑓) 𝛥𝐵𝑀𝐾 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 

  𝑆𝑒𝑛37.88° =
0.826𝑅

𝑀𝐵
      ⇒    𝑀𝐵 = 1.345𝑅 

  𝐷𝑒𝑠𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠𝑖𝑐𝑖ó𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑐𝑖𝑎𝑙 𝑑𝑒 𝑟𝑒𝑔𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 

  𝐴1 = 𝐴𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝛥𝐵𝑀𝐷 

  𝐴2 = 𝐴𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝐵𝐾𝐷𝑁𝐵 

  𝐴3 = 𝐴𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑐í𝑟𝑐𝑢𝑙𝑜 𝑑𝑒(𝑂1, 𝑅1) 

  𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐴𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑟𝑒𝑔𝑖ó𝑛 𝑟𝑎𝑦𝑎𝑑𝑎 

𝑔) 𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐴1 + 𝐴2 − 𝐴3 

ℎ) 𝐴1 =
1

2
(𝑀𝐵)(𝑀𝐷)𝑆𝑒𝑛 (2𝑚∠1)

=
1

2
(1.345𝑅)(1.345𝑅)𝑆𝑒𝑛75.76°   

𝐴1 = 0.876𝑅
2  (ℎ`) 

𝑖)  𝐴2 =
1

2
𝑅2 [

(𝜋)(1𝑚∠𝐵𝑂𝐷)

180°
− 𝑆𝑒𝑛∠𝐵𝑂𝐷]

=
1

2
𝑅2 [

(𝜋)(111.52°)

180°
− 𝑆𝑒𝑛111.52°]    ⇒     𝐴2

= 0.508𝑅2  (𝑖`) 

𝑗) 𝐴3 = (𝜋)𝑅1
2 = (𝜋)(0.570𝑅)2 

  𝐴3 = 1.0207𝑅
2  (𝑗`) 

  (ℎ`)(𝑖`)(𝑗`) 𝑒𝑛 (𝑔) 

𝑔) 𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0.876𝑅
2 + 0.508𝑅2 − 1.0207𝑅2     

  𝑨𝒊𝒊𝒊𝒊 = 𝟎. 𝟑𝟔𝟑𝑹
𝟐  𝑳𝑸𝑸𝑫.  
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Ejercicio 6.20.  

Calcular el área rayada de la figura 6.20 en función del radio R. 

 

Figura 6.20 

 

 

𝑇) 𝐴𝑖𝑖𝑖 =?  𝑓(𝑅) 

 

Solución: 

 

𝑎) 𝐴𝑖𝑖𝑖 = 𝐴(𝑆𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝐶𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑂𝐴𝑃𝐵𝑂) − 𝐴(𝑆𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝐶𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑀𝐾𝐵𝑂𝑀
2

)

− 𝐴(𝐶𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑜 (𝑜1,𝑅1)) 

𝑏) 𝐴1 = 𝐴(𝑆𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝐶𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑂𝐴𝑃𝐵𝑂) 

𝑐) 𝐴2 = 𝐴(𝑆𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝐶𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑀𝐾𝐵𝑂𝑀
2

)
 

𝑑) 𝐴3 = 𝐴(𝐶𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑜 (𝑜1,𝑅1)) 

𝑒) 𝐴𝑖𝑖𝑖 = 𝐴1 − 𝐴2 − 𝐴3 
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  𝛥𝑁𝑂2𝑂  𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

𝑓) 𝑁𝑂2 = 𝑂2𝑂
2 −𝑁𝑂2 𝑝𝑜𝑟 𝑃𝑖𝑡á𝑔𝑜𝑟𝑎𝑠 

  𝑂2𝑂 = 𝑅 − 𝑅2 

  𝑁𝑂2 = 𝑅2 

  𝑁𝑂2
2 = (𝑅 − 𝑅2)

2 − 𝑅2 = 𝑅2 − 2𝑅2𝑅 + 𝑅2
2 − 𝑅2    ⇒  𝑁𝑂2

= √𝑅2 − 2𝑅2𝑅 

  𝛥𝑁𝑂1𝑂2 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑟𝑢𝑐𝑐𝑖ó𝑛 

𝑔) 𝑁𝑂1
2 = 𝑂1𝑂2

2 −𝑁𝑂2 

  𝑁𝑂1 = 𝑁𝑂 + 𝑅 𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑢𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

  𝑂1𝑂2 = 𝑅√2 + 𝑅2 

ℎ) (√𝑅2 − 2𝑅2𝑅 + 𝑅)
2 = (𝑅√2 + 𝑅2)

2 − 𝑅2
2 

  𝐷𝑒𝑠𝑎𝑟𝑟𝑜𝑙𝑙𝑎𝑛𝑑𝑜 (ℎ) 

𝑖)   𝑅2 − 2𝑅𝑅2 − 5.82𝑅2
2 = 0 

  𝐷𝑒𝑠𝑎𝑟𝑟𝑜𝑙𝑙𝑎𝑛𝑑𝑜 (𝑖) 

𝑗) 𝑅2 = 0.27𝑅 

𝑘) 𝐴1 = 𝐴(𝑆𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝐶𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑂𝐴𝑃𝐵𝑂) =
(𝜋)𝑅2

4
     ⇒     𝐴1

= 0.78𝑅2  (𝑘`) 

𝑙) 𝐴2 = 𝐴(𝑆𝑒𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝐶𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑀𝐾𝐵𝑂𝑀
2

)
=
1

2
[
1

2
𝑅1
2 (
(𝜋)(𝛼°)

180°
− 𝑆𝑒𝑛 𝛼°)]

=
1

4
[
1

2
(2𝑅2) (

(𝜋)(90°)

180°
) − 𝑠𝑒𝑛   90°] 

  𝐴2 = 0.285𝑅
2  (𝑙`) 

𝑚) 𝐴3 = 𝐴(𝐶𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑜 (𝑜1,𝑅1)) = (𝜋)(𝑅2
2) = (𝜋)(0.27𝑅)2 

𝐴2 = 0.23𝑅
2  (𝑚`) 

 (𝑘`)(𝑙`)(𝑚`) 𝑒𝑛 (𝑒) 

𝐴𝑖𝑖𝑖 = 0.78𝑅
2 − 0.285𝑅2 − 0.23𝑅2 

𝑨𝒊𝒊𝒊 = 𝟎. 𝟐𝟔𝟓𝑹
𝟐  𝑳𝑸𝑸𝑫. 
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